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Вступне слово

Ми починаємо вивчати курс «Дискретна математика». Тож природнє бажання з’ясувати смисл
сло́ва «дискретний» (рос. «дискретный», англ. «discrete»). Iнодi кажуть, що «дискретнiсть» —
це протилежнiсть до «неперервностi». Це частково правильно; але висновок, нiби «дискретний»
означає «розривчастий», бiльш заплутує, нiж прояснює ситуацiю. Тож наведемо кiлька прикладiв
доречного вживання цього сло́ва.

Розглянемо сукупностi (множи́ни) натуральних чисел N та дiйсних чисел R. N складається
з окремих, чiтко вiддiлених одне вiд одного натуральних чисел, для яких має смисл поняття
«наступне число»; R— зi «щiльно упакованих» чисел, для яких поняття «наступне число» не має
смислу, зате має смисл поняття «дуже близькi чи́сла».

Ще розглянемо електронний цифровий та механiчний стрiлочний годинники, причому нехай
вони обидва показують лише години i хвилини. Покази електронного цифрового годинника змiню-
ються «ривками» раз на хвилину, тодi як положення стрiлок механiчного годинника змiнюються
потихеньку.

Так от: множина натуральних чисел (N) та покази електронного цифрового годинника є без-
сумнiвно дискретними, множина дiйсних чисел (R) — безсумнiвно неперервною; покази стрiло-
чного годинника — якщо стрiлки рухаються потихеньку й непомiтно, то неперервними, а якщо
окремi тiки та скачки все-таки помiтнi, то дискретними.

У реальному свiтi є i неперевнi, i дискретнi процеси. Але у комп’ютернiй технiцi майже всi
процеси дискретнi. Це вказує на велику важливiсть дискретної математики для студентiв про-
грамiстських напрямкiв пiдготовки.

Звичайно, як i iншi галузi математики, дискретна математика включає в себе рiзнi пiдроздiли.
Зокрема, у посiбнику розглянуто такi великi теми:

1. Вступ до математичної логiки

2. Множи́ни та вiдношення

3. Iндуктивнi засоби доведення

4. Комбiнаторика

5. Гра́фи та алгоритми на графах

6. Мови, регулярнi вирази та автомати
Всi цi теми мають практичне значення для програмування.
Ситуацiя з пiдручниками з дискретної математики не дуже приємна. У книжках, написаних

науковцями найпотужнiших ВНЗ, зазвичай розглядають значно ширший (нiж у цьому посiбнику)
обсяг матерiалу, i часто не досить детально пояснюють базовий матерiал, вважаючи, що вiн i так
зрозумiлий. Це спонукало автора придiлити значну увагу в тому числi й детальним поясненням
базових понять. (Що, втiм, не зводить цей посiбник до лише простого, бо вiн мiстить також
i аналiз деяких неочевидних «тонких» питань, i велику кiлькiсть додаткових задач пiдвищеної
складностi.)

Переважна бiльшiсть наведених у посiбнику означень супроводжуються при́кладами. Напо-
легливо рекомендується використовувати їх для того, щоб перевiряти правильнiсть розумiн-

ня означень, спiввiдносячи приклад(и) з означенням, що сформульоване у загальних поняттях.
I нi в якому разi не рекомендується намагатися пiдмiняти означення прикладами. Просто тому́,
що вони (приклади) його (означення) не замiнюють. I з точки зору математики (байдуже, дискре-
тної чи якоїсь iншої), i з точки зору програмування. Скажiмо, програма мовою програмування,
призначена, щоб додавати введенi з клавiтури два числа́, повинна мiстити якусь дiю у стилi
“c=a+b” або “вивести(a+b)”, й тодi вона зовсiм елементарна. Але якщо спробувати лише пона-
писувати величезну кiлькiсть прикладiв (у стилi «1+1=2», «2+2=4», «17+25=42»), не пишучи
правило — навряд чи таке взагалi запрацює.

Аналогiчно, деякi означення та теореми сформульованi i словесно, i формулами. У таких
випадках теж рекомендується перевiряти правильнiсть розумiння, спiввiдносячи вмiст, поданий
цими рiзними способами, i привчатися розумiти формули. Хоч програми мовою програмування
й не є класично-математичними формулами, але все-таки ближчi до них, нiж до розмовної мови.
Так що навичка розумiти формули не лише потрiбна в рамках математики (не лише дискре-
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тної), а ще й частково корисна для розвитку навички читання та написання програм мовами
програмування.

Iнша велика складнiсть з лiтературою спричинена тим, що у багатьох роздiлах дискретної
математики ще не встановилися єдинi загальноприйнятi позначення. Тобто, одне й те са́ме може
позначатися у рiзних книжках по-рiзному, а iнодi й ще гiрше— одна й та сама назва або один i
той самий значок у рiзних книгах мають рiзне значення.

У рамках цього посiбника позначення та термiнологiя, звiсно, узгодженi. Але для вiдмiнної
пiдготовки все-таки варто користуватися рiзними джерелами iнформацiї, так що ця проблема
цiлком може проявитися. Са́ме тому́ в багатьох мiсцях оголошується окремо, якi термiни чи по-
значення використовуються у рамках цього посiбника, i окремо, якi є поширенi альтернативи. Так
само з метою полегшення користування альтернативними джерелами iнформацiї для бiльшостi
термiнiв наведено їхнi переклади росiйською та англiйською мовами.

Насамкiнець: при вивченнi нового матерiалу трапляються сумнiви та/або неправильне ро-
зумiння. Це нормально. Ненормально не намагатися зрозумiти, не задумуватися, чи утворює
вивчений матерiал цiлiсну непротирiчиву теорiю. Коли виникають питання, якi можна задати
викладачевi — не стидайтеся справдi задавати.
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1 Вступ до математичної логiки

1.1 Базовi поняття математичної логiки

1.1.1 Значення, операцiї, вирази

Перш за все, зафiксуємо можливi логiчнi (або бу́левi1) значення. Це iстина i хиба (рос. «исти-
на»/«ложь», англ. «true»/«false»). Iнших значень у класичнiй логiцi не буває.2 Iстину будемо
позначати символом “1”, хибу — символом “0”. Коли треба пiдкреслити, що йдеться са́ме про ло-
гiчне значення, а не число, iстину позначають «true », хибу — «false ». Значення true та false

є аналогом чисел (1, 2, 3, . . . ) «звичайної» (числової) математики.
Логiчна змiнна задає логiчне значення (або 0, або 1) — аналогiчно змiннiй «шкiльної» алгебри,

невiдомо яке, або таке, що може змiнитися.
Логiчна операцiя задає правило перетворення логiчних значень або змiнних, аналогiчне ари-

фметичнiй дiї (додавання, множення, . . . ).

Заперечення Iншi назви: “не”, “not ” “negation”. Позначення: “¬𝑥”, “ 𝑥 ”,3 “ 𝑥′ ”. Результат запе-
речення протилежний аргументу: ¬0 = 1, ¬1 = 0.

Кон’юнкцiя Iншi назви: “логiчне множення”, “i”, “та”, “and ”, “conjunction”. Позначення:
“𝑥 ∧ 𝑦”, “𝑥 · 𝑦”, “𝑥𝑦”,4 “𝑥&𝑦”. Результат кон’юнкцiї iстинний, коли обидва аргументи iстиннi
(у рештi випадкiв хибний).

Диз’юнкцiя Iншi назви: “або”, “логiчне додавання”5, “or ”, “disjunction”. Позначення: “𝑥 ∨ 𝑦”.
Результат диз’юнкцiї iстинний, коли хоча б один аргумент iстинний (i хибний коли обидва
аргументи хибнi).

Ксор Iншi назви: “виключне або”, “або . . . , або . . . ”, “сума Жегалкiна”, “додавання за модулем 2 ”,
“хor ”, “eхclusive or ”.6 Позначення: “𝑥⊕ 𝑦”, “𝑥 ̸≡ 𝑦”, “𝑥△ 𝑦”. Результат ксора iстинний, коли
iстинний рiвно один з двох аргументiв (а коли обидва хибнi чи обидва iстиннi, то хибний).

Iмплiкацiя Iншi назви: “якщо . . . , то . . . ”, “з . . . випливає . . . ”, “слiдування”, “implication”,
“. . . implies . . . ”. Позначення: “𝑥 → 𝑦”, “𝑥 ⇒ 𝑦”, “𝑥 ⊃ 𝑦”. Результат iмплiкацiї хибний, коли
перший аргумент iстинний, а другий хибний; у рештi випадкiв результат iстинний.

Еквiваленцiя Iншi назви: “рiвносильнiсть”, “. . . тодi й тiльки тодi, коли . . . ”, “biconditional ”,
“if and only if ”, “iff ”7. Позначення: “𝑥 ↔ 𝑦”, “𝑥 ≡ 𝑦”, “𝑥 ⇔ 𝑦”, “𝑥 ∼ 𝑦”. Результат еквiваленцiї
iстинний, коли значення аргументiв однаковi, i хибний, коли рiзнi.

Переклади назв операцiй рос. мовою: отрицание; конъюнкция; дизъюнкция; ксор (исклющающее или);
импликация; эквиваленция.

Наведенi означення операцiй зводяться до пояснень, яким є результат такої-то операцiї при
таких-то значеннях її аргументiв. Це можна зручнiше й коротше записати за допомогою т. зв. та-
блиць iстинностi (укр. «таблиця iстинностi»; рос. «таблица истинности»; англ. «truth table»;
i укр., i рос. мовами часто кажуть також «табличка», це те са́мо).

1На честь англ. математика XIX ст. Дж. Бу́ля (George Boole), завдяки роботам якого i з’явилися першi резуль-
тати математичної логiки. До того, ще з часiв Аристотеля, була вiдома фiлософська логiка.

2Але бувають у деяких некласичних узагальненнях логiки. Зокрема, в цьому посiбнику коротко згадана
(розд. 1.8) некласична тризначна логiка.

3Позначення заперечення як “ 𝑥 ” використовується у багатьох джерелах, красиве, дуже компактне. . . Але бiда
в тому, що 𝑥 𝑦 означає (¬𝑥)∧ (¬𝑦), 𝑥𝑦 означає ¬(𝑥∧𝑦), тобто зовсiм iншу формулу, а вiзуальна вiдмiннiсть мiж 𝑥 𝑦
та 𝑥𝑦 надто мала́. Тому автор наполегливо радить або (як у цьому посiбнику) взагалi уникати позначення “ 𝑥 ”,
або при спiльному використаннi заперечень та кон’юнкцiй писати кон’юнкцiї явно: вiдмiннiсть мiж 𝑥 · 𝑦 та 𝑥 · 𝑦
видно значно краще, нiж мiж 𝑥 𝑦 та 𝑥𝑦 .

4Тобто, у багатьох випадках значок кон’юнкцiї просто пропускають— так само, як пропускають значок множе-
ння числових змiнних.

5Ми будемо уникати цього варiанта назви, щоб не плутати диз’юнкцiю з ксором.
6Тобто, «ксор» — транслiтерацiя вiд «xor», котре є скороченням вiд «exclusive or», що якраз i є «виключне або».

Але казати «виключне або» досить довго й не дуже красиво, тому в цьому посiбнику перевага надається варiан-
ту «ксор».

7Са́ме з двома “f”; таке слово не притаманне загальнiй лексицi англiйської мови, але має певне поширення як
термiн матлогiки.

8



Порубльов I. М., посiбник «Дискретна математика»

Кожен рядок таблицi iстинностi мiстить один набiр аргументiв та значення операцiї на цьому
наборi. Таблиця повинна мiстити всi можливi набори. Значить, для унарної8 операцiї таблиця
iстинностi повинна складатися з 2 рядкiв (0 та 1), а для бiнарних8 операцiй — з 4 рядкiв (0 0, 0 1,
1 0 та 1 1).

𝑥 ¬𝑥
0 1
1 0

𝑥 𝑦 𝑥 ∧ 𝑦 𝑥 ∨ 𝑦 𝑥⊕ 𝑦 𝑥 → 𝑦 𝑥 ↔ 𝑦

0 0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0
1 0 0 1 1 0 0
1 1 1 1 0 1 1

“⊕” (ксор, вiн же «виключне або») вiдрiзняється вiд “∨” (диз’юнкцiї, вона ж «або») на єдиному
наборi 1 1, а “→” (iмплiкацiя) вiд “↔” (еквiваленцiї) — на єдиному наборi 0 1.

Ще раз звернiть увагу, що фразi «якщо . . . , то . . . » вiдповiдає операцiя “→” (для якої 0 → 1=
=1), а не “↔” (для якої 0 ↔ 1=0). Нехай, наприклад, батько пообiцяв сину: «Якщо поступиш
на бюджет — куплю тобi мопед». У яких випадках можна сказати, що батько порушив свою
обiцянку? Лише якби син на бюджетну форму навчання поступив, а батько мопеда не купив.
У випадках «поступив — купив» та «не поступив — не купив» обiцянка очевидно дотримана, але
вона не порушена також i у випадку, коли син не поступив, а батько все ж купив мопед.

Ще один приклад: нiхто не стане сумнiватися в iстинностi фрази «якщо забредеш у Днiпро,
то замочиш ноги» на тiй пiдставi, що ноги можна замочити й у якомусь iншому мiсцi. (Якби
була “↔”, то вийшло б «забрiв у Днiпро»=false, «замочив ноги»=true, false↔true дає false,
тобто випадок коли замочив ноги в якомусь iншому мiсцi суперечив би фразi. Але насправдi
маємо 0 → 1=1, i нiякої хибностi фрази в цiлому не виникає.)

Правила побудови логiчних виразiв (формул) Зi значень, змiнних та операцiй можна «зби-
рати» складнiшi вирази (вони ж формули), що можуть мiстити по кiлька операцiй — наприклад,
“(𝑥 ∨ 𝑦)→ (𝑥⊕ 𝑦)”. Математично строго правила побудови виразiв можна записати так:
� константа 0 є логiчним виразом;

� константа 1 є логiчним виразом;

� логiчна змiнна є логiчним виразом;

� якщо 𝐴 є логiчним виразом, то (¬𝐴) теж є логiчним виразом;

� якщо 𝐴 i 𝐵 є логiчними виразами, то кожен з записiв (𝐴 ∨𝐵), (𝐴 ∧𝐵), (𝐴⊕𝐵), (𝐴 → 𝐵),
(𝐴 ↔ 𝐵) теж є логiчним виразом.

(В цих правилах насправдi нема нiчого нового — тiльки ще раз наголошено, що логiчний вираз або є
елементарним (єдине значення або єдина змiнна), або складається з менших виразiв (пiдвиразiв), до яких
застосована одна з операцiй; при цьому, будь-яка з операцiй “∨”, “∧”, “⊕”, “→” або “↔” має з’єднувати два
пiдвирази, а операцiя “¬” застосовується до одного пiдвиразу.)

Прiоритети логiчних операцiй Як вiдомо, у «числовiй» математицi порядок виконання дiй
у виразi визначається порядком сами́х операцiй, дужками та т. зв. прiоритетами (наприклад,
2+3 · 4 рахується як 2 + 12=14, а не як 5 · 4=20). (Назва: укр. — прiоритет; рос. — приоритет;
англ. — precedence; са́ме «precedence», а не «priority».)

Порядок виконання операцiй у логiчному виразi теж визначається по-перше дужками, по-
друге прiоритетами, по-третє порядком злiва направо. Прiоритети логiчних операцiй такi:

(найвищий) ¬ ∧ ∨ → (найнижчий)
(З операцiями “⊕” та “↔” ситуацiя гiрша. Загальноприйнято, що прiоритет “⊕” десь мiж “∧” та “→”,

але єдиного стандарта щодо спiввiдношення прiоритетiв “⊕” та “∨” нема. Так само загальноприйнято, що
прiоритет “↔” нижчий за “∨”, але єдиного стандарта щодо спiввiдношення “↔” з “⊕” та “→” нема. Тому́
скрiзь, де виникає загроза неоднозначностi, будемо писати дужки.)

Наприклад, знаходити значення виразу 1 ∧ 0 → 1 ∨ 0 слiд так: спочатку 1 ∧ 0= 0, вираз
спрощується до 0 → 1 ∨ 0; потiм 1 ∨ 0= 1, вираз спрощується до 0 → 1; нарештi, 0 → 1= 1
(отримуємо остато́чний результат 1).

8унарний — залежний вiд одного аргумента; бiнарний — залежний вiд двох аргументiв; тернарний — вiд трьох;
для iнших кiлькостей аргументiв теж використовують термiн «арнiсть», але цi кiлькостi зазвичай позначають вже
не латинськими префiксами, а просто числами (0-арний, 8-арний, 𝑛-арний)
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1.1.2 Логiчнi операцiї у мовах програмування

(Цей розд. 1.1.2 мiстить деяку iнформацiю щодо застосування логiчних операцiй у мовах програмування
(головним чином, C++). Його матерiал майже не використовується у подальших роздiлах цього посiбника.
Тому тi читачi, котрi ще не почали програмувати та/або працювати з двiйковою системою числення, цiл-
ком можуть при першому прочитаннi обмежитися лише зрозумiлим їм матерiалом, а до решти розд. 1.1.2
повернутися пiзнiше. Водночас, прочитати бажано, бо матерiал дуже корисний у програмуваннi.)

Бiльшiсть логiчних операцiй наявнi також у мовах програмування. I конкретнi позначення
операцiй, i навiть їх точний перелiк у рiзних мовах програмування можуть вiдрiзнятися. Най-
бiльш масово у програмуваннi застосовують такi операцiї:

заперечення кон’юнкцiя диз’юнкцiя ксор
математичне позначення ¬ ∧ ∨ ⊕

мова Pascal not and or xor

мова C++, логiчна операцiя ! && || (див. далi)

мова C++, побiтова операцiя ~ (тильда) & | ^ (кришка)

У C++ є два чинники, що ускладнюють ситуацiю: (1) логiчнi значення можуть подаватися
як у типi bool, так i цiлочисельних типах (зазвичай, int); (2) є «логiчнi» та «побiтовi» операцiї.
Розглянемо все це детальнiше.

Щодо bool та int Мова C++ має окремий тип bool для подання (лише) значень false та true.
Але мова C++ розроблена так, щоб компiлювати також i бiльшiсть програм, написаних старими
версiями мови C (без плюсiв), де нема типу bool i для подання логiчних значень використовується
той самий int, що для цiлих чисел (0 трактується як хиба, будь-яке iнше число — як iстина). Тому,
логiчнi операцiї “!”, “&&”, “||” можуть застосовуватися не лише до false та/або true, а також i
до чисел. Наприклад, кожен з виразiв “42 && 7” та “17 || 0” дає результат true (при присвоєннi
у bool) або 1 (при присвоєннi в int), бо це true∧true та true∨false вiдповiдно.

Пишучи новi програми мовою C++, рекомендується вживати bool i не користуватися тим, що
цiлi чи́сла сприймаються як логiчнi значення. Але бувають виключення: (А) код треба написати
так, щоб працював як у C++, так i в C; (Б) значна частина коду вже написана з використанням
са́ме int-ового подання логiчних значень.

Дуже сумним наслiдком змiшування bool-iв та int-iв є те, що мовами C/C++ вирази, подiбнi
до “a<x<b”, компiлюються, але означають зовсiм не те, що символ-у-символ такi са́мi математи-
чнi. Математичний вираз “1<𝑥<2” є подвiйною нерiвнiстю й означає «𝑥 строго бiльший 1, але
строго менший 2», або, що те са́ме, «𝑥 перебуває у промiжку вiд 1 до 2, ме́жi (одиниця та двiйка)
не включаються». Вираз “1<x<2” мовою C/C++ обчислюється зовсiм iнакше: результат порiвня-
ння 1<x перетворюється або в 1 (якщо 𝑥 бiльший 1), або в 0 (якщо 𝑥 менший або рiвний 1); потiм
отримане 1 або 0 порiвнюється iз 2; причому, остато́чний результат завжди, яким би не був x,
буде iстинним, бо хоч 1<2, хоч 0<2 дають iстину. Це вельми неприємна поведiнка, тому́ в бiльшо-
стi сучаснiших С-подiбних мов (як-то Java, C#) таких автоматичних переходiв мiж логiчними та
числовими значеннями просто нема. Але у C/С++ маємо те, що маємо.

(Як все-таки виразити математичну подвiйну нерiвнiсть мовами C/C++? Врахувати, що це двi умови,
накладенi одночасно, й виразити через “&&”. Наприклад, “1<𝑥<2” можна правильно записати як “1<x
&& x<2”. Додатковi дужки, на вiдмiну вiд Паскаля, не є обов’язковими; хоча, при бажаннi їх можна й
поставити: “(1<x) && (x<2)”.)

Логiчнi та побiтовi операцiї Логiчнi операцiї (“!”, “&&”, “||”) ставляться до кожного зi своїх
аргументiв як до одного логiчного значення, й формують як результат одне логiчне значення.
Побiтовi операцiї (“~”, “&”, “|”, “^”) застосовуються до окремих бiтiв цiлих чисел.

Наприклад, праворуч зображенi молодшi 8 бiтiв двiйкових записiв чисел a 00101010
b 00000111

a & b 00000010
a | b 00101111
a ^ b 00101101

42𝐷𝑒𝑐=101010𝐵𝑖𝑛 та 7𝐷𝑒𝑐=111𝐵𝑖𝑛.
Якщо застосувати до них операцiю & (побiтовий and), виявиться, що є

лише один бiт (передостаннiй), в якому обидва числа́ 42𝐷𝑒𝑐=101010𝐵𝑖𝑛 та
7𝐷𝑒𝑐=111𝐵𝑖𝑛 мiстять одиницi, тому результатом буде 10𝐵𝑖𝑛=2𝐷𝑒𝑐. Так i отри-
мується твердження «результатом “42 & 7” є число 2».

Аналогiчно можна застосувати | (побiтовий or, результат 101111𝐵𝑖𝑛=47𝐷𝑒𝑐, бо са́ме в цих
бiтах хоча б одне з чисел-аргументiв мiстить 1) або ^ (побiтовий xor, результат 101101𝐵𝑖𝑛=45𝐷𝑒𝑐).
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Тепер замiнимо 7𝐷𝑒𝑐=111𝐵𝑖𝑛 на 5𝐷𝑒𝑐=101𝐵𝑖𝑛 (вiдрiзняється лише нулем замiсть одиницi у пе-
редостанньому бiтi). Легко бачити, що 42 & 5 дає результат 0, бо нема жодного спiльного бiта,
який був би одиницею в обох числах 42𝐷𝑒𝑐=101010𝐵𝑖𝑛 та 5𝐷𝑒𝑐=101𝐵𝑖𝑛 одночасно.

Таким чином, 42 & 5 дає результат 0 (що вiдповiдає false), хоча 42 && 5 дає результат true

(як true∧true). Тобто, бувають випадки (їх насправдi небагато, але вони є), коли результат за-
стосування “&” вiдрiзняється вiд результату застосування “&&” до тих самих аргументiв найiсто-
тнiшим чином: виходять рiзнi не лише чи́сла, а й вiдповiднi їм логiчнi значення.

Тому́, бажано чiтко розрiзняти логiчнi операцiї вiд побiтових, й застосовувати потрiбнi, не плу-
таючи подвiйнi значки з одинарними.

Скорочене обчислення “&&” та “||” Ще одна вiдмiннiсть логiчних та побiтових операцiй —
для логiчних “&&” та “||” дiє (а для побiтових “&” та “|” не дiє) скорочене обчислення (рос. «со-
кращённое вычисление», англ. «short-circuit evaluation»). Його суть така: спочатку знаходиться
значення лiвого аргументу; якщо за його значенням вже видно, яким буде загальний ре-

зультат, то правий аргумент не аналiзується. Обчислення “&&” можна обривати, якщо
лiвий аргумент=false (яким би не був дру́гий аргумент, результат усього виразу все одно false);
якщо ж лiвий аргумент=true, то для знаходження усього виразу треба знаходити правий аргу-
мент. З обчисленням “||” усе симетрично: якщо лiвий аргумент=true, результат true; iнакше,
треба знаходити правий аргумент.

(Наприклад, вираз “x>=0 && sqrt(x)<=7.5” гарантовано не зiткнеться з добуванням кореня з
вiд’ємного числа́,9 бо sqrt обчислюватиметься лише якщо 𝑥>0. А вираз “sqrt(x)<=7.5 && x>=0” мо-
же й видобувати корiнь з вiд’ємного числа́. Тобто, у програмуваннi “a&&b” не завжди цiлком рiвносильне
“b&&a”. Незважаючи на те, що у математицi 𝑎∧𝑏= 𝑏∧𝑎 є стандартною тотожнiстю. З “||” (“∨”) аналогiчно.)

Якщо вираз мiстить кiлька однотипних операцiй пiдряд (наприклад, “0<=x && x<=5 && 3<=y

&& y<=4”), усе аналогiчно: значення пiдвиразiв знаходять по порядку злiва направо; якщо
в якийсь момент результат стає i так зрозумiлим, подальшi пiдвирази не знаходяться.

Еквiваленцiя Еквiваленцiя 𝑎 ↔ 𝑏 зазвичай може бути виражена як порiвняння “a==b”. Тiльки
треба переконатися, що вiдповiднi логiчнi значення поданi bool-ами, а не цiлочисельно (бо коли
потрiбна еквiваленцiя, а однаковi логiчнi значення true поданi рiзними ненульовими цiлими
числами, результат вийде false замiсть очiкуваного true). Якщо є сумнiви, можна привести
аргументи до bool-iв або присвоєннями у промiжнi змiннi типу bool, або приведенням типу
вигляду “(bool)a == (bool)b”.

Логiчний ксор Така операцiя на практицi буває дуже потрiбною (i її мiстять деякi iншi мови,
включаючи Паскаль), а готової її у C/C++ нема. В принципi можна виражати логiчний ксор
𝑎 ⊕ 𝑏 через побiтовий “(bool)a ^ (bool)b”, або як “(bool)a != (bool)b”. Щоправда, це багато
ким сприймається як небажане вiдхилення вiд стандартiв.

Iмплiкацiя Ця операцiя дуже рiдко потрiбна у програмуваннi. В принципi можна виражати
𝑎 → 𝑏 як (bool)a <= (bool)b (де “<=” означає “6”). Але це набагато бiльш небажане вiдхилення
вiд стандартiв.

1.1.3 Таблицi iстинностi складених логiчних виразiв

Для складених логiчних виразiв, що залежать вiд змiнних, природньо з’являється операцiя по-
будови таблицi iстинностi. Адже для довiльного логiчного виразу можна записати всi можливi
набори значень логiчних змiнних, для кожного набору знайти значення виразу. . .

Якщо вираз залежить вiд 𝑛 логiчних змiнних, таблиця iстинностi мiстить 2𝑛 рядкiв.
Доведення. При 𝑛 = 1 таблиця iстинностi справдi складається з 21 = 2 рядкiв.
Тепер (вважаючи гарантованим, що для 𝑘 логiчних змiнних таблиця iстинностi мiстить 2𝑘 рядкiв),

розглянемо усi можливi набори при кiлькостi логiчних змiнних 𝑘 + 1. Роздiлимо їх на двi групи: набори,
де «нова́» (𝑘+1)-а змiнна набуває значення 0, та набори, де вона набуває значення 1. У кожнiй з цих груп
решта 𝑘 змiнних можуть утворювати всi можливi набори— отже, кiлькiсть наборiв у кожнiй з цих груп
дорiвнює 2𝑘; звiдси, загальна кiлькiсть наборiв 𝑘 + 1 логiчних змiнних дорiвнює 2𝑘 + 2𝑘=2 · 2𝑘=2𝑘+1. �

9до чого са́ме призводить спроба добути корiнь з вiд’ємного числа́ — чи до аварiйного завершення програми,
чи до тихого отримання значення NaN (not a number), чи ще до чогось — може залежати вiд мови програмування
(навiть версiї та налаштувань компiлятора), й детально тут не обговорюється
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Рядки таблиць iстинностi слiд записувати у правильному порядку: 1-й стовпчик змiнних
мiстить у верхнiй половинi рядкiв лише 0, у нижнiй — лише 1; для 2-го стовпчика, у кожнiй
з половин видiляються свої половини, i теж верхня заповнюється 0, нижня 1; i т. д. Правильний
порядок рядкiв для 𝑛 = 2, 𝑛 = 3 та 𝑛 = 4 має вигляд

0 0
0 1
1 0
1 1

,

0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

та

0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 1
0 1 1 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 0 1
1 1 1 0
1 1 1 1

(Цей порядок можна
отримати i з iнших мiр-
кувань: якщо розгляну-
ти кожен набiр як двiй-
ковий запис числа́, то
правильний порядок на-
борiв вiдповiдає послi-
довним числам вiд 0
до 2𝑛 − 1.)

Щоб отримати результат (стовпчик значень дослiджуваного виразу на всiх можливих наборах
змiнних) просто видiляють пiдвирази (згiдно порядку виконання операцiй) i знаходять значення
для кожного рядка.

Наприклад, побудуємо таблицю iстинностi
𝑥1 𝑥2 𝑥1 ∨ 𝑥2 𝑥1 ∧ 𝑥2 ¬(𝑥1 ∧ 𝑥2)

увесь
вираз

0 0 0 0 1 0
0 1 1 0 1 1
1 0 1 0 1 1
1 1 1 1 0 0

для виразу (𝑥1 ∨ 𝑥2)∧¬(𝑥1 ∧ 𝑥2). Вираз зале-
жить вiд двох змiнних, тож перш за все запи-
суємо вiдповiднi чотири рядки, потiм видiля-
ємо «найбiльш внутрiшнi» пiдвирази, значе-
ння яких слiд знайти першими, i заповнюємо
стовпчики значень цих пiдвиразiв, потiм пере-
ходимо до «бiльших» пiдвиразiв, будуючи значення в їхнiх стовпчиках на основi значень у ранiше
побудованих стовпчиках — доки не побудуємо стовпчик значень виразу в цiлому.

Якщо вираз великий, виникає технiчна незручнiсть: «заголовки» стовпчикiв (якими досi були
пiдвирази) займають надто багато мiсця, i таблиця стає неадекватно широченною. Це можна ви-
рiшувати по-рiзному; на думку автора посiбника, найзручнiше так: повидiляти у виразi нижнiми
та/або верхнiми дужками пiдвирази (див. приклад), попозначати їх (1), (2), (3), . . . , i саме цi
позначки (1), (2), (3), . . . використати у сам́iй таблицi. Тодi i таблиця компактна, i досить легко
бачити, що звiдки береться, i ясно, яку частину початкового виразу мiстить стовпчик. Приклад
наведено нагорi стор. 13.

Дослiдження тотожньої рiвностi логiчних виразiв за допомогою таблиць iстинностi

Якщо побудованi таблицi iстинностi логiчних виразiв виявилися однаковими (по всiм рядкам), це
доводить тотожню рiвнiсть (вона ж еквiвалентнiсть або рiвносильнiсть) цих виразiв. Якщо ж
таблицi вiдрiзняються (хоча б одним рядком), це доводить їхню нетотожнiсть. Тобто, цим спосо-
бом гарантовано можна взнати результат; не буває ситуацiй «таблицi побудували, але зрозумiти
з них, чи вирази тотожнi, не зумiли».

(Наприклад, ранiше побудована таблиця iстинностi виразу “(𝑥1 ∨ 𝑥2)∧¬(𝑥1 ∧ 𝑥2)”, а ще ранiше заданi
стандартнi таблицi ксора та диз’юнкцiї. Тим, що таблиця (𝑥1 ∨ 𝑥2)∧¬(𝑥1 ∧ 𝑥2) виявилася цiлком однако-
вою з таблицею ксора, доведено, що цей вираз рiвносильний з 𝑥1 ⊕ 𝑥2. А тим, що однаковiсть з таблицею
диз’юнкцiї виконується лише на 3-х рядках з 4-х, доведено нерiвносильнiсть того ж виразу з 𝑥1 ∨ 𝑥2.)

Такi перевiрки мають смисл лише для таблиць, побудованих для одних i тих са́мих змiн-
них в одному й тому са́мому порядку!

(Наприклад, “𝑥 ∨ 𝑦” та “𝑎 ∨ 𝑏” не еквiвалентнi, не зважаючи на«однаковий» вигляд 0 1 1 1 (згори
донизу); толку з такої «однаковостi», коли в одному випадку «набiр “0 0”» означає 𝑥 = 𝑦 = 0, в iншому
𝑎 = 𝑏 = 0, i це рiзнi речi?)

Попереднiй абзац може схилити до думки, нiби вирази з рiзними наборами змiнних не бувають
тотожньо рiвними. Це не зовсiм так.
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𝑥2 ∧
(︁
𝑥4 ↔

(︀
𝑥4 ⊕ (𝑥1 → 𝑥2)⏟  ⏞  

(1)

)︀
⏟  ⏞  

(2)

)︁

⏟  ⏞  
(3)

∧
(︂
𝑥3 ↔

(︁
¬
(︀
𝑥2 → (𝑥2 ↔ 𝑥3)⏟  ⏞  

(4)

)︀
⏟  ⏞  

(5)⏟  ⏞  
(6)

∨𝑥4 ∨ ¬𝑥1⏟ ⏞ 
(7)

)︁

⏟  ⏞  
(8)

)︂

⏟  ⏞  
(9)

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9)
увесь
вираз

0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0
0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0
1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0
1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0
1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0

Розглянемо вирази “(𝑥∨𝑦)↔ (¬𝑥𝑦)” та “𝑥⊕1”. Побудуємо для них таблицi iстинностi вiд змiн-
них 𝑥, 𝑦 (усiх, що згадуються хоча б у одному з виразiв; формально кажучи, береться об’єднання
(див. розд. 2.1.4) наборiв змiнних).

Як бачимо, таблицi все ж однаковi; отже, 𝑥 𝑦 ¬𝑥 ¬𝑥𝑦 𝑥 ∨ 𝑦 (𝑥 ∨ 𝑦) ↔ (¬𝑥𝑦) 𝑥⊕ 1
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0 0

вирази еквiвалентнi.

Може здатися дивним: “(𝑥 ∨ 𝑦)↔ (¬𝑥𝑦)” мi-
стить 𝑦, а “𝑥⊕ 1” нi; як вони можуть бути то-
тожньо рiвними? Виявляється, 1-й вираз мi-

стить 𝑦, але не залежить вiд нього: при 𝑥=0
завжди (не зважаючи на значення 𝑦) виходить 1, при 𝑥=1 завжди 0. Такi ситуацiї (формально
присутньої змiнної, вiд якої насправдi нiчого не залежить) називають «фiктивна змiнна» (рос.
«фиктивная переменная», англ. «non-essential variable»).

Можна i не таблицю 𝑥⊕ 1 будувати в наборi 𝑥, 𝑦, а, навпаки, побудувати 𝑥 (¬𝑥 ∨ 𝑦) ↔ (𝑥𝑦)
0 1
1 0

звичайну 4-рядкову таблицю “(𝑥 ∨ 𝑦)↔ (¬𝑥𝑦)”, помiтити там фiктивнiсть 𝑦 i
скоротити таблицю до вигляду, наведеного праворуч. Очевидно, “𝑥⊕1” має
ту саму таблицю iстинностi; отже, вирази тотожньо рiвнi.

Будувати таблицi рiзних виразiв окремо й викреслювати фiктивнi змiннi краще тим, що мен-
ший сумарний обсяг таблиць; але процес визначення й вилучення фiктивних змiнних може бути
й помiтно складнiшим, нiж тут.

1.2 Аналiтичнi перетворення логiчних виразiв. Стандартнi логiчнi тотожностi
(закони)

Таблицi iстинностi — потужний i простий засiб роботи з логiчними виразами. Але треба вмiти
робити й аналiтичнi перетворення— розкривати дужки, зводити подiбнi, тощо. Особливо, коли
не заданi 2 вирази, i потрiбно сказати, чи тотожнi вони, а просять «спростити» вираз.

Отже, запишемо перелiк законiв (вони ж «стандартнi тотожностi») для логiчних операцiй.
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1. Комутативнiсть (commutativity; у школi комутативнiсть додавання та множення називають
«переставний закон»):

𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ∨ 𝑎, 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑎.

2. Асоцiативнiсть (associativity; «сполучний закон»):

(𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐 = 𝑎 ∨ (𝑏 ∨ 𝑐), (𝑎 ∧ 𝑏) ∧ 𝑐 = 𝑎 ∧ (𝑏 ∧ 𝑐).

3. Дистрибутивнiсть (distributivity; «розподiльний закон»):

(𝑎 ∨ 𝑏) ∧ 𝑐 = (𝑎 ∧ 𝑐) ∨ (𝑏 ∧ 𝑐), (𝑎 ∧ 𝑏) ∨ 𝑐 = (𝑎 ∨ 𝑐) ∧ (𝑏 ∨ 𝑐).

(Перша тотожнiсть називається дистрибутивнiсть кон’юнкцiї вiдносно диз’юнкцiї (англ. «distri-
butivity of conjunction over disjunction»); вiдповiдно дру́га — “∨”-iї вiдносно “∧”-iї (“∨” over “∧”).
Звернiть увагу, що для “∧” та “∨” виконуються обидвi дистрибутивностi, тодi як для числових “+”
та “×” — лише множення вiдносно додавання, (𝑎+𝑏)𝑐=𝑎𝑐+ 𝑏𝑐.)

4. Закони нуля, одиницi i заперечення (bound and negation rules):

𝑎 ∨ ¬𝑎 = 1, 𝑎 ∧ ¬𝑎 = 0, 𝑎 ∨ 0 = 𝑎, 𝑎 ∧ 1 = 𝑎.

(Закон “𝑎 ∨ ¬𝑎 = 1” називають ще законом виключення третього (закон исключения третьего, law
of the excluded middle); “𝑎 ∧ ¬𝑎 = 0” — законом суперечностi ; “𝑎 ∨ 0 = 𝑎” та “𝑎 ∧ 1 = 𝑎” iнодi групу-
ють з законами поглинання (див. далi).)

Перелiчених досi законiв достатньо, щоб вивести будь-якi (правильнi) тотожностi для операцiй
“∨”, “∧” та “¬” — в т. ч. i наведенi далi. Але на практицi зручнiше користуватися ширшим набором
законiв, тому продовжимо.

5. Iдемпотентнiсть (idempotence):

𝑎 ∨ 𝑎 = 𝑎, 𝑎 ∧ 𝑎 = 𝑎.

6. Закони де Морга́на (DeMorgan’s laws):

¬(𝑎 ∨ 𝑏) = ¬𝑎 ∧ ¬𝑏, ¬(𝑎 ∧ 𝑏) = ¬𝑎 ∨ ¬𝑏.

7. Закон подвiйного заперечення (double negation):

¬(¬𝑎) = 𝑎.

8. Закони поглинання:
𝑎 ∨ 1 = 1, 𝑎 ∧ 0 = 0.

(У деяких книгах цi тотожностi нiяк не називають, а назву «закони поглинання» використовують
для тотожностей “𝑎∨ (𝑎 ∧ 𝑏)=𝑎” та “𝑎∧ (𝑎 ∨ 𝑏)=𝑎”.)

На цьому перелiк часто вживаних законiв для операцiй “∨”, “∧” та “¬” закiнчується. Але є ще
iншi логiчнi операцiї. . .

9. Вираження iмплiкацiї:
𝑎 → 𝑏 = ¬𝑎 ∨ 𝑏.

10. Вираження заперечення iмплiкацiї:

¬(𝑎 → 𝑏) = 𝑎 ∧ ¬𝑏.
11. Закон контрапозицiї iмплiкацiї (contrapositive law):

𝑎 → 𝑏 = ¬𝑏 → ¬𝑎.

(А вирази “𝑎 → 𝑏” i “¬𝑎 → ¬𝑏” не тотожньо рiвнi!)
12. Зв’язок мiж “↔” та “→”:

(𝑎 ↔ 𝑏) = (𝑎 → 𝑏) ∧ (𝑏 → 𝑎).

13. Комутативностi “⊕” та “↔”:

𝑎⊕ 𝑏 = 𝑏⊕ 𝑎, 𝑎 ↔ 𝑏 = 𝑏 ↔ 𝑎.

(“→” не комутативна!)
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14. Асоцiативностi “⊕” та “↔”:

(𝑎⊕ 𝑏)⊕ 𝑐 = 𝑎⊕ (𝑏⊕ 𝑐), (𝑎 ↔ 𝑏) ↔ 𝑐 = 𝑎 ↔ (𝑏 ↔ 𝑐),

(“→” не асоцiативна!)

15. Дистрибутивнiсть “∧” вiдносно “⊕”:
(𝑎⊕ 𝑏) ∧ 𝑐 = 𝑎𝑐⊕ 𝑏𝑐.

(Дистрибутивнiсть “⊕” вiдносно “∧” не виконується, тобто (𝑎∧𝑏)⊕𝑐 не завжди рiвне (𝑎⊕𝑐)∧(𝑏⊕𝑐))

16. Властивостi ксора:
𝑎⊕ 𝑎 = 0, 𝑎⊕ 0 = 𝑎.

17. Зв’язок мiж ксором та запереченням:

𝑎⊕ 1 = ¬𝑎.
18. Зв’язок мiж ксором та еквiваленцiєю:

(𝑎⊕ 𝑏) = ¬(𝑎 ↔ 𝑏), (𝑎 ↔ 𝑏) = ¬(𝑎⊕ 𝑏) = 𝑎⊕ 𝑏⊕ 1.

(Саме тому для ксора iнодi використовують значок “ ̸≡” (де “≡” — еквiваленцiя).)

При доведеннi тотожностей логiчних виразiв не можна «викреслювати однаковi шматочки»
з обох частин, як часто роблять у «числовiй» алгебрi (наприклад, “𝐴+ 𝑐=𝐵 + 𝑐” перетворю-
ють у “𝐴 = 𝐵”). Закони логiчних операцiй вiдрiзняються вiд законiв арифметичних операцiй, i,
наприклад, “𝐴 ∨ 𝑐=𝐵 ∨ 𝑐” та “𝐴 = 𝐵” — не рiвносильнi рiвностi: при 𝐴 = 0, 𝐵 = 1, 𝑐 = 1 перша
рiвнiсть виконується, дру́га — нi.

Тому́ основний спосiб аналiтичного доведення тотожньої рiвностi логiчних виразiв — спрости-
ти кожен вираз окремо до одного й того ж вигляду. Якщо вдалося отримати однаковi вирази,
то цим самим доведення тотожньої рiвностi початкових виразiв успiшно завершене. Але якщо
отримати однаковi вирази не вдалося, це нiчого не означає: можливо, не вдалося, бо не можна;
можливо, не вдалося, бо погано старалися. . .

Приклад 1. Довести тотожнiсть 𝑝 → (𝑞 → 𝑟)=(𝑝 ∧ 𝑞) → 𝑟.
Перетворення лiвої частини:

𝑝 → (𝑞 → 𝑟) = виражаємо iмплiкацiю
= ¬𝑝∨(𝑞 → 𝑟) = ¬𝑝∨(¬𝑞∨𝑟) виражаємо iмплiкацiю

Перетворення правої частини:
(𝑝 ∧ 𝑞) → 𝑟 = виражаємо iмплiкацiю
= ¬(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ 𝑟 = заносимо “¬” за законом де Моргана
= (¬𝑝 ∨ ¬𝑞) ∨ 𝑟 = ¬𝑝 ∨ (¬𝑞 ∨ 𝑟) переставляємо дужки за асоцiативнiстю “∨”

Лiва та права частини успiшно перетворенi до однакового вигляду; отже, вирази справдi то-
тожньо рiвнi.

Приклад 2. Спростити (𝑎 ∧ 𝑏)∨(¬𝑏 ∧ 𝑐)∨(¬𝑎 ∧ 𝑏)∨(¬𝑏 ∧ ¬𝑐).
(𝑎 ∧ 𝑏)∨(¬𝑏 ∧ 𝑐)∨(¬𝑎 ∧ 𝑏)∨(¬𝑏 ∧ ¬𝑐) = переставимо внутрiшнi пiдвирази (за асоцiа-

тивнiстю “∨”)
=

(︀
(𝑎 ∧ 𝑏) ∨ (¬𝑎 ∧ 𝑏)

)︀
∨
(︀
(¬𝑏 ∧ 𝑐) ∨ (¬𝑏 ∧ ¬𝑐)

)︀
= винесемо (згiдно дистрибутивностi “∧” вiдно-

сно “∨”) “𝑏” та “¬𝑏”
=

(︀
(𝑎 ∨ ¬𝑎) ∧ 𝑏

)︀
∨
(︀
¬𝑏 ∧ (𝑐 ∨ ¬𝑐)

)︀
= за законом виключення третього

= (1 ∧ 𝑏)∨ (¬𝑏 ∧ 1) = за властивiстю одиницi
= 𝑏 ∨ ¬𝑏 = 1. за законом виключення третього

1.3 Нормальнi форми

Для логiчних виразiв характерно, що може бути багато рiзних способiв записати по сутi одну
й ту саму залежнiсть. Iнакше кажучи, багато рiзних формул можуть мати одну й ту саму та-
блицю iстинностi. Тому iнодi з’являється потреба зменшити це розмаїття, наклавши додатковi
обмеження. Са́ме для цього i використовують т. зв. нормальнi форми.

15



Порубльов I. М., посiбник «Дискретна математика»

1.3.1 ДНФ, КНФ, ДДНФ, ДКНФ

ДНФ, КНФ Елементарна кон’юнкцiя (ЕК ; рос. «элементарная конъюнкция», «ЭК»; англ.
«elementary conjunction», «EC») — це вираз, який може мiстити лише операцiї “∧” (кон’юнкцiї)
та “¬” (заперечення), причому “¬” можуть стосуватися лише окремих змiнних.

(Не вимагається, щоб ЕК мiстили обидвi операцiї “¬” та “∧”; може бути лише одна з них i навiть
жодної. Вимагається, щоб не було нiяких iнших операцiй, крiм “¬” та “∧”.)

Приклади ЕК: “¬𝑥1𝑥2𝑥3”; “𝑥1𝑥2𝑥3”; “¬𝑥1”; “𝑥1”.
Аналогiчно, елементарна диз’юнкцiя (ЕД ; рос. «элементарная дизъюнкция», «ЭД»; англ.

«elementary disjunction», «ED») — це вираз, який може мiстити лише операцiї “∨” (диз’юнкцiї) та
“¬” (заперечення), причому “¬” можуть стосуватися лише окремих змiнних.

(Аналогiчно, вимагається не присутнiсть обох операцiй, а вiдсутнiсть iнших.)
Диз’юнктивна нормальна форма (ДНФ ; рос. «дизъюнктивная нормальная форма», «ДНФ»;

англ. «disjunctive normal form», «DNF») — це вираз, який являє собою або ЕК, або результат
з’єднання кiлькох ЕК диз’юнкцiями.

Приклади ДНФ: 𝑥1 ∨ 𝑥2; 𝑥1𝑥2𝑥3; 𝑥1¬𝑥2∨𝑥2¬𝑥3; 𝑥1∨𝑥2𝑥3∨¬𝑥1¬𝑥2¬𝑥3 (знизу пiдкреслено
окремi ЕК, з яких складаються цi ДНФ; нiякого iншого смислу пiдкреслення не мають, i зробленi
суто заради iлюстрацiї означення).

(Значок “∧” при записi ДНФ прийнято пропускати, подiбно до того, як пропускають значок множення
у «звичайнiй» числовiй алгебрi.)

Приклади логiчних виразiв, котрi не є ДНФ:
1. ¬(𝑥1𝑥2)—не ДНФ, бо “¬” стосується не змiнної, а пiдвиразу “𝑥1 ∧ 𝑥2”;

2. (𝑥1 ∨ ¬𝑥2)∧ (𝑥2 ∨ ¬𝑥3)—не ДНФ, бо диз’юнкцiї та кон’юнкцiя виконуються не в тому по-
рядку, який дозволений правилами ДНФ.

Аналогiчно, кон’юнктивна нормальна форми (КНФ ; рос. «конъюнктивная нормальная

форма», «КНФ»; англ. «conjunctive normal form», «CNF») — це вираз, який являє собою або ЕД,
або результат з’єднання кiлькох ЕД кон’юнкцiями.

Приклади КНФ: 𝑥1 ∨ 𝑥2; 𝑥1∧𝑥2∧𝑥3; (𝑥1 ∨ ¬𝑥2)∧ (𝑥2 ∨ ¬𝑥3); 𝑥1∧𝑥2∧ (¬𝑥1 ∨ ¬𝑥2 ∨ ¬𝑥3).
(Причому, 𝑥1 ∨ 𝑥2 та 𝑥1 ∧𝑥2 ∧𝑥3 — i ДНФ, i КНФ одночасно; перший з них як ДНФ складається з

окремих ЕК, а як КНФ являє собою єдину ЕД; дру́гий — навпаки.
При записi КНФ значок “∧” прийнято записувати явно.)
Приклади логiчних виразiв, котрi не є КНФ:
1. ¬(𝑥1𝑥2)—не КНФ, бо “¬” стосується не змiнної, а пiдвиразу “𝑥1 ∧ 𝑥2”;

2. 𝑥1∧ (¬𝑥2 ∨ ¬𝑥1𝑥3)—не КНФ, бо вiн мiг би виявитися КНФ лише як кон’юнкцiя двох ЕД
(“𝑥1” та решти); ця решта, тобто “¬𝑥2 ∨ ¬𝑥1𝑥3”, не є ЕД, бо мiстить “¬𝑥1𝑥3”, що насправдi
являє собою “¬𝑥1∧𝑥3”, тобто мiстить заборонену всере́динi ЕД кон’юнкцiю.

ДДНФ, ДКНФ Елементарна кон’юнкцiя або елементарна диз’юнкцiя називається повною, якщо
до неї входять всi змiннi, в точностi по одному разу (або у виглядi самих змiнних, або у виглядi
заперечень).

Досконала диз’юнктивна нормальна форма (ДДНФ, досконала ДНФ ; рос. «совершенная ди-

зъюнктивная нормальная форма», «СДНФ», «совершенная ДНФ»; англ. «canonical disjunctive
normal form», «CDNF» або «perfect disjunctive normal form», «PDNF») — це вираз, який, по-
перше, є ДНФ, i, по-друге, всi його ЕК повнi.

Досконала кон’юнктивна нормальна форма (ДКНФ, досконала КНФ ; рос. «совершенная ко-

нъюнктивная нормальная форма», «СКНФ», «совершенная КНФ»; англ. «canonical conjunctive
normal form», «CCNF» або «perfect conjunctive normal form», «PCNF») — це вираз, який, по-
перше, є КНФ, i, по-друге, всi його ЕД повнi.

Приклади ДДНФ: 𝑥1¬𝑥2∨¬𝑥1𝑥2; ¬𝑥1𝑥2𝑥3∨𝑥1¬𝑥2𝑥3∨¬𝑥1¬𝑥2¬𝑥3.
Приклад ДНФ, яка не є ДДНФ: ¬𝑥1∨𝑥1𝑥2𝑥3 —не ДДНФ, бо функцiя в цiлому залежить вiд

трьох змiнних, а перша елементарна кон’юнкцiя мiстить лише змiнну 𝑥1 (тобто не повна).
Крiм того, ДДНФ чи ДКНФ не може багатократно мiстити тi самi пiдвирази. Наприклад,

𝑥1𝑥2∨¬𝑥1¬𝑥2∨𝑥1𝑥2 не є ДДНФ (а 𝑥1𝑥2∨¬𝑥1¬𝑥2, де вилучено повторне входження— є).

Таблицi iстинностi для ДДНФ та ДКНФ Побудуємо таблицю iстинностi для ДДНФ (𝑥1¬𝑥2∨
∨¬𝑥1𝑥2) звичайними (як для всiх виразiв) засобами, а потiм проаналiзуємо її особливостi.
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У стовпчиках 𝑥1¬𝑥2 та ¬𝑥1𝑥2 в точностi по однiй 1. Щоб кон’юнкцiя 𝑥1∧¬𝑥2 дорiвнювала 1,
потрiбно, щоб одиницями були одночасно i 𝑥1, i ¬𝑥2, а це можливо в точностi на одному наборi
𝑥1=1, 𝑥2=0. Аналогiчно, ¬𝑥1𝑥2 буде одиничкою (лише) при ¬𝑥1=1 та 𝑥2=1, тобто на наборi
𝑥1=0, 𝑥2=1. Са́ме в цих двох рядках ДДНФ в цiлому =1, бо зовнiшня операцiя ДДНФ (яка
з’єднує ЕК) — диз’юнкцiя.

Це не збiг обставин, а властиво- 𝑥1 𝑥2 ¬𝑥1 ¬𝑥2 𝑥1∧¬𝑥2 ¬𝑥1∧𝑥2 𝑥1¬𝑥2 ∨ ¬𝑥1𝑥2

0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 1 0 1
1 1 0 0 0 0 0

стi, спричиненi структурою ДДНФ. Для
будь-якої ДДНФ, кожен стовпчик, вiдпо-
вiдний повнiй ЕК, мiстить рiвно одну 1, а
вся ДДНФ =1 в тих i тiльки тих рядках,
де одна з ЕК =1.

Будувати таблицю iстинностi ДДНФ
значно легше, нiж таблицю довiльної
функцiї. Наприклад, ¬𝑥1𝑥2𝑥3 ∨ 𝑥1¬𝑥2𝑥3 ∨
∨ ¬𝑥1¬𝑥2¬𝑥3: ЕК ¬𝑥1𝑥2𝑥3 =1 на наборi
0 1 1, ЕК 𝑥1¬𝑥2𝑥3 на наборi 1 0 1, ЕК
¬𝑥1¬𝑥2¬𝑥3 на 0 0 0. Отже, уся ДДНФ=1
рiвно на трьох згаданих рядках.

𝑥1𝑥2𝑥3 ¬𝑥1𝑥2𝑥3 𝑥1¬𝑥2𝑥3 ¬𝑥1¬𝑥2¬𝑥3 уся ДДНФ
0 0 0 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0

Для ДКНФ аналогiчно, але роль 1 виконує 0: стовпчики, вiдповiднi повним ЕД, мiстять
по одному 0, вся ДКНФ=0 в тих рядках, де одна з ЕД=0.

Побудуємо таблицю iстинностi ДКНФ
(¬𝑥1∨¬𝑥2∨𝑥3) ∧ (𝑥1∨¬𝑥2∨𝑥3). ЕД ¬𝑥1 ∨ ¬𝑥2 ∨
∨ 𝑥3 = 0 лише при ¬𝑥1 = ¬𝑥2 = 𝑥3 = 0, тобто
на наборi 1 1 0, а 𝑥1 ∨ ¬𝑥2 ∨ 𝑥3 = 0 лише при
𝑥1 = ¬𝑥2 = 𝑥3 = 0, тобто на 0 1 0. Отже, уся
ДКНФ=0 рiвно на цих двох рядках.

𝑥1 𝑥2 𝑥3 ¬𝑥1∨¬𝑥2∨𝑥3 𝑥1∨¬𝑥2∨𝑥3 уся ДКНФ
0 0 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1

Усi цi властивостi дають ключ ще й до оберненої задачi — побудови аналiтичного вигляду
(формул) ДДНФ та ДКНФ за заданою таблицею iстинностi. Щоб побудувати ДДНФ за таблицею
iстинностi, розглядаємо всi рядки зi значенням 1, знаходимо вiдповiднi їм повнi ЕК та записуємо їх
усi через “∨”. Аналогiчно, щоб побудувати ДКНФ—розглядаємо рядки зi значенням 0, знаходимо
вiдповiднi повнi ЕД та записуємо через “∧”.

Приклад. Побудуємо ДДНФ та ДКНФ для 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), що 𝑥 𝑦 𝑧 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ЕК ЕД
0 0 0 0 𝑥∨𝑦∨𝑧
0 0 1 0 𝑥∨𝑦∨¬𝑧
0 1 0 0 𝑥∨¬𝑦∨𝑧
0 1 1 0 𝑥∨¬𝑦∨¬𝑧
1 0 0 1 𝑥¬𝑦¬𝑧
1 0 1 1 𝑥¬𝑦𝑧
1 1 0 0 ¬𝑥∨¬𝑦∨𝑧
1 1 1 1 𝑥𝑦𝑧

має таблицю 00001101 (згори донизу). Для цього випише-
мо навпроти кожної одиницi повну ЕК, котра набуває зна-
чення 1 лише на цьому наборi, навпроти кожного ноля—
повну ЕД, що набуває значення 0 лише на цьому наборi.

Наприклад, 𝑓(0, 0, 0)= 0 — значить, для набору 0 0 0
треба будувати ЕД; щоб 0 виходив лише при 𝑥=𝑦=𝑧=0, це
повинна бути 𝑥∨𝑦∨𝑧. Для набору 0 0 1, де 𝑓(0, 0, 1) теж =0,
по 𝑧 треба зробити заперечення, бо са́ме тодi набiр 0 0 1
перетвориться у 𝑥=𝑦=¬𝑧=0 та у повну ЕД 𝑥∨𝑦∨¬𝑧. I так далi, тiльки для одиниць будуємо ЕК.

Диз’юнкцiя всiх виписаних повних ЕК дає ДДНФ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)=𝑥¬𝑦¬𝑧∨𝑥𝑦𝑧∨𝑥¬𝑦𝑧, а кон’юнкцiя
всiх виписаних повних ЕД дає ДКНФ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)=(𝑥∨𝑦∨𝑧)∧ (𝑥∨¬𝑦∨𝑧)∧ (𝑥∨¬𝑦∨¬𝑧)∧ (𝑥∨¬𝑦∨𝑧)∧
∧ (¬𝑥∨¬𝑦∨𝑧).

(Можливiсть легко переходити як вiд виразу до таблицi iстинностi, так i вiд таблицi до виразу —
одна з причин, чому ДДНФ та ДКНФ називають «досконалими». Але не слiд вважати, нiби ДДНФ
чи ДКНФ справдi досконалi абсолютно в усiх смислах. Наприклад, щойно побудованi ДДНФ та ДКНФ
виявилися досить громiздкими, тодi як значно коротша «не досконала» КНФ 𝑥∧ (¬𝑦∨𝑧) має ту саму
таблицю iстинностi. . . )
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Єдинiсть ДДНФ та ДКНФ З попереднього роздiлу можна зробити очевидний висновок:
для будь-якої функцiї iснує єдина ДДНФ i єдина ДКНФ (з точнiстю до порядку елементар-

них кон’юнкцiй чи диз’юнкцiй).
(Пояснимо словосполучення «з точнiстю до порядку». Наприклад, останню згадану ДДНФ можна за-

писати у виглядi 𝑥𝑦𝑧∨𝑥¬𝑦𝑧∨𝑥¬𝑦¬𝑧; це не спiвпадає з попереднiм записом буква в букву, але вiдрiзняється
лише порядком елементарних кон’юнкцiй.)

Якщо функцiя на всiх наборах змiнних набуває значення 0, умовно вважають, що її ДДНФ
має вигляд “0” (хоча це й суперечить основному означенню). Аналогiчно, ДКНФ-ом тотожньої
одиницi умовно вважають “1”.

1.3.2 Полiно́м Жегалкiна

Полiно́м Жегалкiна (рос. «полино́м Жегалкина», англ. «Zhegalkin polynomial») — це спосiб запи-
су булевих функцiй, де дозволяються лише дiї “∧” (кон’юнкцiя, вона ж множення) та ⊕ (ксор,
вiн же додавання за модулем 2); крiм того, дозволяється використання константи 1 (лише у ви-
глядi “. . .⊕ 1”). Як i у «звичайних» полiномах (многочленах), додавання (ксори) повиннi бути
зовнiшнiми операцiями, множення (кон’юнкцiї) — внутрiшнiми.

Приклади полiномiв Жегалкiна: 𝑥1⊕𝑥2; 𝑥1⊕𝑥2⊕1; 𝑥1𝑥2⊕𝑥1⊕𝑥2.
Приклади формул, що не є полiномами Жегалкiна:
1. ¬𝑥1 —не полiном Жегалкiна, бо використане заперечення, котре не входить до перелiку

допустимих операцiй;

2. (𝑥1 ⊕ 1)𝑥2 —не полiном Жегалкiна, бо “⊕” не зовнiшня операцiя (пiсля неї виконується
кон’юнкцiя).

(Аналогiчно ДДНФ, для функцiї, яка на всiх наборах змiнних набуває значення 0, умовно вважають,
що її полiном Жегалкiна має вигляд “0”.)

Тотожностi для “⊕” та “∧” (Всi вони вiдомi з розд. 1.2.)
комутативностi (обидвi) 𝑎⊕ 𝑏 = 𝑏⊕ 𝑎, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎;

асоцiативностi (обидвi) (𝑎⊕ 𝑏)⊕ 𝑐 = 𝑎⊕ (𝑏⊕ 𝑐), (𝑎𝑏)𝑐 = 𝑎(𝑏𝑐);

дистрибутивнiсть (одна, як i для числової алгебри) (𝑎⊕ 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐⊕ 𝑏𝑐;

𝑎⊕ 0 = 𝑎;

𝑎⊕ 𝑎 = 0.

Побудова полiнома Жегалкiна методом перетворень ДДНФ У ДДНФ використовують
операцiї “∧”, “∨” та “¬”; потрiбно перейти до полiнома Жегалкiна, де використовують операцiї
“∧”, “⊕” та константу 1. Отже, потрiбно виразити “∨” та “¬” через “∧”, “⊕” та “1”. “¬” можна
виразити як ¬𝑥=𝑥⊕ 1; отже, лишається тiльки розiбратися з операцiєю “∨”.

Завдяки особливiй структурi ДДНФ, на будь-якому наборi змiнних або абсолютно всi повнi
елементарнi кон’юнкцiї набувають значення 0, або якась одна набуває значення 1, а решта—
значення 0; рiзнi повнi ЕК не можуть дорiвнювати 1 одночасно. Водночас, 𝑎⊕ 𝑏 вiдрiзняється вiд
𝑎 ∨ 𝑏 лише при 𝑎 = 𝑏 = 1, а на iнших наборах вони однаковi.

Отже, в ДДНФ можна позамiняти всi операцiї “∨” на “⊕”.
(Повторюємо: це правильно завдяки особливiй структурi ДДНФ.)
Таким чином вдається отримати вираз, де є лише операцiї “∧”, “⊕” та константи 1. Потiм його

потрiбно перетворити до вигляду полiнома Жегалкiна, розкриваючи дужки (згiдно тотожностi
(𝑎⊕ 𝑏)𝑐=𝑎𝑐⊕𝑏𝑐) та зводячи однаковi доданки (згiдно тотожностi 𝑎⊕ 𝑎 = 0).

Наприклад, процес перетворення ДДНФ ¬𝑥1¬𝑥2¬𝑥3∨¬𝑥1𝑥2𝑥3∨𝑥1¬𝑥2𝑥3 буде таким. Замiнив-
ши усi ¬𝑥𝑖 як (𝑥𝑖⊕1), отримаємо (𝑥1⊕1)(𝑥2⊕1)(𝑥3⊕1)⊕ (𝑥1⊕1)𝑥2𝑥3⊕𝑥1(𝑥2⊕1)𝑥3. Розкривши дуж-
ки, отримаємо (𝑥1𝑥2𝑥3⊕𝑥1𝑥2⊕𝑥1𝑥3⊕𝑥1⊕𝑥2𝑥3⊕𝑥2⊕𝑥3⊕ 1)⊕ (𝑥1𝑥2𝑥3⊕𝑥2𝑥3)⊕ (𝑥1𝑥2𝑥3⊕𝑥1𝑥3).
Повидiляємо пари однакових доданкiв: 𝑥1𝑥2𝑥3⊕𝑥1𝑥2⊕𝑥1𝑥3⊕𝑥1⊕𝑥2𝑥3⊕𝑥2⊕𝑥3⊕ 1⊕𝑥1𝑥2𝑥3⊕
⊕𝑥2𝑥3⊕𝑥1𝑥2𝑥3⊕𝑥1𝑥3. Вони позводяться (завдяки комутативностi, асоцiативностi та тотожно-

стям 𝑎⊕ 𝑎 = 0, 𝑎⊕ 0 = 𝑎), i залишиться остаточна вiдповiдь: 𝑥1𝑥2𝑥3⊕𝑥1𝑥2⊕𝑥1⊕𝑥2⊕𝑥3⊕1.

Побудова полiнома Жегалкiна методом невизначених коефiцiєнтiв Метод невизначе-

них коефiцiєнтiв (рос. «метод неопределённых коэффициентов», англ. «method of undetermined

coefficients») — загальна iдея, що використовується у рiзних роздiлах математики, включаючи

18



Порубльов I. М., посiбник «Дискретна математика»

алгебру та диференцiальнi рiвняння. Суть така: щоб знайти аналiтичний вигляд функцiї, вона
спочатку записується iз використанням якихось, поки що невiдомих, коефiцiєнтiв; потiм цi коефi-
цiєнти пiдбирають так, щоб вийшла потрiбна функцiя. Для бiльшостi галузей математики, пiдбiр
коефiцiєнтiв зводиться до розв’язування системи рiвнянь. I конкретно для полiнома Жегалкiна
цi рiвняння дуже простi, й аналiз кожного рядка таблицi iстинностi (в порядку згори донизу)
дозволяє знаходити значення одного нового коефiцiєнта.

Побудуємо полiном Жегалкiна для iмплiкацiї 𝑥1→𝑥2. 𝑥1 𝑥2 𝑥1 → 𝑥2

0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Оскiльки маємо функцiю вiд двох змiнних, загальним виглядом функцiї
(з ще не визначеними коефiцiєнтами) є 𝑓(𝑥1, 𝑥2)=𝑎𝑥1𝑥2⊕𝑏1𝑥1⊕𝑏2𝑥2⊕𝑐, де
кожен iз коефiцiєнтiв 𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐 буде замiнено або на 1, або на 0.

У са́мому верхньому рядку таблицi iстинностi записано, що при 𝑥1=
=𝑥2=0 функцiя набуває значення 𝑓(0, 0) = 1. Пiдставивши це у загальний
вигляд, отримаємо: 𝑎·0·0⊕𝑏1·0⊕𝑏2·0⊕𝑐=1. Ми (ще) не знаємо нi 𝑎, нi 𝑏1, нi 𝑏2, але вони все одно
множаться на 0, тож у лiвiй частинi рiвностi лишається тiльки 𝑐. Тобто, приходимо до рiвностi
𝑐 = 1, i надалi будемо замiсть 𝑐 пiдставляти знайдене значення 1.

Далi написано, що 𝑓(0, 1) = 1. Пiдставивши це у загальний вигляд, отримаємо: 𝑎·0·1⊕ 𝑏1·0⊕
⊕𝑏2·1⊕1=1, тобто 𝑏2⊕1=1. Легко бачити, що єдиним розв’язком цього рiвняння є 𝑏2 = 0.

Далi написано𝑓(1, 0) = 0. Пiдставивши це (а також вiдомi 𝑐 = 1, 𝑏2 = 0) у загальний вигляд,
отримаємо: 𝑎·1·0⊕ 𝑏1·1⊕0·0⊕1=0, тобто 𝑏1 ⊕ 1 = 0. Легко бачити, що єдиним розв’язком цього
рiвняння є 𝑏1 = 1.

У останньому рядку записано, що 𝑓(1, 1) = 1. Пiдставивши це та все вже вiдоме у загальний
вигляд, отримаємо: 𝑎·1·1⊕ 1·1⊕ 0·1⊕ 1= 1, тобто 𝑎⊕ 1⊕ 1= 1. Звiдси за тотожнiстю 1⊕ 1 = 0
отримуємо 𝑎⊕ 0 = 1, тобто 𝑎 = 1.

Остаточно, пiдставивши знайденi значення коефiцiєнтiв, отримуємо полiном Жегалкiна
𝑥1𝑥2⊕𝑥1⊕1.

Ще один приклад: функцiя 10010100. Вона вiд трьох змiнних, тому загальний вигляд полiнома
Жегалкiна такий:
𝑎𝑥1𝑥2𝑥3⊕𝑏12𝑥1𝑥2⊕𝑏13𝑥1𝑥3⊕𝑏23𝑥2𝑥3⊕𝑐1𝑥1⊕𝑐2𝑥2⊕𝑐3𝑥3⊕𝑑.
𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑎 𝑏12 𝑏13 𝑏23 𝑐1 𝑐2 𝑐3 𝑑

0 0 0 1 0⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕𝑑 = 1 𝑑 = 1
0 0 1 0 0⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕𝑐3⊕1 = 0 𝑐3 = 1
0 1 0 0 0⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕𝑐2⊕ 0 ⊕1 = 0 𝑐2 = 1
0 1 1 1 0⊕ 0 ⊕ 0 ⊕𝑏23⊕ 0 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕1 = 1 𝑏23 = 0
1 0 0 0 0⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕𝑐1⊕ 0 ⊕ 0 ⊕1 = 0 𝑐1 = 1
1 0 1 1 0⊕ 0 ⊕𝑏13⊕ 0 ⊕ 1 ⊕ 0 ⊕ 1 ⊕1 = 1 𝑏13 = 0
1 1 0 0 0⊕𝑏12⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 0 ⊕1 = 0 𝑏12 = 1
1 1 1 0 𝑎⊕ 1 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕1 = 0 𝑎 = 1

Вiдповiдь: 𝑥1𝑥2𝑥3⊕𝑥1𝑥2⊕𝑥1⊕𝑥2⊕𝑥3⊕1.

Єдинiсть полiнома Жегалкiна Ми розглянули два методи побудови полiнома Жегалкiна.
Кожен з них чiткий i однозначний— отже, внаслiдок (правильного) застосування конкретного
методу до конкретної таблицi iстинностi може бути отриманий тiльки один полiном Жегалкiна.
А чи можливо, щоб полiноми, отриманi з однiєї таблицi iстинностi цими рiзними методами, були
рiзними? А якщо застосувати ще якийсь третiй метод?. . Виявляється (що зовсiм не очевидно), для
будь-якої бу́левої функцiї iснує єдиний полiном Жегалкiна (з точнiстю до порядку доданкiв).

Доведення. (При першому прочитаннi рекомендується переглянути побiжно, а потiм ознайомитися
ще раз пiсля вивчення розд. 4.1 та 4.2.5.)

Кiлькiсть можливих доданкiв 𝑛-арного полiнома Жегалкiна (таких, як “𝑥2”, “𝑥1𝑥3𝑥4”, тощо, включно
з доданком “1”) становить 2𝑛 (бо кожна з 𝑛 змiнних може або входити (як множник) до доданку, або нi;
коли жодна не входить, утворюється “1”). Кожен з цих 2𝑛 доданкiв може або входити до конкретного
полiнома, або нi. Значить, кiлькiсть рiзних 𝑛-арних полiномiв Жегалкiна становить 22

𝑛

.
З iншого боку, кiлькiсть рiзних 𝑛-арних булевих функцiй (таблиць iстинностi) теж становить 22

𝑛

(бо є 2𝑛 рядкiв таблицi iстинностi, кожен може набувати одне з двох значень). Отже (враховуючи, що
для кожної функцiї iснує полiном Жегалкiна), нема «зайвих» полiномiв, що могли б, по кiлька рiзних,
вiдповiдати однiй i тiй самiй функцiї. �
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1.4 Мiнiмiзацiя булевих функцiй

Взагалi кажучи, «мiнiмiзацiя» (рос. «минимизация», англ. «minimization») означає «зменшен-
ня». У застосуваннi са́ме до булевих функцiй, задача мiнiмiзацiї ставиться так. Є деяка булева
функцiя (задана формулою або таблицею iстинностi). Потрiбно знайти таку формулу, щоб вона,
по-перше, задавала ту са́му функцiю, i, по-дру́ге, мiстила якомога менше операцiй.

(Iнодi розглядають «задачу мiнiмiзацiї у широкому смислi», коли для кожного примiрника задачi
окремо задають i функцiю, i перелiк операцiй, через якi виразити цю функцiю. Але для такої широкої
задачi не вiдомi хоч скiльки-небудь зручнi методи.)

Зазвичай розглядають мiнiмiзацiю у класi ДНФ, тобто шукають якнайкоротшу ДНФ (не хви-
люючись з приводу того, що якась формула, котра не є ДНФ, може виявитися ще коротшою).
Як правило, при пiдрахунку довжини́ ДНФ рахують тiльки сумарну кiлькiсть кон’юнкцiй та
диз’юнкцiй (а заперечення не рахують).

1.4.1 Карти Карно

Карта Карно (або Карнау, вона ж дiаграма Вейча; рос.

¬𝑥

𝑥

¬𝑧 𝑧

𝑦

¬𝑦

¬𝑦
𝑡¬𝑡 ¬𝑡

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0

1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0

1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0

«карта Карно» (Карнау), «диаграмма Вейча», англ. «Karnaugh
map», «K-map») є таблицею зi спецiальним чином розмiщеними
24=16=4×4 клiтинками.

(Не плутати дiаграми Вейча з дiаграмами Венна, котрi iнодi називають
також кругами Ейлера (розд. 2.1.4).)

Верхнi два рядки пiдписанi “¬𝑥”, нижнi два “𝑥”. Це озна-
чає, що у верхнiх двох рядках розмiщенi тi клiтинки, в яких
𝑥 (1-а змiнна) дорiвнює 0, у нижнiх двох 𝑥 = 1. Аналогiчно,
у лiвих двох стовпчиках 𝑧 (3-я змiнна) дорiвнює 0, у правих
двох 𝑧 = 1. Аналогiчно, у крайнiх (рядках/стовпчиках) (𝑦/𝑡)
((2-а/4-а) змiнна) дорiвнює нулю, у внутрiшнiх — одиницi.

Будемо називати клiтинки карти Карно сусiднiми, коли вони або мають спiльну сторону
(а не лише вершину), або це верхня та нижня клiтинки одного стовпчика, або це лiва та права
клiтинки одного рядка.

(Таке сусiдство можливе, але не на площинi чи сферi, а на то́рi (поверхнi бублика). Зiгнемо плоский
прямокутник у цилiндр, i верх стане сусiднiм з низом; потiм закрутимо цей цилiндр у бублик, i лiво стане
сусiднiм з право.

⇒ ⇒
Але це був так, лiричний вiдступ. Для задачi мiнiмiзацiї це не суттєво. . . )

Основна властивiсть карти Карно: клiтинки сусiднi тодi й тiльки тодi, коли записанi у них

набори вiдрiзняються в точностi в одному розрядi.
(Таку властивiсть має не лише вищенаведене заповнення таблицi, а й деякi iншi: можна переставляти

мiсцями змiннi та/або мiняти мiсцями, в яких рядках/стовпчиках є заперечення i в яких нема; всього
4!× 24=24×16 = 384 варiанти, 4 з яких наведено тут:

¬𝑥

𝑥

¬𝑧 𝑧

𝑦

¬𝑦

¬𝑦
𝑡¬𝑡 ¬𝑡

0000000100110010

0100010101110110

1100110111111110

1000100110111010

¬𝑥

𝑥

¬𝑦 𝑦

𝑧

¬𝑧

¬𝑧
𝑡¬𝑡 ¬𝑡

0000000101010100

0010001101110110

1010101111111110

1000100111011100

¬𝑧

𝑧

¬𝑥 𝑥

𝑡

¬𝑡

¬𝑡
𝑦¬𝑦 ¬𝑦

0000010011001000

0001010111011001

0011011111111011

0010011011101010

𝑥

¬𝑥

𝑧 ¬𝑧

¬𝑦

𝑦

𝑦
¬𝑡𝑡 𝑡

1111111011001101

1011101010001001

0011001000000001

0111011001000101

Щоб не створювати непорозумiння, рекомендуємо дотримуватися того (поширеного у багатьох дже-
релах) варiанта, який був наведений ранiше i тут повторений як перший; але iншi все ж бувають.)
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Розглянемо ЕК (елементарну кон’юнкцiю) вiд 3-х змiнних 𝑥¬𝑧𝑡. Вона=1, коли 𝑥=¬𝑧= 𝑡=1,
а змiнна 𝑦 може набувати будь-яке значення. Тобто, одиниця буде на наборах 1 0 0 1 та 1 1 0 1,
якi вiдрiзняються лише одним розрядом, i тому́ розмiщенi у двох сусiднiх клiтинках. Аналогiчно,
ЕК ¬𝑥𝑦¬𝑡 набуває значення 1 при 𝑥=0, 𝑦=1, 𝑡=0 та довiльному 𝑧; цi набори теж вiдповiдають
сусiднiм («через край») клiтинкам.

¬𝑥
𝑥

¬𝑧 𝑧

𝑦
¬𝑦

¬𝑦
𝑡¬𝑡 ¬𝑡

¬𝑥
𝑥

¬𝑧 𝑧
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¬𝑦
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𝑡¬𝑡 ¬𝑡
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𝑥

¬𝑧 𝑧
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𝑡¬𝑡 ¬𝑡

𝑥¬𝑧𝑡 ¬𝑥𝑦¬𝑡 𝑥𝑡

¬𝑥
𝑥

¬𝑧 𝑧

𝑦
¬𝑦
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𝑡¬𝑡 ¬𝑡

¬𝑥
𝑥

¬𝑧 𝑧

𝑦
¬𝑦
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𝑡¬𝑡 ¬𝑡

¬𝑥
𝑥

¬𝑧 𝑧

𝑦
¬𝑦

¬𝑦
𝑡¬𝑡 ¬𝑡

𝑦¬𝑡 ¬𝑧𝑡 ¬𝑦¬𝑡

¬𝑥

𝑥

¬𝑧 𝑧

𝑦

¬𝑦

¬𝑦
𝑡¬𝑡 ¬𝑡

0000000100110010

0100010101110110

1100110111111110

1000100110111010

ЕК, що мiстить двi змiннi, iстинна при фiксованих значеннях цих двох змiнних i довiльних
значеннях решти двох; тобто, на 4-х наборах; отже, така ЕК утворює на картi Карно область
розмiром 4 (2×2, або 4×1, або 1×4).

Нарештi, якщо (раптом) зустрiнеться ЕК, що мiстить єдину

¬𝑥

𝑥

¬𝑧 𝑧

𝑦

¬𝑦

¬𝑦
𝑡¬𝑡 ¬𝑡

𝑦𝑡 ∨ ¬𝑥𝑧 ∨ 𝑥¬𝑦¬𝑡

змiнну, то їй вiдповiдають вже згаданi два сусiднi рядки або два
сусiднi стовпчики.

Тепер зобразимо на картi Карно область iстинностi ДНФ
(диз’юнкцiї кiлькох ЕК). Кожнiй ЕК вiдповiдає прямокутна
область; їхнiй диз’юнкцiї — об’єднання цих областей.

Наприклад, для ДНФ 𝑦𝑡∨¬𝑥𝑧 ∨ 𝑥¬𝑦¬𝑡 виходить двi обла-
стi 2×2 (якi частково перекриваються) та одна область 1×2
(з’єднана через край).

Повернемось до основної задачi — знаходження мiнiмальної
ДНФ, що задає потрiбну функцiю. Для її розв’язання, перш за
все позначають на картi Карно клiтинки з наборами, на яких
функцiя набуває значення 1. А потiм пiдбирають таку сукупнiсть
прямокутних областей (елементарних кон’юнкцiй), що їхнє об’єднання (диз’юнкцiя) покриває
(дає одиницю) в точностi потрiбнi клiтинки (на потрiбних наборах).

Як правило, при побудовi сукупностi областей слiд мiркувати так:

1. У першу чергу слiд намагатися видiлити якнайбiльшi областi.
(Тобто, спочатку 4×2 або 2×4 (якщо такi є), потiм 2×2, 4×1 або 1×4, i т. д. Це доцiльно, бо бiльша
область одночасно i покриває бiльше клiтинок, i вiдповiдає коротшiй елементарнiй кон’юнкцiї.)

2. Ситуацiя, коли одна й та сама клiтинка потрапляє вiдразу до кiлькох областей, допустима
i часто навiть корисна.
(Скажiмо, у прикладi областi 𝑦𝑡 та ¬𝑥𝑧 перекривалися. Якби цi са́мi 7 клiтинок покривали областя-
ми, що не перекриваються, вийшло би три областi, ро́змiрами 2×2, 2×1 та 1×1, i сумарна кiлькiсть
операцiй збiльшилась би з 3-х до 8-ми.)

3. У вiдповiдi не повинно бути областей, якi покривають лише клiтинки, що i так покритi
iншими областями.
(Такi областi можна просто вилучити, внаслiдок чого з ДНФ зникне вiдповiдна ЕК; ДНФ вiд цього
стане гарантовано меншою.)

Але лише «як правило». Хоча б тому́, що останнi два пункти дещо суперечливi й нiя́к не є
чiтким алгоритмом.

Тобто, у частинi випадкiв все ж доводиться займатися перебором: розглядати рiзнi покриття й
дивитися, яке з них забезпечує меншу кiлькiсть операцiй у ДНФ. Але такий перебiр, порiвнюючи
з iншими методами, все-таки досить зручний i бiльш-менш швидкий.
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Розглянемо мiнiмiзацiю функцiї 1100110011010101 (тобто функцiї, що має таблицю iстинностi,
наведену на рис.; вжитий скорочений запис мiстить стовпчик значень у порядку згори донизу).
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𝑥

¬𝑧 𝑧

𝑦
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𝑥

¬𝑧 𝑧

𝑦

¬𝑦

¬𝑦
𝑡¬𝑡 ¬𝑡

(c)

Спочатку розмiстимо одинички на картi Карно (рис. (a)). Бачимо, що областей розмiром 8
нема, тож переходимо до видiлення областей розмiром 4. Такими областями є (рис. (b)): ¬𝑧𝑡
(2-ий стовпчик); ¬𝑥¬𝑧 (злiва вгорi); ¬𝑦¬𝑧 (лiворуч, сусiднi через край верх та низ); 𝑥𝑡 (внизу
посере́динi). Цим самим ми покрили всi (потрiбнi) клiтинки, на кожному кроцi покривали хоча б
одну нову. . . i, не зважаючи на це, найперша область (¬𝑧𝑡, вона ж 2-ий стовпчик) покриває
лише тi клiтинки, якi й так покритi iншими областями. Отже, остато́чне покриття зображене на
рис. (с), i йому вiдповiдає мiнiмальна ДНФ ¬𝑥¬𝑧∨𝑥𝑡∨¬𝑦¬𝑧.

Задача мiнiмiзацiї в принципi може мати рiзнi правильнi вiдповiдi.
Наприклад, для функцiї 1100111011010101 маємо двi рiзнi ДНФ однакової мiнiмальної дов-
жини́ 8 (нагадаємо, що заперечення не рахуються): ¬𝑥¬𝑧∨𝑥𝑡∨¬𝑦¬𝑧∨¬𝑥𝑦¬𝑡 (рис. (b)) та ¬𝑧𝑡∨
∨𝑥𝑡∨¬𝑦¬𝑧∨¬𝑥𝑦¬𝑡 (рис. (c)).
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Узагальнення карт Карно на iншу кiлькiсть змiнних На основi тих
самих iдей легко побудувати карту Карно для функцiй вiд трьох змiнних
(див. рис.).

¬𝑥
𝑥

¬𝑦 𝑦

𝑧¬𝑧 ¬𝑧

000001011010

100101111110

А узагальнювати карти Карно на функцiї вiд бiльшої кiлькостi змiнних незручно. Для 5-ти
та 6-ти змiнних є вибiр: або втратити основну властивiсть цих карт «комiрки сусiднi ⇔ набори
вiдрiзняються по однiй змiннiй», або зберегти її за рахунок виходу у третiй вимiр: розмiстити два
(для функцiй вiд 5 змiнних) або чотири (вiд 6) примiрники квадратiв 4×4 оди́н над о́дним. Для
ще бiльшої кiлькостi — без варiантiв, лише втратити основну властивiсть. А коли втрачається
властивiсть, втрачається i смисл карти.
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1.4.2 Метод Квайна

Метод Квайна10 (точнiше кажучи, «методу Квайна мiнiмiзацiї у класi ДНФ», бо Квайн розро-
бив також iншi методи для iнших задач; один з них розглянутий у розд. 1.5.1) — iнший метод
розв’язування тiєї ж задачi мiнiмiзацiї у класi ДНФ. З причин, пояснених далi, його називають
також методом Квайна–Мак-Класкi. Для ручного застосування на паперi вiн менш зручний, чим
карти Карно. Але вiн i зручнiший для програмування, i може бути застосований до булевих
функцiй вiд довiльної кiлькостi змiнних. Метод складається з двох етапiв.

Перший етап, формулювання На першому етапi методу Квайна багатократно застосовують
у спецiальному порядку т. зв. склеювання ЕК (рос. «склеивание ЭК», англ. «combining EC»).
Склеювання ЕК базується на тотожностi 𝐴𝐵 ∨𝐴¬𝐵=𝐴 (її доведення очевидне: винести 𝐴 за
дужки i використати 𝐵∨¬𝐵=1), де в якостi 𝐵 завжди береться окрема змiнна, а в якостi 𝐴,
як правило, використовуються складнiшi вирази. Наприклад, 𝑥1¬𝑥2𝑥3𝑥4 ∨ 𝑥1¬𝑥2¬𝑥3𝑥4 можна
склеїти, якщо в якостi 𝐵 взяти 𝑥3, вiдповiдно в якостi 𝐴 буде 𝑥1¬𝑥2𝑥4; отримаємо 𝑥1¬𝑥2𝑥3𝑥4∨
∨𝑥1¬𝑥2¬𝑥3𝑥4=𝑥1¬𝑥2𝑥4.

Легко бачити (за iдемпотентнiстю 𝑥∨𝑥=𝑥), що 𝐴𝐵 ∨𝐴¬𝐵∨𝐴 теж дорiвнює 𝐴, тому неважли-
во, чи зразу замiнювати 𝐴𝐵 ∨𝐴¬𝐵 на 𝐴, чи спочатку на 𝐴𝐵 ∨𝐴¬𝐵∨𝐴, а вже потiм на 𝐴.

Починати застосування методу Квайна треба з функцiї, записаної у виглядi ДДНФ. (Якщо
порушити цю вимогу, застосовувавши метод до не досконалої ДНФ, результат матиме правильну
таблицю iстинностi, але зовсiм не обов’язково буде мiнiмальним.)

Спочатку треба провести можливi склеювання повних ЕК (вiд усiх 𝑛 змiнних); при цьому,
якщо одна й та ж ЕК може взяти участь у кiлькох рiзних склеюваннях — вона повинна взяти
участь в них усiх. Коли етап склеювань повних ЕК завершено, тi ЕК, якi взяли участь хоча б
у одному склеюваннi, включенi у результат(и) своїх склейок, тому їх можна викреслити, а тi,
якi не взяли участi в жодному, треба залишити. (Тут є взаємозв’язок з тим, що коли у картах
Карно є двi сусiднi одинички, i їх можна обвести областю 1×2 чи 2×1, то обводити кожну з таких
одиничок окремою областю 1×1 не треба; а коли одиничка не має жодного сусiда (нi у звичайному
смислi, нi через край) й нi з чим не поєднується, її мусимо видiлити окремою областю 1×1.)

Потiм треба аналогiчно пробувати клеїти ЕК вiд 𝑛−1 змiнних у ЕК вiд 𝑛−2 змiнних, теж так,
щоб кожна ЕК взяла участь в усiх можливих для неї склеюваннях; завершивши цi склеювання,
теж треба позакреслювати тi ЕК вiд 𝑛−1 змiнних, якi взяли участь хоча б у одному склеюваннi,
й залишити тi, якi не взяли в жодному. Потiм слiд аналогiчно повторювати спроби склеювань
ЕК вiд 𝑛−2 змiнних у ЕК вiд 𝑛−3 змiнних, потiм спроби склеювань ЕК вiд 𝑛−3 змiнних у ЕК вiд
𝑛−4 змiнних, i т. д. Процес обов’язково завершиться, хоча б тому, що довжи́ни окремо взятих ЕК
вiд склеювань зменшуються, що не може тривати вiчно. Але зазвичай процес завершується, коли
жодна пара поточних ЕК не склеюється.

Мак-Класкi (E. J. McCluskey) помiтив, що раз склеювання можливе лише мiж такими ЕК,
одна з яких мiстить рiвно на одне заперечення бiльше, нiж iнша, то варто починати метод Квайна
з групування ЕК за кiлькостями заперечень (група №0 або порожня, або мiстить єдину повну ЕК
без заперечень 𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛; група №1 або порожня, або мiстить усi наявнi у ДДНФ повнi ЕК з
рiвно одним запереченням; i т. д.). Якщо це зроблено, то достатньо пробувати склеювати лише
всi можливi пари ЕК з сусiднiх груп; якщо нi — слiд пробувати склеювати взагалi кожну ЕК з
кожною ЕК, що призводить до того ж результату, але з бiльшою кiлькiстю невдалих спроб.

Перший етап, пояснення на прикладiПовторимо всю суть першого етапу ще раз, iншими сло-
вами, з iлюструванням конкретним прикладом: функцiєю, ДДНФ якої дорiвнює ¬𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4∨
∨¬𝑥1𝑥2¬𝑥3𝑥4∨¬𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4∨¬𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4∨𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4∨𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4∨𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4.

Щоб користуватися надалi оптимiзацiю Мак-Класкi, розiб’ємо
на групи згiдно кiлькостi запереченень (група 0 —ЕК без запе-
речень, група 1 —ЕК з 1-им “¬”, група 2 —ЕК з 2-ма “¬”, i т. д.).

(𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4)∨ (𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4 ∨
∨¬𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4)∨ (¬𝑥1𝑥2¬𝑥3𝑥4 ∨
∨¬𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4∨𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4)∨
∨ (¬𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4).

10це прiзвище в оригiналi пишеться Quine i читається [kwain]; в україно- та росiйськомовнiй лiтературi зустрi-
чається i транскрипцiя «Квайн», i транскрипцiя «Куайн»
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Беремо ЕК сусiднiх груп (спочатку групи 0 i групи 1) i намага-
ємося їх склеїти. Записуємо результат склейки, але не прибира-
ємо також i аргументи, до яких було застосоване склеювання.

(𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4)∨ (𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4 ∨
∨¬𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4)∨ (¬𝑥1𝑥2¬𝑥3𝑥4 ∨
∨¬𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4∨𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4)∨
∨ (¬𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4)∨ (𝑥1𝑥2𝑥3).

Продовжуємо склеювання мiж кон’юнкцiями групи 0 i групи 1.
Особливу увагу звертаємо на те, що хоча 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 вже було ви-
користано в однiй склейцi, ми намагаємося склеїти його також
з iншими кон’юнкцiями групи 1.

(𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4)∨ (𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4 ∨
∨¬𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4)∨ (¬𝑥1𝑥2¬𝑥3𝑥4 ∨
∨¬𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4∨𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4)∨
∨ (¬𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4)∨ (𝑥1𝑥2𝑥3 ∨
∨𝑥2𝑥3𝑥4).

Продовжуємо склеювання, перейшовши до групи 1 i групи 2.
Перевiряємо кожну можливу пару:
𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4 та ¬𝑥1𝑥2¬𝑥3𝑥4 (їх склеїти не можна),
𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4 та ¬𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4 (склеюються по 𝑥1),
𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4 та 𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4 (склеюються по 𝑥3),
¬𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 та ¬𝑥1𝑥2¬𝑥3𝑥4 (склеюються по 𝑥3),
¬𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 та ¬𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4 (склеюються по 𝑥4),
¬𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 та 𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4 (їх склеїти не можна). Пiдкреслено
кон’юнкцiї, що взяли участь у якому-небудь склеюваннi (не ли-
ше останньому).

(𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4)∨ (𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4 ∨
∨¬𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4)∨ (¬𝑥1𝑥2¬𝑥3𝑥4 ∨
∨¬𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4∨𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4)∨
∨ (¬𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4)∨ (𝑥1𝑥2𝑥3 ∨
∨ 𝑥2𝑥3𝑥4) ∨ (𝑥2𝑥3¬𝑥4 ∨
∨𝑥1𝑥2¬𝑥4∨¬𝑥1𝑥2𝑥4∨¬𝑥1𝑥2𝑥3).

Продовжуємо склеювання, перейшовши до групи 2 i групи 3.
Перевiряємо кожну можливу пару:
¬𝑥1𝑥2¬𝑥3𝑥4 та ¬𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4 (склеюються по 𝑥4),
¬𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4 та ¬𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4 (склеюються по 𝑥3),
𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4 та ¬𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4 (склеюються по 𝑥1).

(𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4)∨ (𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4 ∨
∨¬𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4)∨ (¬𝑥1𝑥2¬𝑥3𝑥4 ∨
∨¬𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4∨𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4)∨
∨ (¬𝑥1𝑥2¬𝑥3¬𝑥4)∨ (𝑥1𝑥2𝑥3 ∨
∨ 𝑥2𝑥3𝑥4) ∨ (𝑥2𝑥3¬𝑥4 ∨
∨ 𝑥1𝑥2¬𝑥4 ∨ ¬𝑥1𝑥2𝑥4 ∨
∨ ¬𝑥1𝑥2𝑥3) ∨ (¬𝑥1𝑥2¬𝑥3 ∨
∨¬𝑥1𝑥2¬𝑥4∨𝑥2¬𝑥3¬𝑥4).

На цьому завершено склеювання ЕК вiд 4 змiнних.
Тепер потрiбно видалити всi пiдкресленi ЕК (кожна з них взяла
участь у склеюванн(i/ях), отже, покривається створеною ЕК
вiд 3 змiнних).
Далi слiд перейти до склеювання ЕК вiд 3 змiнних.

𝑥1𝑥2𝑥3 ∨𝑥2𝑥3𝑥4)∨ (𝑥2𝑥3¬𝑥4 ∨
∨ 𝑥1𝑥2¬𝑥4 ∨ ¬𝑥1𝑥2𝑥4 ∨
∨ ¬𝑥1𝑥2𝑥3) ∨ (¬𝑥1𝑥2¬𝑥3 ∨
∨¬𝑥1𝑥2¬𝑥4∨𝑥2¬𝑥3¬𝑥4).

Продовжуємо склеювання, перейшовши до групи 0 i групи 1
серед ЕК вiд 3 змiнних. Перевiряємо кожну можливу пару:
𝑥1𝑥2𝑥3 та 𝑥2𝑥3¬𝑥4 (їх склеїти не можна);
𝑥1𝑥2𝑥3 та 𝑥1𝑥2¬𝑥4 (їх склеїти не можна);
𝑥1𝑥2𝑥3 та ¬𝑥1𝑥2𝑥4 (їх склеїти не можна);
𝑥1𝑥2𝑥3 та ¬𝑥1𝑥2𝑥3 (склеюються по 𝑥1);
𝑥2𝑥3𝑥4 та 𝑥2𝑥3¬𝑥4 (склеюються по 𝑥4, але отримується ЕК 𝑥2𝑥3,
яку вже отримували ранiше; отже, ЕК 𝑥2𝑥3𝑥4 та 𝑥2𝑥3¬𝑥4 позна-
чаємо як використанi, а результат склейки повторно не пишемо;
𝑥2𝑥3𝑥4 та 𝑥1𝑥2¬𝑥4 (їх склеїти не можна);
𝑥2𝑥3𝑥4 та ¬𝑥1𝑥2𝑥4 (їх склеїти не можна);
𝑥2𝑥3𝑥4 та ¬𝑥1𝑥2𝑥3 (їх склеїти не можна).
Нагадаємо, що ми пiдкреслюємо кон’юнкцiї, котрi взяли участь
в якому-небудь склеюваннi.

(𝑥1𝑥2𝑥3∨𝑥2𝑥3𝑥4)∨ (𝑥2𝑥3¬𝑥4∨
∨ 𝑥1𝑥2¬𝑥4 ∨ ¬𝑥1𝑥2𝑥4 ∨
∨ ¬𝑥1𝑥2𝑥3) ∨ (¬𝑥1𝑥2¬𝑥3 ∨
∨¬𝑥1𝑥2¬𝑥4 ∨ 𝑥2¬𝑥3¬𝑥4)∨
∨ (𝑥2𝑥3).

Продовжуємо склеювання, перейшовши до групи 1 i групи 2
серед ЕК вiд 3 змiнних. Перевiряємо кожну можливу пару:
𝑥2𝑥3¬𝑥4 та ¬𝑥1𝑥2¬𝑥3 (їх склеїти не можна);
𝑥2𝑥3¬𝑥4 та ¬𝑥1𝑥2¬𝑥4 (їх склеїти не можна);
𝑥2𝑥3¬𝑥4 та 𝑥2¬𝑥3¬𝑥4 (склеюються по 𝑥3);
𝑥1𝑥2¬𝑥4 та ¬𝑥1𝑥2¬𝑥3 (їх склеїти не можна);
𝑥1𝑥2¬𝑥4 та ¬𝑥1𝑥2¬𝑥4 (склеюються по 𝑥1, але ЕК 𝑥2¬𝑥4 вже
отримана ранiше;
𝑥1𝑥2¬𝑥4 та 𝑥2¬𝑥3¬𝑥4 (їх склеїти не можна);
¬𝑥1𝑥2𝑥4 та ¬𝑥1𝑥2¬𝑥3 (їх склеїти не можна);
¬𝑥1𝑥2𝑥4 та ¬𝑥1𝑥2¬𝑥4 (склеюються по 𝑥4);
¬𝑥1𝑥2𝑥4 та 𝑥2¬𝑥3¬𝑥4 (їх склеїти не можна);
¬𝑥1𝑥2𝑥3 та ¬𝑥1𝑥2¬𝑥3 (склеюються по 𝑥3), але ЕК ¬𝑥1𝑥2 вже
отримана ранiше;
¬𝑥1𝑥2𝑥3 та ¬𝑥1𝑥2¬𝑥4 (їх склеїти не можна);
¬𝑥1𝑥2𝑥3 та 𝑥2¬𝑥3¬𝑥4 (їх склеїти не можна).

(𝑥1𝑥2𝑥3∨𝑥2𝑥3𝑥4)∨ (𝑥2𝑥3¬𝑥4∨
∨ 𝑥1𝑥2¬𝑥4 ∨ ¬𝑥1𝑥2𝑥4 ∨
∨ ¬𝑥1𝑥2𝑥3) ∨ (¬𝑥1𝑥2¬𝑥3 ∨
∨¬𝑥1𝑥2¬𝑥4 ∨ 𝑥2¬𝑥3¬𝑥4)∨
∨ (𝑥2𝑥3)∨ (𝑥2¬𝑥4∨¬𝑥1𝑥2).

На цьому завершено склеювання ЕК вiд 3 змiнних. Вилучаємо
всi пiдкресленi ЕК.

(𝑥2𝑥3)∨ (𝑥2¬𝑥4∨¬𝑥1𝑥2).
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Далi слiд переходити до склеювання ЕК вiд 2 змiнних, але серед них нема жодної пари, яку можна
було б склеїти. Тому процес склеювань завершується.

Оскiльки серед ЕК вiд 4 та вiд 3 змiнних не було жодної невикресленої, результатом склеюва-
ння є 𝑥2𝑥3∨𝑥2¬𝑥4∨¬𝑥1𝑥2 (але якби були невикресленi ЕК вiд бiльшої кiлькостi змiнних, їх теж
треба було б включити у результат першого етапу).

Дру́гий етап Внаслiдок першого етапу (склеювань) отримують скорочену ДНФ (рос. «сокра-
щённая ДНФ», англ. «prime implicants»). Часто вона i є мiнiмальною, але не завжди.

Щоб з’ясувати це, будують таблицю, стовпчики якої позначають ЕК початкової ДДНФ, ряд-
ки —ЕК побудованої скороченої ДНФ. На перетинах тих рядкiв i стовпчикiв, де ЕК скороченої
ДНФ покриває ЕК ДДНФ (тобто ЕК скороченої ДНФ набуває значення 1 в т. ч. i на то́му наборi,
де повна ЕК ДДНФ), ставлять позначки (наприклад, галочки).

На жаль, у цiєї таблицi забагато рiзних назв: «таблиця по-
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¬𝑥1𝑥2
√√√√

𝑥2𝑥3
√√ √√

𝑥2¬𝑥4
√ √ √√

глинань», «таблиця перекриттiв», «iмплiкантна таблиця», «iм-
плiкантна матриця»; росiйськомовнi варiанти аналогiчнi; англiй-
ською бiльш-менш прийнято називати її «prime implicant chart».

Якщо взяти скорочену ДНФ 𝑥2𝑥3 ∨𝑥2¬𝑥4 ∨¬𝑥1𝑥2, отриману в
процесi склеювань, виходить таблиця поглинань з рис. праворуч.
Конкретно у нiй, будь-яка спроба викреслити якийсь рядок (вилу-
чити ЕК зi скороченої ДНФ) призведе до того, що в одному зi стов-
пчикiв не лишиться галочок (на одному з потрiбних наборiв функцiя
перестане набувати значення true). Отже, ця скорочена ДНФ є мiнiмальною.

Але в iнших випадках може бути й не так. Розглянемо ще два приклади: функцiю
1011000011111100 та функцiю 1100111011010101. Виконавши (не наведенi тут) етапи склеювань,
отримаємо для першої з них скорочену ДНФ ¬𝑥2¬𝑥4 ∨ 𝑥1¬𝑥3 ∨ 𝑥1¬𝑥2 ∨ ¬𝑥2𝑥3, а для другої
¬𝑥1𝑥2¬𝑥4∨𝑥1𝑥4∨¬𝑥3𝑥4∨¬𝑥1¬𝑥3∨¬𝑥2¬𝑥3. У виглядi таблиць поглинань це буде:

Функцiя 1011000011111100 Функцiя 1100111011010101
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¬𝑥2¬𝑥3
√√ √√

¬𝑥1¬𝑥3
√ √√ √

¬𝑥3𝑥4
√√ √√

𝑥1𝑥4
√√√ √

¬𝑥1𝑥2¬𝑥4
√ √

Розглядаючи першу (лiву) з них, бачимо, що 3-й рядок (ЕК 𝑥1¬𝑥2) можна викреслити, бо
вiн покриває лише повнi елементарнi кон’юнкцiї 𝑥1¬𝑥2𝑥3𝑥4 (яка i так покривається ¬𝑥2𝑥3),
𝑥1¬𝑥2¬𝑥3𝑥4 (i так покривається 𝑥1¬𝑥3), 𝑥1¬𝑥2𝑥3¬𝑥4 (покривається вiдразу двома iншими ЕК
¬𝑥2𝑥3 i ¬𝑥2¬𝑥4) та 𝑥1¬𝑥2¬𝑥3¬𝑥4 (покривається 𝑥1¬𝑥3 i ¬𝑥2¬𝑥4). Спроби ж викреслити будь-
який iнший рядок призводять до того, що в як(ому/ихо)сь стовпчик(у/ах) не лишається галочок.
Отже, мiнiмальна ДНФ функцiї 1011000011111100 має вигляд 𝑥1¬𝑥3∨¬𝑥2𝑥3∨¬𝑥2¬𝑥4.

У дру́гому (правому) все трохи складнiше. Очевидно, не можна викреслювати нi 1-й (¬𝑥2¬𝑥3),
нi 4-й (𝑥1𝑥4), нi 5-й (¬𝑥1𝑥2¬𝑥4) рядок — це призвело б до не покритостi стовпчикiв 𝑥1¬𝑥2¬𝑥3¬𝑥4,
𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 чи ¬𝑥1𝑥2𝑥3¬𝑥4 вiдповiдно. А серед 2-го (¬𝑥1¬𝑥3) та 3-го (¬𝑥3𝑥4) рядкiв можна викре-
слити будь-який один (всi стовпчики лишаються покритими), але не обидва одночасно (виявив-
ся б не покритим ¬𝑥1𝑥2¬𝑥3𝑥4). У цьому випадку, функцiя 1100111011010101 має двi рiзнi ДНФ
¬𝑥1𝑥2¬𝑥4 ∨ 𝑥1𝑥4 ∨¬𝑥3𝑥4 ∨¬𝑥2¬𝑥3 та ¬𝑥1𝑥2¬𝑥4 ∨ 𝑥1𝑥4 ∨¬𝑥1¬𝑥3 ∨¬𝑥2¬𝑥3 однакової мiнiмальної
довжини́ (що природньо, бо це та са́ма функцiя, для якої були отриманi двi рiзнi мiнiмальнi
ДНФ картами Карно).
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Але бiда в тiм, що у складнiших випадках може виявитися, що пiсля рiзних викреслень ви-
ходять ДНФ рiзних довжин. Цiлком можливо, що якусь ЕК вилучити можна, але не варто, бо
якби не викреслили її, то можна було б викреслити щось iнше й отримати коротший остато́чний
результат. I наука не знає простого й чiткого критерiю, що дозволяв би гарантовано швидко i
гарантовано правильно вирiшити, якi з таких ЕК краще вилучити, а якi залишити. Метод Квай-
на, як i карти Карно, теж не дозволяє повнiстю уникнути перебору. В найгiршому випадку, при
великiй кiлькостi змiнних, це може бути дуже довго (наприклад, при ≈15 змiнних склеювання
можуть зайняти кiлька секунд роботи комп’ютера, подальший перебiр ЕК скороченої ДНФ—
непередбачувано, вiд кiлькох секунд до кiлькох рокiв).

Не виключенi ситуацiї, коли не дуже важливо, чи отримана ДНФ справдi мiнiмальна, чи її
довжина лише близька до мiнiмальної; тодi цей перебiр можна iстотно спрощувати, пришвид-
шуючи за рахунок ризику можливо не мiнiмальної вiдповiдi.

1.5 Методи перевiрки тавтологiчностi логiчних виразiв

Тавтологiя (рос. «тавтология», англ. «tautology») — це логiчний вираз, який завжди (на всiх
можливих наборах змiнних) набуває значення true.

Звiсно, є очевидний метод перевiрки тавтологiчностi: побудувати таблицю iстинностi й по-
дивитися, чи складається вона з сами́х лише одиниць. Буває, що са́ме так i доцiльно робити.
Але буває й так, що iншi методи дозволяють отримати результат значно швидше. (Адже пита-
ють не повний вмiст усiєї таблицi iстинностi, а лише досить просту її властивiсть; «видобути»
часткову iнформацiю може бути легше, нiж повну. . . )

1.5.1 Метод Квайна

Основна iдея методу Квайна (точнiше кажучи, «методу Квайна перевiрки тавтологiчностi буле-
вих виразiв», бо Квайн розробив також iншi методи для iнших задач; один з них розглянутий
у розд. 1.4.2) — по можливостi поєднати переваги й обiйти недолiки таких «крайнiх» пiдходiв, як
аналiтичнi перетворення та побудова таблиць iстинностi.

Суть методу в тому, щоб застосовувати аналiтичнi спрощення скрiзь, де це легко й зручно,
а там, де це важко й незручно, надавати якiй-небудь логiчнiй змiннiй конкретне значення. Як пра-
вило, пiсля такої пiдстановки вираз знов стає придатним до зручних аналiтичних спрощень. Зви-
чайно, при пiдстановцi значення замiсть змiнної слiд розглянути (послiдовно, оди́н пiсля о́дного)
два випадки (пiдставити 0 i пiдставити 1).

Якщо в усiх випадках кiнець кiнцем отримуємо константу 1, то логiчний вираз є тавтологiєю.
А якщо хоча б у одному з випадкiв вийшов 0 — вираз не тавтологiчний, решту випадкiв можна
не перевiряти.

Для аналiтичних спрощень при застосуваннi методу Квайна можна використовувати будь-якi
логiчнi закони. Але у методi Квайна значно частiше, нiж у iнших ситуацiях, застосовнi такi то-
тожностi:

1 ∨ 𝑥 = 𝑥 ∨ 1 = 1; 1 ∧ 𝑥 = 𝑥 ∧ 1 = 𝑥; 1 → 𝑥 = 𝑥; 𝑥 → 1 = 1;
0 ∨ 𝑥 = 𝑥 ∨ 0 = 𝑥; 0 ∧ 𝑥 = 𝑥 ∧ 0 = 0; 0 → 𝑥 = 1; 𝑥 → 0 = ¬𝑥;
𝑥 ∨ 𝑥 = 𝑥 ∧ 𝑥 = 𝑥; 𝑥 → 𝑥 = ¬𝑥 ∨ 𝑥 = 1; ¬𝑥 ∧ 𝑥 = 0.

Приклад. Проаналiзуємо (методом Квайна) на тавтологiчнiсть вираз
(︀
((𝑝 ∧ 𝑞) → 𝑟) ∧

∧ (𝑝 → 𝑞)
)︀
→ (𝑝 → 𝑟).

Не схоже, щоб цей вираз можна було легко й зручно спростити аналiтично. Так що спробуємо
зафiксувати яку-небудь (довiльну) змiнну. Схоже, що найкраще фiксувати змiнну 𝑝 (бо вона має
найбiльше входжень).

1. Пiдставимо 𝑝 = 0. Вираз набуває вигляду
(︀
((0 ∧ 𝑞) → 𝑟)∧ (0 → 𝑞)

)︀
→ (0 → 𝑟). Очевидно,

“0 ∧ 𝑞” спрощується до “0”, i отримуємо
(︀
(0 → 𝑟)∧ (0 → 𝑞)

)︀
→ (0 → 𝑟). Тепер помiтимо, що

тотожнiсть 0 → 𝑥=1 дає можливiсть спростити кожну з дужок до 1, тобто увесь вираз до
(1 ∧ 1)→1, тобто 1 → 1, тобто 1.
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2. Пiдставимо 𝑝 = 1. Вираз набуває вигляду
(︀
((1 ∧ 𝑞) → 𝑟)∧ (1 → 𝑞)

)︀
→ (1 → 𝑟). Помiтимо, що

“1 ∧ 𝑞=𝑞”, а тотожнiсть 1 → 𝑥=𝑥 дає можливiсть спростити “(1 → 𝑞)” та “(1 → 𝑟)”. Таким
чином, увесь вираз спрощується до

(︀
(𝑞 → 𝑟) ∧ 𝑞

)︀
→𝑟.

Тепер можна або думати, як спростити вираз аналiтично, або фiксувати ще якусь змiнну.
Щоб допоказати метод, пiдемо дру́гим шляхом.

2.1. Пiдставимо 𝑞 = 0.
(Важливо пiдставляти 𝑞 = 0 не у першопочатковий вираз

(︀
((𝑝 ∧ 𝑞) → 𝑟)∧ (𝑝 → 𝑞)

)︀
→ (𝑝 → 𝑟),

а у вираз
(︀
(𝑞 → 𝑟) ∧ 𝑞

)︀
→ 𝑟, отриманий внаслiдок пiдстановки 𝑝 = 1. Тому́ це не пункт 3,

а пiдпункт 2.1 всере́динi пункту 2.)
Вираз набуває вигляду

(︀
(0 → 𝑟) ∧ 0

)︀
→𝑟, тобто (. . . ∧ 0)→𝑟, тобто 0 → 𝑟, тобто 1.

2.2. Пiдставимо 𝑞 = 1. Вираз набуває вигляду
(︀
(1 → 𝑟) ∧ 1

)︀
→𝑟=(𝑟 ∧ 1)→𝑟=𝑟 → 𝑟=1.

Тобто, в усiх випадках (1, 2.1, 2.2) вдалося спростити вираз до одиницi. Значить, вiн тавто-
логiчний.

(Метод Квайна не є чiтким алгоритмом. Яку змiнну першою пiдставляти — правил нема, можна будь-
яку. Коли у п. 1 «помiтили, що 0 → 𝑥 = 1 дає можливiсть . . . » — могли ж i не помiтити, й перетворювати
значно довше. У п. 2 можна було не розглядати випадки 2.1, 2.2, а провести аналiтичне спрощення, котре
не таке й складне́. Тому хiд застосування методу може iстотно залежати вiд того, хто його застосовує.
Але в ньому не буває так, щоб було геть не ясно, що робити: нема справдi добрих iдей — можна хоча
б розглядати випадки (пiдставляти значення змiнної), i кiнець кiнцем гарантовано отримати результат.
Правда, якщо випадкiв забагато, легше зразу будувати таблицю iстинностi. . . )

Цей метод Квайна iнодi називають «метод семантичних дерев», бо про-
𝑝=0 𝑝=1

𝑝=1
𝑞=0

𝑝=1
𝑞=1

1

2.1 2.2

цес перебору варiантiв значень змiнних зручно зображати у виглядi т. зв.
кореневого де́рева.

Початок (корiнь) де́рева — початкова ситуацiя; необхiднiсть розглянути
два варiанти 𝑝=0 та 𝑝=1 вiдповiдає двом гiлкам, що виходять з кореня;
у випадку 𝑝=0 все вдалося встановити без подальшого перебору, а при 𝑝=1
доводиться розглядати випадки 𝑞=0 та 𝑞=1, тому́ права гiлка знов розгалу-
жується, а лiва — нi.

Подiбнi дере́ва дуже широко використовуються у computer science.

Iнодi доводиться дослiджувати вирази, в яких багатократно зустрiчається деякий скла́дений
пiдвираз. (Наприклад, “𝑎∨ 𝑐𝑑” у виразi (𝑎 ∨ 𝑐𝑑)→

(︀
𝑏𝑑 → (𝑎 ∨ 𝑐𝑑)

)︀
.) Чи можна для пришвидшення

розглядати два можливi варiанти значень пiдвиразу?
В само́му методi такого не написано. Але, хоч «по уставу» i «не положено», спробуємо дослi-

дити правильнiсть такого «модифiката Квайна».
Усе, нiби, так са́мо: якщо в кожному з випадкiв «пiдвираз = 0» i «пiдвираз = 1» отримали,

що весь вираз iстинний, то вiн таки буде завжди iстинний. . . Пiдвираз же не може набувати
iнших значень, крiм 0 та 1; значить, всi можливi випадки розглянутi. . .

Але розглянемо вираз (𝑎 → (𝑏 → 𝑎))∨ (𝑎 → (𝑏 → 𝑎)) i «випадки» згiдно значення 𝑎→(𝑏→𝑎).
У «випадку» 𝑎→(𝑏→𝑎) = 1 весь вираз спрощується до 1 ∨ 1=1; у «випадку» 𝑎→(𝑏→𝑎) = 0—до
0 ∨ 0= 0. Так можна (помилково! ) зробити висновок, нiби вираз (𝑎 → (𝑏 → 𝑎))∨ (𝑎 → (𝑏 → 𝑎))
не тавтологiчний, бо хибний при 𝑎→(𝑏→𝑎) = 0. А насправдi «випадок 𝑎 → (𝑏 → 𝑎) = 0» немо-
жливий, бо пiдвираз 𝑎→ (𝑏 → 𝑎) сам тавтологiчний.

Мiркування позаминулого абзацу правильнi в один бiк (на рiвнi «якщо–то», але не «тодi й
тiльки тодi»). Так що запропонована «модифiкацiя» прискорює в деяких випадках отримання
результату «так, тавтологiчний», але коли дає результат «нi, не тавтологiчний», треба ще пе-
ревiряти, чи точно той «випадок», при якому увесь вираз=0, можливий. А «справжнiй» метод
Квайна такої проблеми не має.

1.5.2 Метод редукцiї

Основна iдея методу редукцiї — припустити, нiби дослiджуваний вираз може (хоча б на деяких
наборах логiчних змiнних) бути хибним, i подивитися, чи призведе таке припущення до проти-
рiччя. Якщо призведе — значить, припущення було неправильне i насправдi вираз тавтологiчний.
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Приклад 1. Проаналiзуємо (методом редукцiї) на тавтологiчнiсть той самий вираз(︀
((𝑝 ∧ 𝑞) → 𝑟)∧ (𝑝 → 𝑞)

)︀
→ (𝑝 → 𝑟).

Припускаємо, нiби вiн може бути хибним:

(1)
(︀
((𝑝 ∧ 𝑞) → 𝑟)∧ (𝑝 → 𝑞)

)︀
→ (𝑝 → 𝑟) = 0

Зовнiшня операцiя — iмплiкацiя; “→” хи-
бна лише коли лiвий її аргумент iстинний,
а правий хибний. Значить, з (1) виплива-
ють (2) та (3):

(2) ((𝑝 ∧ 𝑞) → 𝑟) ∧ (𝑝 → 𝑞) = 1 (з (1))

(3) 𝑝 → 𝑟 = 0 (з (1))
З (2) випливають (4) та (5), бо “∧” iстин-
на лише на наборi 1 1; з (3) випливають
(6) та (7), бо “→” хибна лише на наборi 1 0:

(4) (𝑝 ∧ 𝑞) → 𝑟 = 1 (з (2))

(5) 𝑝 → 𝑞 = 1 (з (2))

(6) 𝑝 = 1 (з (3))

(7) 𝑟 = 0 (з (3))
Пiдставимо (6) у (5):

(8) 1 → 𝑞 = 1 (з (5), (6))
Оскiльки 1 → 1 = 1, але 1 → 0 ̸= 1,

(9) 𝑞 = 1 (з (8))

А тепер розглянемо (4), (6), (7) та (9) ра-
зом.

При пiдстановцi (6) 𝑝 = 1, (7) 𝑟 = 0 та
(9) 𝑞 = 1 у (4) (𝑝 ∧ 𝑞) → 𝑟 = 1 виходить
(1 ∧ 1) → 0 = 1. Оце i є протирiччя (насправ-
дi ж (1 ∧ 1) → 0=1 → 0=0).

А звiдки це протирiччя взялося? «Хто» у ньому «винуватий»? «Винувате» припущення (1),
нiби вираз, який дослiджують на тавтологiчнiсть, може дорiвнювати 0. Лише це припущення
заявлене голослiвно, а всi iншi твердження (вiд (2) до (9) i до власне протирiччя) є прямими чи
опосередкованими наслiдками цього припущення.

Раз iз припущення отримали протирiччя— значить, це припущення хибне. А що припускали?
Що вираз може (хоча б iнодi) набувати значення 0. Отже, вираз не може (нiколи) набувати
значення 0. Тобто, тавтологiчний.

Приклад 2. Проаналiзуємо (методом редукцiї) на тавтологiчнiсть вираз (𝑎 → 𝑏) → ((𝑎 → 𝑐) →
(𝑏 → 𝑐)).

Припускаємо, нiби вiн може бути хибним:

(1) (𝑎 → 𝑏)→
(︀
(𝑎 → 𝑐) → (𝑏 → 𝑐)

)︀
= 0

Зовнiшня операцiя — iмплiкацiя; “→” хи-
бна лише коли лiвий її аргумент iстинний,
а правий хибний. Значить, з (1) виплива-
ють (2) та (3):

(2) (𝑎 → 𝑏) = 1 (з (1))

(3) (𝑎 → 𝑐) → (𝑏 → 𝑐) = 0 (з (1))
З (3) випливають (4) та (5), бо “→” хибна
лише на наборi 1 0:

(4) 𝑎 → 𝑐 = 1 (з (3))

(5) 𝑏 → 𝑐 = 0 (з (3))

З (5) випливають (6) та (7), бо “→” хибна
лише на наборi 1 0:

(6) 𝑏 = 1 (з (5))

(7) 𝑐 = 0 (з (5))
Пiдставимо (7) у (4):

(8) 𝑎 → 0 = 1 (з (4), (7))
Це можливо лише при 𝑎=0 (бо 1→0̸=1,
0→0=1, iнших варiантiв нема):

(9) 𝑎 = 0 (з (8))
Пiдставимо (9) та (6) у (2):

(10) 0 → 1 = 1 (з (2), (6), (9)), в чому нема
нiякого протирiччя.

Тiльки тут треба акуратно перевiряти, чи точно протирiччя нема нiде, чи не «загубили»
вираз, де протирiччя все-таки з’являється. Цю перевiрку можна робити по-рiзному. Можна так:
«значення 𝑎, 𝑏, 𝑐 отриманi як наслiдки (4) та (5) (що насправдi означає «як наслiдки (3)»)
й не протирiчать (2), а разом узятi (2) та (3) дають (1), тобто вираз у цiлому таки набуває
значення хиба». Або, можна взяти (6) 𝑏 = 1, (7) 𝑐 = 0 та (9) 𝑎 = 0 й пiдставити у початковий
вираз (𝑎 → 𝑏) → ((𝑎 → 𝑐) → (𝑏 → 𝑐)). Виходить (0 → 1)⏟  ⏞  

=1

→ ((0 → 0)⏟  ⏞  
=1

→ (1 → 0)⏟  ⏞  
=0

) = 1→ (1 → 0) =

= 1→0= 0, що явно демонструє його не тавтологiчнiсть.

Що робити у методi редукцiї, коли нема нi iмплiкацiй чи диз’юнкцiй, що рiвнi 0, нi кон’юнкцiй,
що рiвнi 1, нi констант, якi можна пiдставити?
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Унiверсальних, чiтких i зручних рекомендацiй просто нема. Можна придумувати щось спе-
цифiчне для конкретного прикладу. Можна розглядати випадки. Наприклад: нехай вiдомо, що
𝐴⊕𝐵 = 0 (де 𝐴 та 𝐵 — складенi вирази). З цього не можна зробити гарантованого висновку про
значення окремо взятого 𝐴 i окремо взятого 𝐵. Зате можна розглянути окремо випадок 𝐴=𝐵=0,
окремо 𝐴=𝐵=1, i знати, що iншi випадки неможливi.

Але при розглядi випадкiв зникає право заявляти «Як тiльки виникло протирiччя, так i

довели тавтологiчнiсть». Кожен випадок (як-то «𝐴=𝐵=0») теж є в деякому смислi припущен-
ням. I коли всере́динi такого випадку отримали протирiччя, то ще невiдомо, що його спричинило:
чи дослiджуваний вираз тавтологiчний, чи вiн не може бути нулем лише у випадку 𝐴=𝐵=0, а
в iнших випадках може. . . I тавтологiчнiсть стає доведеною лише пiсля виникнення протирiч
у кожному з можливих випадкiв.

А розгляд сукупностi таких випадкiв (𝐴 та 𝐵 —не змiннi, а складенi вирази!) нерiдко ви-
являється настiльки заплутаним, що легше все кинути i зробити заново методом Квайна або
побудовою таблицi iстинностi. . .

Тому́, для деяких виразiв метод редукцiї дозволяє перевiрити тавтологiчнiсть швидко й зру-
чно, а для деяких iнших з нього нема нiякого толку.

1.6 Предикати

1.6.1 Означення предиката

Досi ми вважали, що у логiчних (бу́левих) виразах використовуються наперед заданi бу́левi кон-
станти та/або змiннi, для кожної з яких треба розглянути обидва можливi варiанти значень.

Але у програмуваннi бу́левi значення найчастiше з’являються у ситуацiях на зразок “if(x>0
&& y!=0) ...” — виконуються арифметичнi порiвняння, бу́левий результат яких залежить вiд

чисел x та y. . . Очевидно, що подiбнi «умови» потрiбнi не лише у практичному програмуваннi,
а й у бiльшостi галузей математики. Це формалiзується за допомогою т. зв. предикатiв (укр.,
рос. «предика́т», англ. «predicate»).

Предика́т — це функцiя, що може залежати вiд будь-якої (яка потрiбна) кiлькостi параме-
трiв (вони ж аргументи)11 будь-яких (якi потрiбнi) типiв, результатом якої обов’язково є логiчне
значення.

(У лiтературi можна знайти iншi означення предиката, й деякi з них на перший погляд геть не схожi на
щойно згадане. Але насправдi всi вони мають один i той са́мий смисл, просто пiдходять до цього поняття
«з рiзних бокiв».)

Наприклад, предикатом є твердження «𝑛 — просте число». Цей предикат залежить вiд одного
параметра 𝑛, тому його можна позначити як 𝑃 (𝑛). Щоб отримати конкретне бу́леве значення,
слiд пiдставити замiсть “𝑛” конкретне натуральне число: 𝑃 (3) = 1, 𝑃 (17) = 1, 𝑃 (35) = 0, тощо.

Предикатами є усi математичнi «порiвняння» в широкому смислi цього сло́ва — наприклад,
“𝑥 > 0” (дiйсне число 𝑥 строго додатнє); “𝑛 ··· 𝑘” (натуральне число 𝑛 дiлиться нацiло на натураль-
не число 𝑘); “𝑥 ⊥ 𝑦” (пряма 𝑥 перпендикулярна прямiй 𝑦); . . .

Предикат може складатися з простiших предикатiв, зв’язаних логiчними операцiями. Напри-
клад, згаданий вираз “(x>0 && y!=0)” (у «бiльш математичному» виглядi — “𝑥 > 0 ∧ 𝑦 ̸= 0”).
Якщо пiдставити замiсть параметрiв 𝑥 та 𝑦 конкретнi чи́сла, пiдвирази “𝑥 > 0” та “𝑦 ̸= 0” набу-
дуть конкретних бу́левих значень, i вже до цих бу́левих значень застосовується операцiя “∧”.

Предикати не зобов’язанi бути класично-математичними. Наприклад, можна розглянути пре-
дикат 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧), котрий означає «𝑧 лежить на найкращому шляху з 𝑥 до 𝑦», де в якостi 𝑥, 𝑦 та 𝑧
можна пiдставляти населенi пункти. Скажiмо, 𝑇 (Черкаси, Шпола, Смiла)=1, 𝑇 (Умань, Київ,
Васильќiв)=1, 𝑇 (Чигирин, Кам’янка, Канiв)=0.

(Умова «лежить на найкращому шляху» не математично строга, тому́ з’являються певнi неоднозна-
чностi. Як бути з тим, що одним подобається їздити зi Смiли до Києва через Корсунь–Обухiв, iншим —
через Золотоношу–Бориспiль? Чи вважати, що Золотоноша «лежить на шляху», якщо усi їдуть по об’їзнiй,

11У програмуваннi бiльш-менш прийнято розрiзняти поняття «параметр» та «аргумент»: параметр — назва в
заголовку функцiї (як пiдпрограми), яка потребу́є, щоб замiсть неї пiдставили щось конкретне, а аргумент —
те конкретне, яке пiдставляють на мiсце параметра. Але на математику ця домовленiсть не поширюється, тому
в текстi посiбника можливi вiдхилення вiд неї. Тим паче можливi такi вiдхилення в iнших книжках з математики.
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а не через мiсто? Усi цi питання не дурнi й непотрiбнi. Такого роду уточнення при переходi вiд неформаль-
них фраз до математичної постановки задачi можуть бути складовою хоч математичного розв’язування
словесно сформульованої задачi, хоч реальної роботи програмiста. Вибiр найкращого уточнення може
з’являтися, наприклад, внаслiдок аналiзу тексту задачi (чи вимог замовника). Зараз, коли нi детально-
го тексту задачi, нi замовника нема, приймемо рiшення: в усiх згаданих випадках вважати, що умова
«лежить на найкращому шляху» виконується (предикат дорiвнює true).)

Ще один «не класично-математичний» приклад предиката — «людина 𝑥 побувала у мiстi 𝑦».
У цьому предикатi параметри рiзнотипнi: в якостi 𝑥 слiд пiставляти конкретну людину, в якостi
𝑦 — конкретне мiсто.

1.6.2 Способи подання предикатiв

«Подання́» (воно ж «предста́влення»; рос. «представле́ние», англ. «presentation» або «repre-
sentation») означає приблизно те ж, що «засоби запису». У першу чергу нас цiкавить машинне
(комп’ютерне) подання́.

Пряма аналiтична формула Умова, яку виражає предикат, записується виразом типу bool.
(Наприклад, предикат «𝑛 — па́рне число» можна подати виразом “n%2==0”.)
Прямi аналiтичнi формули найлегше будувати для такого роду арифметичних порiвнянь; але

вони бувають застосовнi i до iнших предикатiв. Наприклад, геометричний предикат «𝑎 ⊥ 𝑏»
(𝑎, 𝑏 — прямi на площинi) теж можна задати прямою аналiтичною формулою: узяти напрямнi
вектори прямих, обчислити їхнiй скалярний добуток i подивитися, чи рiвний вiн нулю.

Але цим способом можна подати далеко не всi предикати. . .

Алгоритмiчна перевiрка Передбачає наявнiсть алгоритму, вхiдними даними якого є аргу-
мент(и) предиката, результатом — значення предиката.

(Наприклад, предикат «𝑛 — просте число» не можна записати одним виразом типу bool. Зате його
можна виразити за допомогою циклiчного алгоритму, який перебере всi чи́сла вiд 2 до [

√
𝑛] i для кожного

подивиться, чи справдi воно не є дiльником 𝑛.)

Очевидно, обидва вищезгаданi способи подання незастосовнi, коли предикат такої природи,
що його значення не можна отримати шляхом мiркувань, а можна лише знати або не знати.
Якщо, наприклад, спитати в когось, хто не знає м. Львiв, «чи проходить трамвай №3 через пло-
щу Ринок?», то, яким алгоритмом не аналiзуй слова́ «трамвай», «Ринок» та число 3, навряд чи
можна отримати вiдповiдь, не звернувшися до карти, або людини, котра знає, або списку зу-
пинок, або ще якогось джерела́ iнформацiї. В таких випадках слiд спиратися на деякi перелiки
окремих фактiв. Звiсно, перелiки реально використати лише там, де кiлькiсть можливих наборiв
аргументiв предиката не просто скiнче́нна, а ще й не дуже велика.

Таблиця iстинностi Передбачає, що для всiх можливих значень параметр(а/iв) предиката го-
това вiдповiдь (“0” чи “1”) береться з таблицi. Для унарних предикатiв таблиця лiнiйна (одно-
вимiрна), для бiнарних — прямокутна (двовимiрна), де рядки́ вiдповiдають значенням одного
параметра, стовпчики — значенням iншого параметра, тощо.

(Наприклад, табличний спосiб дуже зручний для подання предиката 𝐺(𝑥, 𝑦) «тролейбусом 𝑥 можна
доїхати до 𝑦», де 𝑥 може набувати лише значення 1, 4, 7, 10, а 𝑦 — лише значення “драмтеатр”, “ПЗР”,
“пл. Б. Хм.”, “трол. парк”, “ЧНУ”.

драмтеатр ПЗР пл. Б. Хм. трол. парк ЧНУ
1 1 0 1 0 1
4 1 0 0 1 0
7 1 0 1 1 1
10 1 1 1 0 0

Ми казали, що нас цiкавить у першу чергу комп’ютерне подання. Таблицi зазвичай реалiзують маси-
вами, iндексами яких є послiдовнi цiлi чи́сла, а не слова́. У таких випадках треба використати яке-небудь
перетворення назв у номери́, котрi й будуть iндексами масиву. . . Але це вже суто програмiстська, а не ма-
тематична робота.)

Перелiк наборiв, на яких предикат iстинний Все сказано назвою. (Наприклад, цей самий
«тролейбусний» предикат буде поданий у виглядi перелiка (1, драмтеатр), (1, пл. Б. Хм.), (1, ЧНУ),
(4, драмтеатр), (4, трол. парк), (7, драмтеатр), (7, пл. Б. Хм.), (7, трол. парк), (7, ЧНУ), (10, драмтеатр),
(10, ПЗР), (10, пл. Б. Хм.).)
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Перевага цього способу: якщо значення предиката дуже рiдко дорiвнює iстинi, то такий перелiк
значно економнiший, нiж таблиця, за об’ємом пам’ятi. Але це так лише для деяких предикатiв.

Недолiки способу такi: (1) дещо ускладнений пошук значення предиката за заданими аргументами;
(2) не зрозумiло, чи варто зберiгати перелiк всiх можливих значень кожного параметра (= область визна-
чення) предиката. З одного боку, збереження суперечить iдеї економiї пам’ятi. З iншого — не збереження
може призвести до втрати iнформацiї про справжню область визначення (а як наслiдок — до неправиль-
ного результату застосування квантора; див. також початок розд. 1.6.4).)

Наведенi способи подання — не «єдино дозволенi»; можуть бути iншi, можна модифiкувати та
комбiнувати цi. Власне, значна частина реальних програм цим i займається: бере щось з готових
баз даних (що є аналогом останнiх двох способiв), i перетворює його згiдно якогось алгоритму
(що є аналогом перших двох). . .

1.6.3 Означення кванторiв

I у математицi, i у фразах природною мовою є поняття «кожен», «завжди», «для всiх», «для будь-
якого», а також «iснує», «хоча б iнодi». Їх формалiзують за допомогою т. зв. ква́нторiв (укр., рос.
ква́нтор; англ. quantifier). Як правило, розглядають два види кванторiв — квантор загальностi

та квантор iснування.

Квантор загальностi Квантор загальностi (рос. «квантор (все)общности», англ. «universal
quantifier»; позначається “∀” (походить вiд перевернутої “A” з «for All»); читається «для всiх»,
«для будь-якого», «для кожного», «для довiльного», «для всех», «для любого», «для произволь-

ного», «для каждого», «for all», «for any», «for arbitrary», «for each»)12 позначає, що предикат
iстинний для всiх можливих значень змiнної.

Тобто, стверджувати, що предикат з квантором загальностi iстинний (“(∀𝑥𝑃 (𝑥))=true”), мо-
жна лише пiсля того, як або перебрали всi можливi значення параметра 𝑥 i для кожного з них пе-
реконалися, що предикат набуває значення true (все це, зрозумiло, можливо лише якщо кiлькiсть
можливих значень параметра не просто скiнче́нна, а й досить мала́), або побудували (правильне)
математичне доведення.

(Наприклад, ∀𝑥(𝑥 · 0 = 0) буде true, бо рiвнiсть 𝑥 · 0 = 0 справдi виконується абсолютно для всiх 𝑥.)

Щоб стверджувати “(∀𝑥𝑃 (𝑥))= false”, досить знайти якесь одне значення аргумента, при
якому предикат набуває значення “false”. Це називають контрприклад (рос. «контрпример»,
англ. «counterexample»).

(Скажiмо, ∀𝑥(𝑥2>10) буде false, i щоб це показати, досить пред’явити контрприклад 𝑥=2, при якому
(22 > 10)=false. Для цього предиката є й iншi контрприклади, скажiмо, 𝑥=−0,12, враховуючи (−0,12)2=
=0,0144<10, теж дає ((−0,12)2 > 10)=false.)

Контрприклади широко застосовують у самих рiзних галузях математики та фiлософiї, тому
повторимо суть цього поняття iншими словами. Є твердження, що деяка властивiсть (чи то
математично сформульований предикат, чи то фiлософська думка, тощо) виконується завжди.
У вiдповiдь наводять деякий конкретний приклад, коли ця властивiсть не дотримана. Якщо
сформулювати такий контрприклад-вiдповiдь вдалося — значить, початкове твердження (що ця
властивiсть завжди виконується) було хибним.

Контрприклад не має доказової сили, коли у початковому твердженнi говориться про «зазви-
чай», «у бiльшостi випадкiв», тощо; але квантору загальностi вiдповiдає «завжди», i проти нього
застосовувати контрприклад можна. (Для повноти картини варто врахувати також розд. 1.6.4.)

Невдачi при пошуку контрприкладу на побутовому рiвнi часто сприймаються за доведен-
ня правильностi твердження; але у математичнiй логiцi це так лише у вже згаданому випадку
«перебрали абсолютно всi можливi значення параметра», а в iнших випадках невдачi при пошу-
ку контрприкладу нiчого не доводять i не спростовують: можливо, невдачi спричиненi тим, що
предикат всюди iстинний, але можливо й тим, що погано шукали.

12Цiкаво вiдзначити, що з точки зору психологiї, соцiологiї та iн. подiбних дисциплiн «всi» i «кожен» — рiзнi
поняття; але з точки зору класичної математичної логiки це одне й те саме.
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Квантор iснування Квантор iснування (рос. «квантор существования», англ. «existential
quantifier»; позначається “∃” (походить вiд перевернутої “E” з «there Exists»); читається «iснує»,
«для деякого», «iснує хоча б один», «существует», «для некоторого», «существует хотя бы

один», «there exists», «for some», «for at least one») позначає, що є хоча б одне значення змiнної,
при якому предикат iстинний.

(Не «рiвно одне», а хоча б одне; тобто, можна одне, можна п’ять, можна всi. . . 13)
Отже, щоб стверджувати, що предикат з квантором iснування iстинний (“(∃𝑥𝑃 (𝑥))=true”),

достатньо знайти яке-небудь значення змiнної, при якому предикат набуває значення true; щоб
стверджувати протилежне (“(∃𝑥𝑃 (𝑥))=false”), потрiбно або перебрати всi можливi значення па-
раметра 𝑥, i для кожного з них переконатися, що предикат набуває значення false, або будувати
математичне доведення.

(Наприклад, ∃𝑥(𝑥2>5)=true, i щоб це показати, досить пред’явити 𝑥=4, при якому (42 > 5)=true.
I, наприклад, ∃𝑥(𝑥+2 = 𝑥+5) буде false, бо як не шукай, а не знайдеш такого 𝑥, щоб вийшло 𝑥+2=

=𝑥+5. Або, бiльш строго: зi шкiльного курсу алгебри вiдомо, що якщо з обох частин рiвностi вiдняти
один i той самий вираз, рiвнiсть не перестане бути правильною, якщо була, i не стане правильною, якщо
не була. Тож вiднiмемо з обох частин 𝑥, i отримаємо 2=5, а така рiвнiсть очевидно нiколи (нi при якому
значеннi 𝑥) не виконується.)

Значення аргумента, яким показується iстиннiсть предиката з квантором iснування, нерiдко
називають приклад (без(!) префiкса «контр», який означає «проти».) Цiлком «симетрично» до
квантора загальностi, невдачi при пошуку прикладу (пiдтверджувального) на побутовому рiвнi
часто сприймаються за спростування (доведення хибностi) твердження; але у математичнiй логiцi
це так лише у вже згаданому випадку «перебрали абсолютно всi можливi значення параметра»,
а в iнших випадках вiдсутнiсть прикладу нiчого не спростовує i не доводить.

Синтаксис використання кванторiв За квантором мусить слiдувати спочатку змiнна, по-

тiм предикат. Як правило, предикат залежить вiд цiєї змiнної; наприклад “∀𝑥(𝑥2 > 0)” — маємо
змiнну 𝑥 при кванторi, i вона ж потiм використовується у “𝑥2 > 0”. Як виключення, можливi й
записи у стилi “∃𝑡(𝑦<𝑧)” (“𝑡” не має стосунку до “𝑦 < 𝑧”, i квантор нiчого не дає, але формально
так можна; ну, як можна писати 𝑥+ 0, хоча толку додавати 0. . . ).

Записи ж вигляду “∃” або “∀𝑥” або “∃𝑃 (𝑥)” взагалi не є завершеними виразами, як не є осми-
сленим завершеним виразом “

√
”: щоб застосувати корiнь, треба вказати, з чого його добувати.

А щоб застосувати квантор, треба i сам значок квантора, i змiнна, i предикат.

Вiльнi та зв’язанi змiннi. Перейменування змiнних Зв’язана змiнна (рос. «связанная пе-

ременная», англ. «bound variable») — це параметр предиката, по якому взятий квантор. Вiльна
змiнна (рос. «свободная переменная», англ. «free variable») — це параметр предиката, по якому
не взятий квантор. Наприклад, для предиката “∃𝑥𝑃 (𝑥)”, 𝑥 є зв’язаною змiнною, а для предиката
“𝑃 (𝑦)”, 𝑦 є вiльною змiнною. А в предикатi “∃𝑎𝑇 (𝑎, 𝑏, 𝑐)” є одночасно i зв’язана змiнна 𝑎, i вiльнi
змiннi 𝑏 та 𝑐.

Вiльнi змiннi «видимi ззовнi»: щоб предикат набув конкретного значення, їх ще треба пiдста-
вити. Зв’язанi змiннi «невидимi», їх можливi значення «вже перебранi» квантором, пiдставити
вже нiчого не можна.

Зв’язанi змiннi можна перейменовувати. Наприклад, “∃𝑥𝑃 (𝑥)” та “∃𝑧𝑃 (𝑧)” мають абсолютно
однаковий смисл — предикат 𝑃 (·) виконується хоча б для одного значення аргумента. При пере-
йменуваннi зв’язаної змiнної, треба замiняти всi її входження — i безпосередньо при кванторi,
i скрiзь у предикатi, до якого цей квантор застосований (в областi дiї квантора).

Водночас, перейменовувати вiльнi змiннi не можна. Скажiмо, “𝑥 > 5” та “𝑦 > 5” — рiзнi пре-
дикати, i вони набудуть рiзних значень, якщо пiдставити з зовнiшнього свiту 𝑥 = 3 та 𝑦 = 7.

(Можна провести таку аналогiю. Просто так замiнити лише в одному мiсцi програми “if(x>0) ...”
на “if(y>0) ...” неправильно, бо x та y — рiзнi змiннi, й толку порiвнювати не ту, яка потрiбна? Так само
неправильно i свавiльно перейменувати вiльну змiнну. А от замiна змiнної як у заголовку циклу for, так
i в його тiлi (наприклад, цикл “for(int i=0; i<N; i++) cout << a[i] << " ";” на цикл “for(int k=0;

k<N; k++) cout << a[k] << " ";”) не впливає на смисл: наведенi цикли виконують абсолютно однакову

13У деяких iнших книжках з математики iнодi використовують також квантор “∃! ”; вiн означає «iснує рiвно
од(ин/на/не)» й називається «квантор iснування та єдиностi». Але у рамках цього посiбника такий квантор
(зi знаком оклику) бiльше не згадуватиметься, а “∃” (без знака оклику) має цiлком загальноприйнятий смисл
«хоча б од(ин/на/не)».
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роботу — виводять значення елементiв масиву a, й неважливо, яка змiнна (i чи k) використовується як
лiчильник. Тут ситуацiя подiбна до замiни зв’язаної змiнної як при кванторi, так i в областi його дiї.

Крiм того, мiняти “for(int i...” на “for(int k...” можна не завжди, а лише якщо змiнна k не ви-
користовується всере́динi цього циклу нi для яких iнших потреб. Те са́ме стосується i перейменувань
зв’язаних змiнних у квантифiкованих предикатах: нове iм’я може бути будь-яким, але таким, що не має
в поточному контекстi нiякого iншого смислу.)

Квантори застосовують частiше, нiж здається на перший погляд Розглянемо твердже-
ння «Якщо натуральне число закiнчується на 0, то воно па́рне». До нього ставляться, як до
iстинного, а не як до предиката, iстинного для одних чисел i хибного для iнших. Хоча «шма-
точки» «Натуральне число закiнчується на 0» та «Натуральне число па́рне» явно залежать вiд
того, яке число пiдставити. То залежнiсть вiд числа́ все-таки є, чи нема?

Причина непорозумiння — у твердженнi квантор не вказаний явно, але мається на увазi. Воно
є (стандартним) скороченням такого: «Для кожного натурального числа́ справедливо: якщо його
десятковий запис закiнчується на 0, то воно па́рне». А тут уже чiтко видно i квантор загальностi,
i те, що якщо згаданi «шматочки» позначити 𝑃 (𝑛) = «Натуральне число 𝑛 закiнчується на 0» та
𝑄(𝑛) = «Натуральне число 𝑛 па́рне», то цiлком нормально, що 𝑃 (𝑛) та 𝑄(𝑛) залежать вiд вiльної
змiнної 𝑛, а усе твердження “∀𝑛(𝑃 (𝑛) → 𝑄(𝑛))” не залежить вiд зв’язаної змiнної 𝑛.

1.6.4 Обмеженi квантори

Розглянемо квантифiкований предикат “∃𝑘(𝑘 < 1)”. Його значення залежить вiд того, де зада-

ний предикат “𝑘 < 1”. Якщо в якостi 𝑘 можна пiдставляти лише натуральнi чи́сла, то жодне
натуральне число не є строго меншим одиницi — отже, увесь (квантифiкований) вираз дорiвнює
хибi. А якщо розглянути той са́мий запис “∃𝑘(𝑘 < 1)”, але вважаючи, що 𝑘 може бути довiльним
дiйсним числом, то увесь (квантифiкований) вираз дорiвнює iстинi, бо можна знайти, напри-
клад, 𝑘 = 3

4 , при якому (34 < 1)=true. Отже, щоб правильно розумiти смисл квантифiкованого

предиката, треба чiтко знати область можливих значень змiнної, по якiй береться квантор.

Один iз способiв задати цю область — т. зв. обмеженi квантори (рос. «ограниченные кван-
торы», англ. «bounded quantifiers»). Це квантори, при яких записано не лише змiнну, а ще й
додаткову умову, яка накладається на цю змiнну. Наприклад, неоднозначний запис “∃𝑘(𝑘 < 1)”
можна уточнити як “∃𝑘𝑘∈N(𝑘 < 1)” (що дорiвнює false) або як “∃𝑘𝑘∈R(𝑘 < 1)” (що дорiвнює true).
Або, наприклад, «𝑄(𝑥) виконується для всiх iксiв з iнтервалу вiд 0 до 1» можна записати як
“∀𝑥0<𝑥<1𝑄(𝑥)”.

Додаткова умова, накладена на змiнну, сама є предикатом (причому предикатом з єдиною
вiльною змiнною — тiєю са́мою, по якiй береться обмежений квантор). Тому можна побудувати
предикати зi «звичайними» кванторами, еквiвалентнi предикатам з обмеженим “∀𝑥𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥)” та
“∃𝑥𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥)”, i вони матимуть вигляд “∀𝑥

(︀
𝑆(𝑥) . . . 𝑃 (𝑥)

)︀
” та “∃𝑥

(︀
𝑆(𝑥) . . . 𝑃 (𝑥)

)︀
” (де замiсть “. . . ”

потрiбно пiдставити правильну логiчну операцiю).

Обмежений квантор “∃𝑥𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥)” означає «серед тих iксiв, для яких 𝑆(𝑥), iснує такий, що . . . ».
Тобто, має знайтися 𝑥, який задовольняє одночасно i додаткову умову 𝑆(𝑥), i предикат 𝑃 (𝑥):

∃𝑥𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥) = ∃𝑥
(︀
𝑆(𝑥) ∧ 𝑃 (𝑥)

)︀
. (1)

Це не означає, нiби “∀𝑥𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥)” перетворюється у ∀𝑥
(︀
𝑆(𝑥)∧𝑃 (𝑥)

)︀
. Такий вираз ставить надто

жорсткi вимоги: щоб абсолютно для всiх iксiв виконувалися i 𝑆(𝑥), i 𝑃 (𝑥). Хоча “∀𝑥𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥)”
нiчого не каже про тi iкси, для яких не виконується додаткова умова 𝑆(𝑥) — для них 𝑃 (𝑥)
може хоч виконуватися, хоч нi. А от для всiх тих iксiв, де 𝑆(𝑥) виконується, вимагається, щоб
виконувалося i 𝑃 (𝑥). Отже, iмплiкацiя:

∀𝑥𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥) = ∀𝑥
(︀
𝑆(𝑥) → 𝑃 (𝑥)

)︀
. (2)

(Приклад про па́рнi чи́сла зi стор. 33 теж можна i звести до обмеженого квантора загальностi, i викори-
стати в аргументацiї того, що (2) повинна мiстити са́ме iмплiкацiю.)
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1.6.5 Застосування кванторiв до багатоарних предикатiв

Тут з’являються рiзнi випадки. Можна зв’язати кванторами усi змiннi, а можна лише частину;
можна узяти по рiзним змiнним однотипнi квантори, а можна рiзнотипнi.

Усi змiннi, вiд яких залежить предикат, зв’язуються однотипними кванторами Тобто,
або по всiм змiнним однаково беруться “∀”, або по всiм змiнним однаково беруться “∃”. Це най-
простiший випадок, аналогiчний розглянутому випадку унарних предикатiв.

(Наприклад, ∀𝑥∀𝑦∀𝑧(𝑥+ 𝑦 = 𝑧)=false, бо можна пiдiбрати контрприклад, скажiмо, 𝑥=2, 𝑦=3, 𝑧=1,
при яких рiвнiсть не виконується; а ∃𝑥∃𝑦∃𝑧(𝑥+ 𝑦 = 𝑧)=true, бо можна пiдiбрати i, наприклад, 𝑥=1, 𝑦=1,
𝑧=2, при пiдстановцi яких рiвнiсть виконується.

Тепер щодо перевiрки шляхом перебору значень парамерiв: перебирати слiд всi можливi па-
ри/трiйки/. . . . Само собою, хибнiсть ∀𝑥1 . . . ∀𝑥𝑛𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) може бути встановлена першим же кон-
трприкладом, а iстиннiсть ∃𝑥1 . . . ∃𝑥𝑛𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — першим же пiдтверджувальним прикладом; але для
встановлення iстинностi ∀𝑥1 . . . ∀𝑥𝑛𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) чи хибностi ∃𝑥1 . . . ∃𝑥𝑛𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) таки треба перебира-
ти всi можливi поєднання кожного значення кожного параметра з усiма значеннями решти параметрiв.)

Зв’язування квантором однiєї зi змiнних Ця змiнна перестає бути вiльною, а решта лишаю-
ться. Тому́ утворюється предикат, залежний вiд решти змiнних. Наприклад, ∃𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦) залежить
вiд 𝑦. (Залежнiсть може бути фiктивною, тобто значення предиката може бути однаковим при
всiх наборах змiнних, що лишилися вiльними. А може бути й справжня залежнiсть.)

Знайдемо ∀𝑥𝐺(𝑥, 𝑦), ∃𝑥𝐺(𝑥, 𝑦), ∀𝑦𝐺(𝑥, 𝑦) та ∃𝑦𝐺(𝑥, 𝑦) для предиката «тролейбус . . . про-
їжджає через . . . » (стор. 30).

драмтеатр ПЗР пл. Б. Хм. трол. парк ЧНУ ∀𝑦𝐺(𝑥, 𝑦) ∃𝑦𝐺(𝑥, 𝑦)

1 1 0 1 0 1 0 1
4 1 0 0 1 0 0 1
7 1 0 1 1 1 0 1
10 1 1 1 0 0 0 1

∀𝑥𝐺(𝑥, 𝑦) 1 0 0 0 0
∃𝑥𝐺(𝑥, 𝑦) 1 1 1 1 1
При 𝑦=ПЗР, ∀𝑥𝐺(𝑥,ПЗР)=0, бо не всi тролейбуси проходять через ПЗР (у стовпчику «ПЗР»

є хоча б один нуль). Так само з ∀𝑥𝐺(𝑥, пл. Б. Хм.)= 0, ∀𝑥𝐺(𝑥, трол. парк)= 0, ∀𝑥𝐺(𝑥,ЧНУ)=
=0. А ∀𝑥𝐺(𝑥, драмтеатр)= 1, бо всi наведенi тролейбуси проходять повз драмтеатр (стовпчик
«драмтеатр» складається з самих одиниць). Оцi чотири нулi й одна одиниця i формують пре-
дикат ∀𝑥𝐺(𝑥, 𝑦), залежний вiд 𝑦 (iстинний при 𝑦 = драмтеатр, i хибний при 𝑦 = пл. Б. Хм.,
𝑦 = трол. парк, 𝑦 = ЧНУ та 𝑦 = ПЗР).

Для ∃𝑥𝐺(𝑥, 𝑦) усе аналогiчно, але перевiряємо, чи є хоча б одна 1 у стовпчику. Конкретно для
цiєї таблицi, ∃𝑥𝐺(𝑥, 𝑦) iстинний при всiх 𝑦 (залежнiсть вiд 𝑦 фiктивна).

Для ∀𝑦𝐺(𝑥, 𝑦) та ∃𝑦𝐺(𝑥, 𝑦) усе аналогiчно, але перевiряємо, чи всi одиницi та чи є хоч одна
одиниця по рядкам, а не стовпчикам. Для цiєї таблицi виходить, що стовпчик ∀𝑦𝐺(𝑥, 𝑦) склада-
ється з самих лише нулiв, стовпчик ∃𝑦𝐺(𝑥, 𝑦) — з самих лише одиниць.

Тепер дослiдимо предикат ∃𝑦(𝑥+ 𝑦 = 𝑧) (𝑥, 𝑦, 𝑧 — дiйснi). Його не можна подати скiнче́нною
таблицею, отже деталi попереднього способу не застосовнi. Але лишається незмiнною iдея
«“iснує 𝑦” — от i спробуємо пiдiбрати». 𝑥+ 𝑦 = 𝑧 рiвносильно 𝑦=(𝑧 − 𝑥). Дiю 𝑧 − 𝑥 можна ви-
конати завжди (якi б не були дiйснi 𝑥, 𝑧). Отже, нам вдалося знайти такий 𝑦, щоб предикат
“𝑥+ 𝑦 = 𝑧” був iстинним. Значить, ∃𝑦(𝑥+ 𝑦 = 𝑧)=true (змiннi 𝑥 та 𝑧 фiктивнi).

Тепер дослiдимо той самий предикат “∃𝑦(𝑥+ 𝑦 = 𝑧)”, але 𝑥, 𝑦, 𝑧 — натуральнi. При 𝑥 < 𝑧
попереднiй розв’язок «вiзьмемо 𝑦=(𝑧 − 𝑥) й отримаємо тотожнє true» правильний, але при 𝑥 > 𝑧
дiя 𝑧 − 𝑥 виводить за межi натуральних чисел, а в першопочатковому формулюваннi (𝑥+ 𝑦 = 𝑧)
неможливо додати до i так бiльшого iкса натуральне число й отримати менший зет. Тому тут

∃𝑦(𝑥+ 𝑦 = 𝑧)=
{︂

true, при 𝑥 < 𝑧,
false, при 𝑥 > 𝑧

=(𝑥 < 𝑧). Був предикат (𝑥+ 𝑦 = 𝑧) вiд трьох змiнних 𝑥, 𝑦, 𝑧,

застосували до нього квантор ∃𝑦, отримали предикат (𝑥 < 𝑧) вiд решти змiнних 𝑥, 𝑧.
Якщо початковий предикат має 𝑛 (𝑛 > 3) параметрiв, i однотипнi квантори беруться вiдразу

по кiльком параметрам, але не всiм — ситуацiя повнiстю аналогiчна. Наприклад, ∃𝑥∃𝑡𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
залежить вiд 𝑦 та 𝑧, причому iстинний тодi й тiльки тодi, коли початковий 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) при вка-
заних 𝑦 та 𝑧 iстинний хоча б при деяких 𝑥 та 𝑡.
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До предиката застосовано рiзнотипнi квантори Це найскладнiша, але й найпотрiбнiша
ситуацiя. Почнемо з випадкiв застосування двох (обох) рiзнотипних кванторiв до двомiсного пре-
диката. Тобто, випадкiв ∃𝑥∀𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦), ∀𝑥∃𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦), ∃𝑦∀𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦) та ∀𝑦∃𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦). Їх можна пояснити
двома способами, якi призводять до однакового результату, i взагалi взаємозамiннi.

Спосiб перший. Квантифiкацiя ∃𝑥∀𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦) читається «iснує такий iкс, що для всiх iгрекiв
виконується пе вiд iкс, iгрек» i означає «можна пiдiбрати одне таке значення 𝑥=𝑥⋆, що при
цьому значеннi 𝑥⋆ предикат iстинний абсолютно при всiх значеннях 𝑦». Аналогiчно, ∃𝑦∀𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦)
читається «iснує такий iгрек, що для всiх iксiв виконується пе вiд iкс, iгрек» i означає «можна
пiдiбрати одне таке значення 𝑦=𝑦⋆, що при цьому значеннi 𝑦⋆ предикат iстинний абсолютно при
всiх значеннях 𝑥».

Квантифiкацiя ∀𝑦∃𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦) читається «для кожного iгрека iснує такий iкс, що виконується пе
вiд iкс, iгрек» i означає «для кожного 𝑦 можна пiдiбрати таке значення 𝑥⋆⋆(𝑦), що при цих 𝑥⋆⋆(𝑦)
та 𝑦 предикат iстинний». Аналогiчно, ∀𝑥∃𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦) читається «для кожного iкса iснує такий iгрек,
що виконується пе вiд iкс, iгрек» i означає «для кожного 𝑥 можна пiдiбрати таке значення 𝑦⋆⋆(𝑥),
що при цих 𝑥 та 𝑦⋆⋆(𝑥) предикат iстинний».

Звернiть увагу, що у першiй парi випадкiв (∃𝑥∀𝑦 та ∃𝑦∀𝑥) квантифiкований предикат iстинний
лише коли можливо пред’явити один i той самий 𝑥 чи 𝑦 для всiх можливих значень iншої змiнної.
Тодi як ∀𝑦∃𝑥 дозволяє для рiзних 𝑦 пiдбирати рiзнi 𝑥 (аналогiчно, ∀𝑥∃𝑦 дозволяє для рiзних 𝑥
пiдбирати рiзнi 𝑦). Причому, са́ме дозволяє, а не вимагає. Тобто, ∀𝑦∃𝑥 дозволяє i ситуацiю, коли
для рiзних iгрекiв пiдбираються рiзнi iкси, i ситуацiю, коли для всiх iгрекiв береться один i той
самий iкс, i ситуацiю, коли для рiзних iгрекiв iкси частково повторюються й частково рiзнi.

Ситуацiї

{︂
∃𝑥∀𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦) = true,
∀𝑦∃𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦) = false

чи

{︂
∃𝑦∀𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦) = true,
∀𝑥∃𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦) = false

неможливi.

Доведення. ∃𝑥∀𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦)=true означає, що вдалося вибрати 𝑥⋆, один i той са́мий для всiх 𝑦. Тодi
нiщо не заважає щоразу пред’являти са́ме цей 𝑥⋆ для кожного з 𝑦 i так отримати ∀𝑦∃𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦)= true.
З другою ситуацiєю все аналогiчно. �

А от ситуацiї
{︂

∃𝑥∀𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦) = false,
∀𝑦∃𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦) = true

чи
{︂

∃𝑦∀𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦) = false,
∀𝑥∃𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦) = true

цiлком можливi. Але са́ме

можливi, а не гарантованi. Обмiн мiсцями рiзнотипних кванторiв може вплинути на результат,
а може й не вплинути.

Наприклад, розглянемо квантифiкацiї ∀𝑦∃𝑥𝐺(𝑥, 𝑦) та ∃𝑥∀𝑦𝐺(𝑥, 𝑦) все того ж «тролейбусного»
предиката. Хоча в обох квантифiкацiях йдеться про хоча б один тролейбус i про абсолютно
всi (згаданi у таблицi) мiсця, значення вийдуть рiзнi: ∀𝑦∃𝑥𝐺(𝑥, 𝑦)=true, бо для 𝑦 = драмтеатр
можна узяти 𝑥=1, для 𝑦 = ПЗР можна узяти 𝑥=10, для 𝑦 = пл. Б. Хм. можна узяти 𝑥=7, для
𝑦 = трол. парк можна узяти 𝑥=4 та для 𝑦 = ЧНУ можна знов узяти 𝑥=1. А ∃𝑥∀𝑦𝐺(𝑥, 𝑦)=false,
бо нема жодного такого тролейбусного маршруту, щоб цей конкретний маршрут проходив через
усi наведенi у таблицi мiсця.

А якщо розглянути квантифiкацiї ∀𝑥∃𝑦𝐺(𝑥, 𝑦) та ∃𝑦∀𝑥𝐺(𝑥, 𝑦) того ж предиката, то в обох
випадках вийде true, бо i кожен тролейбус проїжджає повз хоча б одне мiсце, i за тiєю таблицею
iснує таке мiсце 𝑦 = драмтеатр, повз яке проїжджають усi тролейбуси.

Спосiб дру́гий. Квантори слiд застосовувати зсередини назовнi:

∃𝑥∀𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦) = ∃𝑥
(︀
∀𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦)

)︀
; ∀𝑦∃𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦) = ∀𝑦

(︀
∃𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦)

)︀
;

∃𝑦∀𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦) = ∃𝑦
(︀
∀𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦)

)︀
; ∀𝑥∃𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦) = ∀𝑥

(︀
∃𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦)

)︀
.

Наприклад, щоб знайти ∀𝑦∃𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦), можна спочатку знайти ∃𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦), потiм застосувати до
∃𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦) квантор ∀𝑦; в iнших випадках аналогiчно.

Для ще складнiших конструкцiй, ситуацiя повнiстю аналогiчна. Наприклад, розглянемо
∃𝑥∀𝑧∃𝑦∃𝑡𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡). Для нього можна побудувати зсередини назовнi спочатку ∃𝑡𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), по-
тiм ∃𝑦

(︀
∃𝑡𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

)︀
, потiм ∀𝑧

(︀
∃𝑦(∃𝑡𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡))

)︀
, i насамкiнець ∃𝑥

(︀
∀𝑧

(︀
∃𝑦(∃𝑡𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡))

)︀)︀
. Або

можна сказати, що «∃𝑥∀𝑧∃𝑦∃𝑡𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) iстинний» рiвносильно «iснує такий 𝑥, щоб при ньому
(одному й тому ж) предикат виконувався для всiх 𝑧 i хоча б для деяких 𝑦 та 𝑡 (де 𝑦 та 𝑡 можуть
пiдбиратися залежно вiд 𝑧 та 𝑥)».
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1.6.6 Аналiтичнi перетворення предикатiв

Якщо у виразi з предикатами можна видiлити частину, яка в точностi вiдповiдає якомусь iз зако-
нiв (тотожностей) розд. 1.2, то цей закон можна застосувати, i в результатi отримаємо тотожньо
рiвний предикат.

Наприклад, ¬
(︀
𝑃 (𝑥) ∧ ∃𝑡𝑄(𝑡)

)︀
за законом де Моргана можна перетворити до ¬𝑃 (𝑥)∨¬(∃𝑡𝑄(𝑡)).

Хоча спочатку закон ¬(𝑎 ∧ 𝑏)=¬𝑎 ∨ ¬𝑏 вводився тiльки для булевих значень/змiнних, можна
взяти в якостi 𝑎 предикат 𝑃 (𝑥) i в якостi 𝑏 квантифiкований предикат “∃𝑡𝑄(𝑡)”.

Аналогiчно, для предиката ∃𝑥
(︀
¬(𝑃 (𝑥) → 𝑄(𝑥))

)︀
можна виразити заперечення iмплiкацiї

¬(𝑎 → 𝑏)=𝑎 ∧ ¬𝑏 й отримати рiвносильний предикат ∃𝑥
(︀
𝑃 (𝑥) ∧ ¬𝑄(𝑥)

)︀
. Те, що перетворення вiд-

булося всере́динi областi дiї квантора, не створює нiяких проблем.
Але жоден з ранiше вивчених (розд. 1.2) логiчних законiв не дозволяє спростити, наприклад,

¬
(︀
∃𝑥(¬𝑃 (𝑥))

)︀
. Тому зараз розглянемо додатковi закони, якi мають справу з кванторами.

1. Перейменування зв’язаних змiнних

∃𝑥𝑃 (𝑥) = ∃𝑦𝑃 (𝑦), ∀𝑥𝑃 (𝑥) = ∀𝑦𝑃 (𝑦).

2. Внесення заперечення у квантор

¬(∀𝑥𝑃 (𝑥)) = ∃𝑥(¬𝑃 (𝑥)), ¬(∃𝑥𝑃 (𝑥)) = ∀𝑥(¬𝑃 (𝑥)).

3. Можливiсть перестановки однотипних кванторiв

∀𝑥∀𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦) = ∀𝑦∀𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦), ∃𝑥∃𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦) = ∃𝑦∃𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦).

(Ранiше показано, що рiзнотипнi квантори переставляти не можна!)

4. Дистрибутивнiсть “∀” вiдносно “∧”, “∃” вiдносно “∨”(︀
∀𝑥𝑃 (𝑥)

)︀
∧
(︀
∀𝑥𝑄(𝑥)

)︀
= ∀𝑥

(︀
𝑃 (𝑥) ∧𝑄(𝑥)

)︀
,(︀

∃𝑥𝑃 (𝑥)
)︀
∨
(︀
∃𝑥𝑄(𝑥)

)︀
= ∃𝑥

(︀
𝑃 (𝑥) ∨𝑄(𝑥)

)︀
.

(Нi дистрибутивнiсть “∃” вiдносно “∧”, нi дистрибутивнiсть “∀” вiдносно “∨” не виконуються! Тобто,(︀
∀𝑥𝑃 (𝑥)

)︀
∨
(︀
∀𝑥𝑄(𝑥)

)︀
не завжди дорiвнює ∀𝑥

(︀
𝑃 (𝑥)∨𝑄(𝑥)

)︀
; аналогiчно,

(︀
∃𝑥𝑃 (𝑥)

)︀
∧
(︀
∃𝑥𝑄(𝑥)

)︀
не завжди

дорiвнює ∃𝑥
(︀
𝑃 (𝑥) ∧𝑄(𝑥)

)︀
.)

5. Занесення пiд квантор виразу, не залежного вiд змiнної

𝐶 = ∃𝑥𝐶, 𝐶 = ∀𝑥𝐶;(︀
∃𝑥𝑃 (𝑥)

)︀
∧ 𝐶 = ∃𝑥

(︀
𝑃 (𝑥) ∧ 𝐶

)︀
,

(︀
∃𝑥𝑃 (𝑥)

)︀
∨ 𝐶 = ∃𝑥

(︀
𝑃 (𝑥) ∨ 𝐶

)︀
;(︀

∀𝑥𝑃 (𝑥)
)︀
∧ 𝐶 = ∀𝑥

(︀
𝑃 (𝑥) ∧ 𝐶

)︀
,

(︀
∀𝑥𝑃 (𝑥)

)︀
∨ 𝐶 = ∀𝑥

(︀
𝑃 (𝑥) ∨ 𝐶

)︀
.

(де 𝐶 не залежить вiд 𝑥; на вiдмiну вiд п. 4, тут правильнi в т. ч. й перетворення для
“∃” та “∧”, а також “∀” та “∨”.)

Перелiченi тотожностi записанi для унарних та бiнарних предикатiв. Але вони справедливi
також i для багатоарних предикатiв, що мають iншi змiннi. Головне, щоб були тi змiннi, якi
справдi задiянi у тотожностi.

1.7 Повнота систем булевих функцiй

1.7.1 Означення функцiональної повноти

Система (набiр, множина) функцiй називається функцiонально повною14 (рос. «функционально
полная», англ. «functionally complete»), якщо абсолютно будь-яку функцiю можна подати у ви-
глядi формули, в котрiй мiстяться лише функцiї цiєї системи.

Наприклад, будь-яку булеву функцiю можна подати у виглядi таблицi iстинностi, i для будь-
якої таблицi iстинностi можна побудувати ДДНФ. ДДНФ мiстить лише операцiї “∧”, “∨” та “¬”.
Отже, система булевих функцiй {∧,∨,¬} є функцiонально повною, бо через них справдi можна
виразити абсолютно будь-яку булеву функцiю.

14Якщо в найближчому контекстi i так згадується слово «функцiя», «функцiонально повна» можна скорочувати
до «повна». Наприклад, «повна система функцiй».
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(Формально, це мiркування не охоплює особливий випадок—функцiю–константу 0. Але тотожнiй нуль
можна подати як “𝑥1 ∧ ¬𝑥1”, тож це (єдине) виключення не порушує повноту системи {∧,∨,¬}.)

Система {∨,¬} теж функцiонально повна: можна взяти ДДНФ, i повиключати всi кон’юнкцiї
за допомогою закона де Моргана 𝑥 ∧ 𝑦=¬(¬𝑥 ∨ ¬𝑦). В результатi вийде досить громiздка фор-
мула, найiмовiрнiше не ДДНФ; але це буде формула, в якiй використано лише двi дiї —∨ та ¬.
I таку формулу можна побудувати для будь-якої таблицi iстинностi, тобто для будь-якої булевої
функцiї. Отже, система функцiй {∨,¬} повна.

Абсолютно аналогiчно показується повнота системи {∧,¬} (через застосування iншого закону
де Моргана 𝑥 ∨ 𝑦=¬(¬𝑥 ∧ ¬𝑦)).

Ще один приклад функцiонально повної системи— {⊕,∧, 1}. Операцiї “⊕”, “∧” та константа 1
(й лише вони) використовуються в полiномах Жегалкiна, а ними теж можна задати абсолютно
будь-яку булеву функцiю. Важливо, що йдеться са́ме про систему {⊕,∧, 1}, а не {⊕,∧}: як не
комбiнуй сам́i лише “⊕” та “∧” (без константи 1), виразити ¬𝑥, неможливо.

1.7.2 Класи Поста та теорема Поста

Класи Поста та теорема Поста надають спосiб, що дозволяє для будь-якої системи булевих фун-
кцiй перевiрити, чи є вона повною, не будуючи сам спосiб вираження iнших функцiй через функцiї
цiєї системи. Що з одного боку буває зручно, з iншого — не конструктивно: коли за цим способом
взнаємо, що якось можна, це не дає нiякої iнформацiї про те, як са́ме це зробити.

Спочатку, означення класiв Поста. Їх п’ять:

1. Булева функцiя належить до класу Поста 𝑇0 (зберiгає константу 0 ), якщо 𝑓(0, . . . , 0) = 0
(при пiдстановцi замiсть усiх змiнних нулiв результатом буде 0).

2. Булева функцiя належить до класу Поста 𝑇1 (зберiгає константу 1 ), якщо 𝑓(1, . . . , 1) = 1
(при пiдстановцi замiсть усiх змiнних одиниць результатом буде 1).

3. Булева функцiя належить до класу Поста 𝑆 (самодвоїста), якщо на (всiх! ) протилежних
наборах вона набуває протилежнi значення: ∀𝑥1 . . . ∀𝑥𝑛(𝑓(¬𝑥1, . . . ,¬𝑥𝑛)=¬𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)).

4. Булева функцiя належить до класу Поста 𝐿 (лiнiйна), якщо її полiномЖегалкiна не мiстить
жодної кон’юнкцiї.

5. Булева функцiя належить до класу Поста 𝑀 (монотонна), якщо на бiльших наборах аргу-
ментiв функцiя приймає не меншi значення.

(Схоже з означенням монотонно неспадної функцiї зi шкiльного курсу алгебри. Але ця схо-
жiсть лише часткова, бо у шкiльному курсi алгебри поняття монотонностi було лише для функцiй,
якi приймали один числовий аргумент i вертали числовий результат. А за́раз розглядаються буле-
вi функцiї, що приймають кiлька логiчних аргументiв i вертають логiчний результат. Тому тепер
треба ще з’ясувати, що таке «не менше значення» i що таке «бiльший набiр аргументiв».

Поняття «не менше значення» вводиться природньо: уявимо, нiби 0 — не false, а числовий 0, а
1 — не true, а числова 1, i порiвняємо цi чи́сла. Iнакше кажучи, 1 > 1, 1 > 0 та 0 > 0 виконуються,
а “0>1” не виконується.

Тепер про «бiльший набiр аргументiв»: набiр (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) вважається бiльшим за набiр
(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) тодi й тiльки тодi, коли (∀𝑖(𝑥𝑖 > 𝑦𝑖)) ∧ (∃𝑖(𝑥𝑖 > 𝑦𝑖)), тобто усi (1-й, 2-й, . . . , 𝑛-й) ком-
поненти набора 𝑥-iв не меншi вiдповiдних компонентiв набора 𝑦-iв, i при цьому хоча б по одному
компоненту 𝑥𝑖 строго бiльше 𝑦𝑖.. Наприклад, (1, 1, 0, 1) ≻ (0, 1, 0, 0), бо по першiй компонентi
1 > 0, по другiй 1 > 1, по третiй 0 > 0, i по четвертiй 1 > 0.

I лише за́раз, коли сформульовано означення «не меншого значення» та «бiльшого набору
аргументiв», можна вважати, що означення класу 𝑀 задане чiтко й математично правильно.)

Для прикладу, дослiдимо на належнiсть класам Поста функцiю 𝑥1 𝑥2 𝑓→(𝑥1, 𝑥2)
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

𝑓→(𝑥1, 𝑥2)=𝑥1→𝑥2.
𝑓→(0, 0)=1 ̸=0, тому 𝑓→ /∈ 𝑇0.
𝑓→(1, 1)=1, тому 𝑓→ ∈ 𝑇1.
Можна пiдiбрати протилежнi набори 0 0 та 1 1, на котрих 𝑓→ набуває

однаковi (не протилежнi) значення. Отже, 𝑓→ /∈ 𝑆.
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Ми вже будували (на стор. 19) полiном Жегалкiна для 𝑓→, вiн має вигляд 𝑥1𝑥2⊕𝑥1⊕1, тобто
мiстить кон’юнкцiю (у пiдвиразi “𝑥1𝑥2”). Отже, 𝑓→ /∈ 𝐿.

Iснує пара наборiв 0 0 та 1 0, для якої (0, 0)≺ (1, 0), але 𝑓→(0, 0)= 1> 0= 𝑓→(1, 0). Отже,
𝑓→ /∈ 𝑀 .

(Причому, це — єдина пара наборiв, для якої порушується монотоннiсть. Те, що 𝑓→(0, 1) = 1> 0 =
=𝑓→(1, 0), не рахується, бо за вказаним вище означенням «бiльшого набору» набори (0, 1) та (1, 0) взагалi
не порiвнюванi: набiр (0, 1) не бiльший, бо має менший 𝑥1, а (1, 0) не бiльший, бо має менший 𝑥2. Це є
прикладом нелiнiйного вiдношення порядку, що детальнiше буде розглянуто у розд. 2.6.1 та 2.6.3.)

Тепер дослiдимо функцiю 𝑓¬(𝑥)=¬𝑥. 𝑥 𝑓¬(𝑥)
0 1
1 0𝑓¬(0)=1 ̸=0, тому 𝑓¬ /∈ 𝑇0.

𝑓¬(1)=0 ̸=1, тому 𝑓¬ /∈ 𝑇1.

Для цiєї функцiї є лише одна пара протилежних наборiв: набiр “0” та набiр “1”. Для них умова
𝑓¬(¬𝑥)=¬(¬𝑥)=¬𝑓¬(𝑥) виконується. Отже, 𝑓¬ ∈ 𝑆.

Як вiдомо, полiном Жегалкiна для ¬𝑥 має вигляд 𝑥⊕ 1. Тут нема кон’юнкцiй. Отже, 𝑓¬ ∈ 𝐿.

Можна пiдiбрати пару наборiв (набiр “0” та набiр “1”), для якої (0)≺ (1), але 𝑓¬(0)=1>0=
=𝑓¬(1). Отже, 𝑓¬ /∈ 𝑀 .

Теорема Поста Для того, щоб система булевих функцiй була функцiонально повною, необхiдно

й достатньо, щоб система мiстила хоча б одну функцiю, яка не зберiгає 0, хоча б одну, що

не зберiгає 1, хоча б одну не самодвоїсту, хоча б одну не лiнiйну, хоча б одну не монотонну.

(Повне доведення досить складне́, i ми його пропускаємо. Втiм, в одну сторону воно вiдносно про-
сте: ретельно обґрунтовуються твердження «якщо абсолютно всi функцiї системи належать 𝑇0, то, як їх
не поєднуй, однаково вийде функцiя, що належить 𝑇0», i ще чотири аналогiчних для решти класiв Поста.)

Наприклад, спираючись на цю теорему i ранiше проведене до- 𝑇0 𝑇1 𝑆 𝐿 𝑀
→ − + − − −
¬ − − + + −

слiдження функцiй 𝑓→ та 𝑓¬, можна зробити висновок, що {→,¬}
є функцiонально повною системою: тут є функцiя, що не зберiгає 0
(будь-яка “→” чи “¬”), є функцiя, що не зберiгає 1 (“¬”), є не само-
двоїста (“→”), є не лiнiйна (“→”), є не монотонна (наприклад, “→”).

Є двi бiнарнi логiчнi операцiї, кожна з яких сама́ утво- стрiлка Пiрса штрих Шеффера

𝑥1 𝑥2 𝑥1 ↓ 𝑥2 𝑥1 | 𝑥2
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 0 0

рює функцiонально повну систему: стрiлка Пiрса та штрих
Шеффера.

Їх можна навiть знайти, спираючись на теорему По-
ста: 𝑓 /∈𝑇0 вимагає 𝑓(0, 0)=1; 𝑓 /∈𝑇1 вимагає 𝑓(1, 1)=0; тодi
з 𝑓(0, 0)=1, 𝑓(1, 1)=0 та наявностi лише двох пар протиле-
жних наборiв (¬0,¬0)=(1, 1) i (¬0,¬1)=(1, 0) випливає, що
для 𝑓 /∈𝑆 необхiдно, щоб 𝑓(1, 0) ̸=¬𝑓(0, 1), тобто 𝑓(1, 0)=𝑓(0, 1); отже, лише двi бiнарнi операцiї,
з таблицями iстинностi 1 0 0 0 та 1 1 1 0, мають ту властивiсть, що кожна окремо взята одночасно
𝑓 /∈𝑇0, 𝑓 /∈𝑇1, 𝑓 /∈𝑆.

З 𝑓(0, 0)=1 та 𝑓(1, 1)=0 для кожної з них автоматично слiдує 𝑓 /∈𝑀 . Для перевiрки ж нелi-
нiйностi слiд побудувати будь-яким способом полiном Жегалкiна кожної з них: 𝑥1 ↓ 𝑥2=𝑥1𝑥2⊕
⊕𝑥1⊕𝑥2⊕ 1; 𝑥1 | 𝑥2=𝑥1𝑥2⊕ 1; отже, обидвi операцiї справдi /∈𝑀 , що завершує доведення як
того, що будь-яка окремо взята з цих операцiй утворює функцiонально повну систему, так i того,
що iнших таких бiнарних операцiй нема.

Заодно, вкажемо, як виразити через кожну з цих операцiй ¬, ∨ та ∧:

¬𝑥 = 𝑥 ↓ 𝑥 ¬𝑥 = 𝑥 | 𝑥
𝑥 ∨ 𝑦 = ¬(𝑥↓𝑦) = (𝑥 ↓ 𝑦) ↓ (𝑥 ↓ 𝑦) 𝑥 ∨ 𝑦 = (¬𝑥)|(¬𝑦) = (𝑥 |𝑥) | (𝑦 | 𝑦)
𝑥 ∧ 𝑦 = (¬𝑥)↓(¬𝑦) = (𝑥 ↓𝑥) ↓ (𝑦 ↓ 𝑦) 𝑥 ∧ 𝑦 = ¬(𝑥|𝑦) = (𝑥 | 𝑦) | (𝑥 | 𝑦)
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1.8 Тризначна логiка (вступ)

Класична логiка оперує виключно зi значеннями true та false, але бувають ситуацiї, коли цих
значень недостатньо. Одна з таких вiдносно простих i масових ситуацiй — банальне незнання.

Наприклад, для питання «Чи був дощ у Черкасах 5 травня 1555 року (за старим стилем)?»,
формально можливi лише варiанти вiдповiдi “так, був” та “нi, не було” (особливо, якщо уточнити
межi Черкас на той час та iншi подiбнi деталi). Але достеменно встановити, все-таки “так” чи “нi”,
нереально. Невiдомо, чи такий дощ був, чи нi. I це не предикат: тут нема параметра, залежно вiд
якого виходитиме true чи false. Тут са́ме невiдомiсть.

Сучаснiший приклад: нехай при реєстрацiї на сайтi вказувати дату народження
не обов’язково, але для тих, хто вказав, сайт її використовує. Нехай адмiнiстрацiя сайту бажає
показати одне повiдомлення всiм користувачам, молодшим 21 року, та iнше всiм, хто досяг вiку
21 рiк чи бiльше. Навiть якщо є чiтке означення, в яку секунду людинi виповнюється 21 рiк —
для тих, хто не вказав дату народження, результатом перевiрки «чи досяг вiку 21 рiк» на основi
самих лише реєстрацiйних даних буде «невiдомо».

Вiдомi кiлька рiзних спроб розширити класичну логiку так, щоб вона враховувала такi си-
туацiї. Їх са́ме кiлька рiзних, «конкуруючих» i не в усьому узгоджених одна́ з о́дною. Тому́ роз-
глянемо лише деякi базовi моменти, спiльнi для кiлькох (все одно не всiх) iз таких математи-
чних узагальнень i деяких спецiалiзованих мов, що реально використовують тризначну логiку
у програмуваннi — наприклад, SQL (structured query language, дослiвно «мова структурованих
запитiв»; використовується для роботи з базами даних).

Будемо вважати, що у тризначнiй логiцi можливi такi значення:
� false, воно ж “0”, воно ж “F”, воно ж «хиба»;

� unknown, воно ж “1/2”, воно ж “?”, воно ж “U”, воно ж «невiдомо»;

� true, воно ж “1”, воно ж “T”, воно ж «iстина».
(На жаль, у деяких джерелах пропонують ще iншi, несумiснi, системи позначень. Одна з них позначає

false як “−”, unknown як “0”, true як “+”, тобто надає зовсiм iнший смисл символу “0”. Ще одна позначає
false як “0”, unknown як “1”, true як “2”, тобто надає зовсiм iнший смисл символу “1”. На жаль, так буває,
коли рiзнi люди пропонують свої системи позначень. . . )

Заперечення вводиться так:
𝑥 ¬𝑥
0 1
1/2 1/2
1 0

Для заперечення true та false результат той самий, що й у класичнiй двозначнiй
логiцi. ¬1/2= 1/2, бо неможливiсть гарантувати нi iстиннiсть, нi хибнiсть 𝑥 якраз i є
неможливiстю гарантувати нi хибнiсть, нi iстиннiсть ¬𝑥.

𝑥 𝑦 𝑥 ∨ 𝑦 𝑥 ∧ 𝑦

0 0 0 0
0 1/2 1/2 0
0 1 1 0
1/2 0 1/2 0
1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 1 1 1/2
1 0 1 0
1 1/2 1 1/2
1 1 1 1

Диз’юнкцiя та кон’юнкцiя вводяться згiдно таблицi
iстинностi, наведеної лiворуч (рядкiв 3𝑛 замiсть 2𝑛,
бо кожен аргумент може набувати одне з трьох значень).
Праворуч записане те саме, просто аналогiчно таблицi
множення (результат розмiщено на перетинi рядка та
стовпчика, вiдповiдних аргументам). Ще один пошире-
ний спосiб задати цi самi означення: якщо вважати, нi-
би false вiдповiдає числу 0 (са́ме числу́), unknown—чи-
слу 1/2, true—числу 1, виходить, що “𝑥 ∨ 𝑦” вiдповiдає
“max(𝑥, 𝑦)”, а “𝑥 ∧ 𝑦” — “min(𝑥, 𝑦)”.

∨ 0 1/2 1
0 0 1/2 1
1/2 1/2 1/2 1
1 1 1 1

∧ 0 1/2 1
0 0 0 0
1/2 0 1/2 1/2
1 0 1/2 1

При цих означеннях лишаються справедливими рiвностi 0∨0=0, 0∨1=1, 1∨0=1, 1∨1=1,
0∧0=0, 0∧1=0, 1∧0=0, 1∧1=1, а також значна частина iнших властивостей: «для iстинностi
диз’юнкцiї досить iстинностi одного з аргументiв, незалежно вiд значення iншого», «якщо хоча б
один з аргументiв хибний, кон’юнкцiя хибна незалежно вiд значення iншого», тощо.

Але все-таки лише частина. Деякi з законiв класичної логiки порушую-
ться у тризначнiй. Найфундаментальнiший з них— закон виключення тре-
тього: 𝑥 ∨ ¬𝑥 дає результат 1 лише при 𝑥=0 та 𝑥=1, але не при 𝑥=1/2.

𝑥 ¬𝑥 𝑥 ∨ ¬𝑥
0 1 1
1/2 1/2 1/2
1 0 1

Iншi формули, якi є тотожностями класичної логiки, пропонується перевiрити у тризначнiй
шляхом побудови таблиць iстинностi.
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Ми не будемо вводити iншi логiчнi операцiї (iмплiкацiю, ксор, тощо). По-перше, є забагато
рiзних варiантiв цих операцiй: у лiтературi можна знайти п’ять рiзних (!) варiантiв iмплiкацiї
у тризначнiй логiцi (якi вiдрiзняються такими деталями, як, наприклад, «чи вважати 1/2→0=0,
чи 1/2→0= 1/2»), i властивостi цих iмплiкацiй частково вiдрiзняються одна вiд одної. По-друге,
са́ме такий мiнiмальний набiр тризначних операцiй {¬,∨,∧} є спiльною частиною бiльшостi ма-
тематичних теорiй та SQL.

У SQL є перевiрка “... IS NOT NULL”, яка забезпечує самi лише значення TRUE/FALSE,
без UNKNOWN. Але двозначної логiки все одно не виходить. Наприклад, якщо цiна може бу-
ти невизначеною, умову «цiна до 100 (включно)» слiд виражати як “(PRICE IS NOT NULL) AND

(PRICE <= 100)”, «дорожче 100» — як “(PRICE IS NOT NULL) AND (PRICE > 100)”. В результа-
тi, умова «цiна до 100 (включно)» не є запереченням умови «дорожче 100», бо “NOT((PRICE
IS NOT NULL) AND (PRICE > 100))” дає TRUE не лише для цiн до 100 (включно), а також i для не-
вiдомих цiн. Та само проблема з ELSE-гiлкою розгалуження. Вiдповiдно, практичне застосування
тризначної логiки є, але обмежене: бiльшiсть програмiстiв ставляться до тризначної логiки SQL
як до малоприємного способу хоч якось працювати в умовах неповних даних, а не як до нової
потужної можливостi.

1.9 Завдання до роздiлу 1

1. Побудувати таблицю iстинностi для ¬(¬𝑥1 ∨ ¬𝑥2).
2. Побудувати таблицю iстинностi для (𝑥 ∨ ¬𝑦)∧ (¬𝑥 ∨ 𝑦).

3. Побудувати таблицю iстинностi для ¬(𝑥∨𝑦)∨ (𝑥𝑦).

4. Побудувати таблицю iстинностi для (𝑥 → 𝑦) → 𝑧.

5. Переконатися за допомогою таблиць iстинностi, що еквiваленцiя та ксор асоцiативнi, а iм-
плiкацiя — нi.

6. З’ясувати (за допомогою таблиць iстинностi), якi з чотирьох виразiв
(а) 𝑥 → 𝑦, (б) 𝑦 → 𝑥, (в) ¬𝑥 → ¬𝑦, (г) ¬𝑦 → ¬𝑥
рiвносильнi мiж собою, а якi — нi.

7. Чи є тотожньо рiвними вирази 𝐴=𝑥𝑦∨𝑥¬𝑧∨𝑦¬𝑧, 𝐵=(𝑦 ∨ 𝑧)→𝑥(𝑧 → 𝑦)?

8. Чи є тотожньо рiвними вирази 𝐴=𝑥𝑦¬𝑧∨𝑥𝑦∨𝑧¬𝑧, 𝐵=𝑥𝑦? (з’ясувати за допомогою таблиць
iстинностi).

9. Iстинна чи хибна з точки зору формальної логiки фраза «Якщо 2× 2 = 5, то Мiсяць зро-
блений з зеленого сиру»?

10. Це завдання пропонується давати по варiантам (кожен студент виконує один варiант, ва-
рiанти розподiленi рiвномiрно). Побудувати таблицю iстинностi логiчного виразу, не спро-
щуючи аналiтично. Обов’язково видiляти у виразi пiдвирази, позначати їх (1), (2), . . . , i
пiдписувати стовпчики таблицi цими позначками.

(1) (𝑥2 → ¬𝑥3)⊕¬
(︀
𝑥2 ↔ (𝑥3 → 𝑥4)

)︀
⊕
(︀
(𝑥1 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥4 ∨ 𝑥2) ∧ 𝑥1 ∧ 𝑥2

)︀
;

(2)
(︀
¬(𝑥1 ↔ ¬𝑥3) ∨ (𝑥3 ⊕ 𝑥2)

)︀
∧¬(𝑥3 → ¬𝑥1)∧𝑥4∧ (𝑥2 ∨ 𝑥4);

(3) (𝑥4 ∧ 𝑥3 ∧ 𝑥2 ∧ 𝑥1)⊕ (¬𝑥3 → 𝑥1)⊕ (𝑥4 ∨ 𝑥3)⊕
(︀
(𝑥2 → ¬𝑥4) ↔ 𝑥1

)︀
;

(4) (¬𝑥2 → 𝑥4)⊕¬(𝑥3 ∨ 𝑥4 ∨ ¬𝑥1 ∨ 𝑥2)⊕
(︀
𝑥1 ∧ (𝑥1 ↔ 𝑥3) ∧ 𝑥4

)︀
;

(5) (𝑥3 → ¬𝑥4)⊕ (𝑥2 ∧ ¬𝑥1)⊕
(︀
(¬𝑥2 ↔ 𝑥3) → 𝑥4

)︀
⊕
(︀
𝑥4 → (𝑥2 ∨ 𝑥1)

)︀
;

(6) (𝑥4 ⊕ 𝑥1 ⊕ 𝑥2 ⊕ 𝑥3)∧
(︀
(𝑥4 ↔ 𝑥1) → (𝑥3 → 𝑥2)

)︀
∧𝑥2∧

(︀
𝑥3 ↔ (𝑥1 ∨ ¬𝑥3)

)︀
;

(7)
(︀
(𝑥2 ∨ 𝑥4 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥1)∧ (𝑥1 → 𝑥3)∧ (𝑥4 ⊕ 𝑥2 ⊕ ¬𝑥3)

)︀
↔

(︀
(𝑥3 ↔ 𝑥1) → 𝑥2

)︀
;

(8) ¬
(︀
(¬𝑥1 ↔ 𝑥2) → 𝑥1

)︀
∨
(︀
(¬𝑥4 ∧ 𝑥3) ↔ (𝑥2 ⊕ 𝑥1)

)︀
∨𝑥1∨¬𝑥3;

(9) (𝑥1 → 𝑥4)⊕
(︀
(¬𝑥2 → 𝑥4) ↔ (𝑥2 → 𝑥1)

)︀
⊕𝑥2⊕

(︀
¬𝑥1 ∧ (𝑥1 ∨ 𝑥2) ∧ 𝑥3

)︀
;

(10)
(︀
(𝑥2 → 𝑥3) ∨ ¬(𝑥1 ↔ 𝑥2) ∨ 𝑥3

)︀
∧ (𝑥4 ⊕ 𝑥1)∧ (𝑥3 ∨ ¬𝑥4)∧¬𝑥2;

(11) (𝑥3 ⊕ 𝑥4 ⊕ ¬𝑥2)↔
(︀
(𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3 ∨ ¬𝑥4)→ (𝑥3 ∧ ¬𝑥1 ∧ 𝑥4)

)︀
;

(12)
(︀
(¬𝑥1 ∧ 𝑥4) ↔ 𝑥2

)︀
→¬

(︀
(𝑥4 → 𝑥3)⊕𝑥4⊕ (𝑥4 ∨ ¬𝑥1 ∨ 𝑥3)⊕𝑥3

)︀
;

(13)
(︀
¬(𝑥4 → 𝑥1) ↔ (¬𝑥4 ∨ 𝑥3)

)︀
∧
(︀
𝑥2 ⊕ (𝑥4 ∧ 𝑥2)⊕ 𝑥4 ⊕ (𝑥1 → 𝑥3)

)︀
∧𝑥4;

(14) (¬𝑥1 ⊕ 𝑥3 ⊕ 𝑥2)∧¬
(︀
𝑥3 ⊕ (𝑥4 ∨ 𝑥1)⊕ 𝑥4

)︀
∧
(︀
¬𝑥4 → (𝑥3 ↔ 𝑥2)

)︀
;

(15)
(︀
(𝑥1 → 𝑥2)∧𝑥1∧¬(𝑥4 ↔ 𝑥2)∧𝑥3

)︀
∨
(︀
(𝑥4 ⊕ 𝑥1) → (𝑥1 ∧ ¬𝑥3 ∧ 𝑥2)

)︀
.
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11. Спростити 𝑥𝑦¬𝑧∨𝑥𝑦∨𝑧¬𝑧.
12. Спростити (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑡).

13. Спростити 𝑥∨¬𝑥𝑦.
14. Довести (𝑏 → 𝑐) → 𝑎=(𝑎 ∨ 𝑏)∧ (𝑐 → 𝑎).

15. Довести ¬(𝑎 ∨ 𝑏 ∨ 𝑐)=¬𝑎¬𝑏¬𝑐.
16. Спростити вираз ¬((𝑥 → 𝑦)∨ (𝑥 → 𝑧)𝑦) так, щоб у ньому лишилося двi логiчнi операцiї.

17. Спростити вираз 𝑥 ∧ 𝑦 ∨ ¬𝑦 ∧ 𝑧 ∨ 𝑦 так, щоб у ньому лишилася одна логiчна операцiя.
Обов’язково почати зi з’ясування порядку дiй.

18. Спростити (𝑎 ∨ 𝑏)∧ (𝑏 ∨ ¬𝑐)∧ (¬𝑎 ∨ 𝑏)∧ (¬𝑏 ∨ ¬𝑐).
19. Спростити вираз (𝑎 → 𝑏)→𝑏 так, щоб лишилася одна операцiя.

20. Спростити вираз (𝑎 → 𝑏)→¬𝑏 так, щоб лишилася одна операцiя.
21. Спростити вираз 𝑏→ (𝑎 → 𝑏).

22. Спростити ¬𝑎𝑏∨𝑎¬𝑏∨𝑎𝑏.

23. Спростити (𝑥 ∨ (𝑦 → 𝑧))∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧)∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑡). (Цей вираз не скорочується до геть про-
стого. Але скоротити з 8 операцiй до 3–4 можна.)

24. Спростити (𝑥 ∨ (𝑦 → 𝑧))∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧)∨ (𝑥 ∨ 𝑧 ∨ 𝑡).

25. Спростити вираз (𝑎 → 𝑏)∧ (𝑎 ∨ 𝑏𝑐)∧ (𝑎 → 𝑐)∨¬𝑐 так, щоб у ньому лишилася одна логiчна
операцiя.

26. Знайти для функцiї 𝑥1∨𝑥2 ДДНФ, ДКНФ та полiном Жегалкiна (перетворенням ДДНФ
та методом невизначених коефiцiєнтiв).

27. Знайти для булевої функцiї вiд двох змiнних, що має таблицю iстинностi 0100, ДДНФ,
ДКНФ та полiном Жегалкiна двома способами (перетворенням ДДНФ та методом неви-
значених коефiцiєнтiв).

28. Побудувати для функцiї (𝑥 → 𝑦) → 𝑧, на основi таблицi iстинностi, ДДНФ, ДКНФ та
полiном Жегалкiна двома способами (перетворенням ДДНФ та методом невизначених ко-
ефiцiєнтiв).

29. Знайти ДДНФ, ДКНФ та полiном Жегалкiна для виразiв:

(а) (𝑥 ↔ 𝑦) ↔ 𝑧; (б) (𝑥⊕ 𝑦)⊕ 𝑧; (в) 𝑥 ↔ (𝑦 ↔ 𝑧); (г) 𝑥⊕ (𝑦 ⊕ 𝑧).

При цьому слiд постаратися вибрати для кожної складової завдання найбiльш доречний са-
ме для неї спосiб (iнакше кажучи, вiтається варiант «замiсть робити зайву роботу, пояснити,
чому її можна не робити», але пояснення повиннi бути чiткi й математично правильнi).

30. Це завдання пропонується давати по варiантам (кожен студент виконує один варiант, варiан-
ти розподiленi рiвномiрно). Побудувати полiном Жегалкiна, обов’язково методом перетво-
рення ДДНФ (варiанти пiдiбранi так, щоб побудова цим методом була приблизно однакової
громiздкостi та складностi для рiзних варiантiв; при розв’язуваннi методом невизначених
коефiцiєнтiв це не так).

(1) 01100100;
(2) 00101001;
(3) 01010101;

(4) 00110011;
(5) 00001111;
(6) 00011101;

(7) 01110000;
(8) 01100010;
(9) 00011011;

(10) 01011000;
(11) 00100111;
(12) 01100001.

31. Це завдання пропонується давати по варiантам (кожен студент виконує один варiант, варi-
анти розподiленi рiвномiрно). Побудувати полiном Жегалкiна, обов’язково методом неви-
значених коефiцiєнтiв (варiанти пiдiбранi так, щоб побудова цим методом була приблизно
однакової громiздкостi та складностi для рiзних варiантiв; при розв’язуваннi методом пере-
творення ДДНФ це не так).

(1) 10111000;
(2) 11000110;
(3) 01011110;

(4) 01001010;
(5) 00111000;
(6) 10100000;

(7) 10101100;
(8) 01010010;
(9) 10110100;

(10) 00101100;
(11) 11010010;
(12) 01000110.
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32. Зобразити на картi Карно область, що вiдповiдає формулi:

(а) ¬𝑥¬𝑦¬𝑧𝑡;
(б) 𝑥𝑦¬𝑡;

(в) 𝑥¬𝑧;
(г) 𝑦𝑧;

(д) ¬𝑥¬𝑦;
(е) ¬𝑦¬𝑧;

(ж) ¬𝑥¬𝑦¬𝑧𝑡∨𝑥¬𝑧;
(и) 𝑦𝑧∨¬𝑥𝑦∨¬𝑦¬𝑧𝑡.

33. Мiнiмiзувати (картами Карно) булеву функцiю вiд чотирьох змiнних:

(а) 1111111100001110; (б) 1111001011010101.
34. Виконавши попереднє завдання картами Карно, розв’язати тi самi приклади методом

Квайна–Мак-Класкi й переконатися в узгодженостi результатiв.

35. Дослiдити, чи тавтологiчний вираз

(𝑎 → (𝑏 → 𝑐))→
(︀
(𝑑 → 𝑏) → (𝑎 → (𝑑 → 𝑐))

)︀
.

36. Дослiдити, чи тавтологiчний вираз

(𝑎 → (𝑏 → 𝑐))→
(︀
(𝑏 → 𝑑) → (𝑎 → (𝑑 → 𝑐))

)︀
.

37. Дослiдити, чи тавтологiчнi вирази:
(а) (𝑎 → 𝑏)∧ (𝑏 → 𝑐)→ (𝑎 → 𝑏𝑐);
(б) (𝑎 → 𝑏𝑐)→ (𝑎 → 𝑏)∧ (𝑏 → 𝑐);
(в) (𝑎 ∨ 𝑏)→

(︀
(𝑎 → 𝑐)∧ (𝑏→𝑑)→ (𝑐 ∨ 𝑑)

)︀
.

Всi три вирази повиннi бути дослiдженi методом Квайна, деякi два дослiдженi методом
редукцiї, а щодо третього пояснено, чому дослiджувати його методом редукцiї значно важче
й менш ефективно, нiж iншi два. (Який з них є отим третiм, визначити самостiйно.)

38. Пояснити, якi з наведених фраз можна вважати предикатами (i якi нi):
(а) 𝑥2+7𝑥+1=0;
(б) 𝑥2+7𝑥+1;
(в) Розв’яжiть рiвняння 𝑥2+7𝑥+1=0;
(г) Вчитель сказав: «Розв’яжiть рiвняння 𝑥2+7𝑥+1=0».

39. Знайти (використавши засоби «числової» алгебри та/або арифметики) значення предикатiв.
Вважати 𝑥 ∈ R.
(а) ∃𝑥(𝑥2 = 9);
(б) ∀𝑥(𝑥2 = 9);
(в) ∀𝑥(𝑥2 ̸= 9);

(г) ¬(∀𝑥(𝑥2 = 9));
(д) ¬(∀𝑥(𝑥2 ̸= 9));
(е) ∀𝑥(𝑥2 > 0);

(ж) ∀𝑥(𝑥2 > 0);
(и) ∃𝑥(𝑥2 > 0);
(к) ∃𝑥(𝑥2 > 0).

40. Нехай 𝑊 (𝑥, 𝑦) означає «людина 𝑥 побувала у мiстi 𝑦». Що тодi означають формули:

(а) 𝑊 (𝑥,Черкаси);
(б) ¬𝑊 (дядько Степан,Токiо);
(в) ∀𝑦(¬𝑊 (дядько Степан, 𝑦));
(г) ¬(∀𝑦𝑊 (дядько Степан, 𝑦)); чи рiвно-

сильне це твердження з попереднiм?
якщо нi, то пояснити суть вiдмiнностi;

(д) ∃𝑦∃𝑥𝑊 (𝑥, 𝑦);

(е) ∃𝑥∃𝑦𝑊 (𝑥, 𝑦); чи рiвносильне це твер-
дження з попереднiм? якщо нi, то по-
яснити суть вiдмiнностi;

(ж) ∀𝑦∃𝑥𝑊 (𝑥, 𝑦);
(и) ∃𝑥∀𝑦𝑊 (𝑥, 𝑦); чи рiвносильне це твер-

дження з попереднiм? якщо нi, то по-
яснити суть вiдмiнностi.

41. Записати у виглядi квантифiкованого предиката твердження «Жодна людина не побувала
на Марсi» (виразивши через 𝑊 (𝑥, 𝑦), де 𝑦 вже не мiста, а мiсця).

42. Розглянемо предикат 𝑊 (𝑥, 𝑦), звужений на малу область визначення 𝑥 ∈ {Дмитро,
дядько Степан, Назар, Мирослава}, 𝑦 ∈ {Черкаси, Львiв, Київ, Торонто} i заданий та-
блицею iстинностi

Черкаси Львiв Київ Торонто
Дмитро 1 1 1 1

дядько Степан 0 0 1 0
Назар 1 1 1 0

Мирослава 0 1 0 1
Прочитати словами та знайти значення усiх можливих квантифiкацiй (як повних, так i
часткових; всього їх iснує 12 штук).
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43. Знайти (використавши засоби «числової» алгебри та/або арифметики) значення предикатiв.
Вважати 𝑥, 𝑦 ∈ R.

(а) ∀𝑥∃𝑦(𝑦 = 𝑥);
(б) ∃𝑥∀𝑦(𝑦 = 𝑥);

(в) ∀𝑥∃𝑦(𝑦 = 𝑥2);
(г) ∀𝑦∃𝑥(𝑦 = 𝑥2);

(д) ∀𝑥∃𝑦(𝑦 > 𝑥2);
(е) ∃𝑦∀𝑥(𝑦 > 𝑥2);
(ж) ∃𝑦∀𝑥(𝑦 6 𝑥2).

Вiдповiдi пояснити.

44. Записати у виглядi квантифiкованого предиката твердження «Всi ромби — паралелограми,
але бувають паралелограми, якi не ромби», обов’язково виразивши цю фразу через базовi
предикати 𝑃 (𝑥)=«фiгура 𝑥 є паралелограмом» та 𝑅(𝑥)=«фiгура 𝑥 є ромбом»).
Вказiвка. Записати кожну з «половин» твердження у виглядi предиката з обмеженим кван-
тором, потiм перетворити до «звичайного», потiм з’єднати цi «половини» у цiлiсний вираз.

45. Записати у виглядi квантифiкованого предиката (спочатку з обмеженим квантором, а потiм
«звичайним») твердження «Корiнь з натурального числа́ або цiлий, або не рацiональний».
У цьому завданнi вводити «мiсцевi» позначення заборонено. Все треба виразити через по-
значення “∈”, “ /∈”, “

√
”, “N”, “Z”, “Q”, логiчнi операцiї та квантори.

46. Рекламно-нечiтка фраза «У нашому бюро працюють перекладачi, що вiльно володiють ан-
глiйською, нiмецькою, iспанською!» насправдi може описувати будь-яке з тверджень:

(а) ∀𝑥𝐵(𝑥)

(︀
𝐸(𝑥) ∧𝐷(𝑥) ∧ 𝑆(𝑥)

)︀
;

(б) ∀𝑥𝐵(𝑥)𝐸(𝑥)∧∀𝑥𝐵(𝑥)𝐷(𝑥)∧∀𝑥𝐵(𝑥)𝑆(𝑥);
(в) ∃𝑥𝐵(𝑥)

(︀
𝐸(𝑥) ∧𝐷(𝑥) ∧ 𝑆(𝑥)

)︀
;

(г) ∃𝑥𝐵(𝑥)𝐸(𝑥)∧∃𝑥𝐵(𝑥)𝐷(𝑥)∧∃𝑥𝐵(𝑥)𝑆(𝑥)

(де 𝐵(𝑥) — «𝑥 працює в бюро», 𝐸(𝑥) — «𝑥 вiльно володiє англiйською», 𝐷(𝑥) — «𝑥 вiльно
володiє нiмецькою», 𝑆(𝑥) — «𝑥 вiльно володiє iспанською»). Якi з цих тверджень мають
однаковий смисл, i якi рiзний? Пояснити вiдмiнностi мiж рiзними.

47. Нехай 𝑃 (𝑎) означає «𝑎 — вiрш», 𝑁(𝑎) означає «𝑎 — повiсть», 𝑊 (𝑎, 𝑏) означає «𝑎 є автором,
що написав 𝑏», 𝐿(𝑎) означає «𝑎 є лiтератором». Прочитати словами предикати:
(а) ∀𝑥(𝑃 (𝑥) ∨𝑁(𝑥) → 𝑊 (Франко, 𝑥));
(б) ∀𝑥(𝑊 (Франко, 𝑥) → 𝑃 (𝑥) ∨𝑁(𝑥));
(в) ∃𝑥∃𝑦(𝑃 (𝑥) ∧𝑁(𝑦) ∧𝑊 (Франко, 𝑥)∧𝑊 (Франко, 𝑦));
(г) ∀𝑥∃𝑦

(︀
𝑃 (𝑥) → (𝐿(𝑦) ∧𝑊 (𝑦, 𝑥))

)︀
;

(д) ∃𝑥∀𝑦
(︀
𝐿(𝑥) ∧ (𝑃 (𝑦) → 𝑊 (𝑥, 𝑦))

)︀
;

(е) ∃𝑥∀𝑦
(︀
𝐿(𝑥) ∧ (𝑃 (𝑦) → ¬𝑊 (𝑥, 𝑦))

)︀
.

Примiтка. Вiдповiддю цього завдання має бути твердження українською мовою, а не Ваше
ставлення до того, iстинне воно чи хибне. Навiть якщо отримане твердження явно дурне,
не виключено, що формулою саме ця дурниця i записана.

48. Спростити аналiтично ¬
(︀
∃𝑥(¬𝑃 (𝑥))

)︀
.

49. Довести за теоремою Поста функцiональну неповноту системи {→} та функцiональну пов-
ноту кожної з систем

(а) {→,⊕}; (б) {→, 0}.

50. Показати (таблицями iстинностi), що тотожнiсть (𝑥 ∨ ¬𝑦)∧ (¬𝑥 ∨ 𝑦) = ¬(𝑥∨𝑦)∨ (𝑥𝑦) вико-
нується як у класичнiй логiцi, так i в тризначнiй.

51. Показати (таблицями iстинностi), що тотожнiсть 𝑥∨¬𝑥𝑦 = 𝑥∨𝑦 виконується у класичнiй
логiцi, але не виконується у тризначнiй.
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Додатковi завдання пiдвищеного рiвня складностi

1*. Довести тотожнiсть (𝑐𝑓 → 𝑎𝑏) → 𝑎𝑏𝑐𝑓=
(︀
𝑐 → (𝑑𝑓 → 𝑐)

)︀
→𝑐𝑓 чотирма способами:

(а) аналiтично;
(б) побудувавши таблицi iстинностi в об’єднаному наборi змiнних;
(в) побудувавши окремi таблицi iстинностi в початкових наборах змiнних i вiдкинувши

фiктивнi змiннi;
(г) замiнивши рiвнiсть на “↔” i довiвши методом Квайна тавтологiчнiсть отриманого ви-

разу.
У способах 1*б, 1*в заборонено використовувати якi б не було елементи аналiтичних спро-
щень. У способi 1*г придумати, як найкраще вибрати, якi змiннi пiдставляти, щоб i розв’язок
вийшов короткий, i переважна бiльшiсть аналiтичних перетворень зводилася до тотожно-
стей з нулями й одиницями зi стор. 26.

2*. Довести (𝑥 ∨ 𝑦)∧ (𝑦 ∨ 𝑧)∧ (𝑧 ∨ 𝑥)=𝑥𝑦∨ 𝑦𝑧 ∨ 𝑧𝑥, ретельно вказуючи крок за кроком кожну
використану стандартну тотожнiсть.

3*. Реалiзувати алгоритм побудови ДДНФ та ДКНФ у виглядi програми мовою програмуван-
ня. Вибiр мови (C++, C#, Pascal, Python, тощо) — на розсуд студента. Вхiдними даними
алгоритму повинна бути таблиця iстинностi функцiї.
Простiший варiант: зробити окремi програми для 𝑛=2 та для 𝑛=3. Складнiший: програму,
що працюватиме для всiх 16𝑛620.

4*. Запропонувати й аргументувати спосiб, яким можна легко й швидко отримати полiном
Жегалкiна функцiї 𝑧 ∨ ¬𝑥𝑦¬𝑧. (Цей спосiб не зобов’язаний бути унiверсальним, достатньо,
щоб вiн був правильним для са́ме цiєї функцiї).

5*. Реалiзувати алгоритм побудови ДДНФ та перетворення її до полiнома Жегалкiна у виглядi
програми мовою програмування. Вибiр мови (C++, C#, Pascal, Python, тощо) — на розсуд
студента. Вхiдними даними алгоритму повинна бути таблиця iстинностi функцiї.
Простiший варiант: зробити окремi програми для 𝑛=2 та для 𝑛=3. Складнiший: програму,
що працюватиме для всiх 16𝑛620.

6*. Реалiзувати алгоритм побудови полiнома Жегалкiна методом невизначених корефiцiєнтiв
у виглядi програми мовою програмування. Вибiр мови (C++, C#, Pascal, Python, тощо) —
на розсуд студента. Вхiдними даними алгоритму повинна бути таблиця iстинностi функцiї.
Простiший варiант: зробити окремi програми для 𝑛=2 та для 𝑛=3. Складнiший: програму,
що працюватиме для всiх 16𝑛620.

7*. Показати суперечнiсть (= тотожню хибнiсть) виразу (𝑎 → (𝑏 → 𝑐))∧ (𝑎 → 𝑏)∧𝑎∧¬𝑐 двома
способами: спираючись на iдеї методу Квайна та спираючись на iдеї методу редукцiї. Де-
тально пояснити, що саме треба переробити у порiвняннi зi стандартним методом Квайна i
стандартним методом редукцiї.

8*. Нехай є масив int a[99], причому всi 99 елементiв (з 0-го по 98-й) реально використанi.
Записати у виглядi предикатiв такi твердження.
(а) «Елемент a[0] є максимальним у масивi» (тобто, нема елементiв, строго бiльших за

a[0]; при цьому не заборонено, щоб деякi iншi елементи теж мали це саме максимальне
значення).

(б) «У масивi є рiзнi елементи з однаковим значенням».
(в) «Хоча б два елементи масиву мають однакове максимальне значення».
(г) «Всi елементи зi значенням 0 знаходяться у сере́днiй трети́нi масиву» (iншими слова-

ми, елементи зi значенням 0 можуть розмiщуватися лише в дiапазонi iндексiв вiд 33
включно до 66 не включно).

(д) «В масивi є хоча б один опорний елемент». Нагадаємо, що опорним (у алгоритмi Qui-
ckSort) називають такий елемент, що всi лiвiшi елементи меншi-рiвнi за нього, а всi
правiшi — бiльшi-рiвнi». Наприклад, у масивi 30 70 100 170 120 200 500 400 таких
елементiв два (a[2]=100 та a[5]=200), а у масивi 10 5 7 2 опорних елементiв нема.
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В усiх пунктах цього завдання вводити додатковi позначення (аналогiчнi «нехай 𝑀(𝑥)
означає, що 𝑥 максимальний») заборонено. Треба виразити твердження, користуючись лише
зверненнями до елементiв масиву, стандартними математичними порiвняннями (=, <, . . . ),
логiчними операцiями (∧, →, . . . ) та кванторами.

9*. Спираючись на означення «функцiя 𝑓 : R→ R опукла, коли

∀𝑥1∀𝑥2
(︂
𝑓
(︁𝑥1 + 𝑥2

2

)︁
6

𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2)

2

)︂
»,

перевiрте, чи є опуклими функцiї 𝑓1(𝑥) = 𝑥2 та 𝑓2(𝑥) = 𝑥3.
Слiд користуватися лише наведеним означенням, знаннями з логiки та предикатiв, i знан-
нями шкiльного курсу алгебри за 7–9 класи.

10*. Спираючись на означення «число 𝐴 являє собою границю нескiнченної послiдовностi
𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . ., коли ∀𝜀𝜀>0∃𝑁⋆∀𝑛𝑛>𝑁⋆(|𝑥𝑛 −𝐴| < 𝜀)», довести, що:
(а) число 2 є границею послiдовностi 𝑎𝑛 = 2𝑛+3

𝑛+2 ;
(б) число 0 не є границею послiдовностi 𝑎𝑛 = sin 𝜋·𝑛

180 .
Слiд користуватися лише наведеним означенням, знаннями з логiки та предикатiв, i знан-
нями шкiльного курсу алгебри за 7–9 класи.

11*. Довести: якщо таблиця iстинностi булевої функцiї вiд 𝑛 > 2 змiнних мiстить непарну кiль-
кiсть одиниць, така функцiя не лiнiйна (не належить класу Поста 𝐿).

12*. Виразити стандартнi операцiї “¬”, “∨”, “∧” через (функцiонально повнi згiдно аналiзу зi
стор. 38 та завдання 49 зi стор. 43) системи

(а) {→,¬}; (б) {→,⊕}; (в) {→, 0}.

13*. (Потребу́є знань розд. 2.1, але лише дуже базових.)
(а) Довести, що 𝑀 ∖ (𝑇0 ∪ 𝑇1) = ∅;
(б) з’ясувати, якi функцiї входять до 𝑀 ∖ (𝑇0 ∩ 𝑇1) (детально пояснити).

14*. Враховуючи результати завд. 51 зi стор. 43, запропонувати спосiб, як легко й швидко зна-
йти той набiр тризначної логiки, на якому тотожнiсть 𝑥𝑦¬𝑧 ∨𝑥𝑦∨ 𝑧¬𝑧=𝑥𝑦 (правильна у
класичнiй логiцi) не виконується у тризначнiй логiцi.
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2 Множини та вiдношення

2.1 Основнi поняття теорiї множин

2.1.1 Описове означення множини. Способи запису множини

Множина́ (рос. «мно́жество», англ. «set», рiдше «collection», «class»)15 — одне з пе́рвiсних по-
нять математики, для нього нема строгого математичного означення. Так са́мо, як нема строгого
математичного означення числа́, точки, прямої. . . Але є не строгi описовi означення.

Множина —це сукупнiсть (набiр, зiбрання) певних вiдрiзнюваних об’єктiв (предметiв, по-
нять), що розглядається як єдине цiле. Сам́i об’єкти (предмети, поняття) є елементами (англ.
«elements», «members») множини́.

Приклади множин: сукупнiсть тролейбусiв мiста; зв’язка ключiв; сукупнiсть лiтер алфавiту;
група студентiв; сукупнiсть студентiв першого курсу факультету ОТIУС; сукупнiсть груп першо-
го курсу факультету ОТIУС (останнi двi множи́ни рiзнi: одна складається з≈ 60 елементiв-людей,
iнша — з шести елементiв-груп (котрi в свою чергу теж є множинами)).

Щоб записати абстрактне позначення множини́, зазвичай пишуть велику латинську лiтеру,
як-от «множина 𝐴». Крiм абстрактних позначень (як «число 𝑥»), мусять бути i способи запису
конкретних значень (як «число 3»). Є два основнi способи записати конкретне значення мно-
жини́.

1. Явний перелiк (рос. «явный перечень», англ. «explicit enumeration») елементiв у фiгурних
дужках. Наприклад, множина голосних лiтер української абетки {а, е, є, и, i , ї , о, у ,
ю, я}; множина цифр {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}; множина мiст України з населенням
бiльше мiльйона {Київ, Харкiв, Одеса, Днiпро}.
(Такий спосiб задання множин дуже простий, але зi зростанням кiлькостi елементiв множини́ стає
не дуже зручним, а для нескiнче́нних множин— взагалi неможливим. Звiсно, можна ставити бага-
токрапку “ . . .”; але раптом хтось зрозумiє цю багатокрапку не так, як мав на увазi автор запису?

2. за допомогою характеристичного предиката16: всере́динi фiгурних дужок пишуть змiнну,
потiм знак “ | ” (або “ : ”), потiм предикат, вiльна змiнна якого збiгається зi змiнною,
записаною перед “ | ”. (Тому що пишуть змiнну та умову, що накладається на цю змiнну.)

Так, множину непарних чисел можна записати як {𝑛 | 𝑛 mod 2 ̸= 0}; множину чисел з вiд-
рiзка вiд 3 до 7 — як {𝑥 | 𝑥 > 3∧𝑥 6 7}; множину точних квадратiв {1, 4, 9, 16, 25, . . .} — як
{𝑛 |

√
𝑛 ∈ N}.

У перших двох прикладах має мiсце вже вiдома проблема: неясно, про якi чи́сла йде мова (натуральнi
чи цiлi (т. ч. вiд’ємнi) для першого прикладу? натуральнi, рацiональнi чи дiйснi для дру́гого?). Тому́, для
бiльшої строгостi можна записати ще й надмножину, з якої слiд брати змiннi для «перевiрки» характе-
ристичним предикатом. Наприклад, {𝑥 | 𝑥 ∈ R∧𝑥 > 3∧𝑥 6 7} (або, що те са́ме, {𝑥 ∈ R | 𝑥 > 3∧𝑥 6 7}).
Заодно, раз уже мова зайшла про стандартнi числовi множи́ни, нагадаємо їхнi позначення:

N—множина натуральних чисел: {1, 2, 3, . . .};
N+, N0, Z+ —рiзнi позначення множини́ цiлих невiд’ємних чисел, що мiстить всi натуральнi чи́сла,

а також нуль ({0, 1, 2, 3, . . .}); (В англомовнiй термiнологiї часто вважають, що 0 є натуральним числом;
враховуючи, що останнiм часом все бiльша частина джерел є перекладами з англiйської, краще в разi
найменшого сумнiву уточняти, чи точно 0 /∈ N.)

Z—множина цiлих чисел: {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .};
Q—множина рацiональних чисел (котрi можна подати у виглядi дробу 𝑝

𝑞 );
R—множина дiйсних чисел;
C—множина комплексних чисел.
У школi, як правило, пишуть «простi» варiанти лiтер (𝑁 , 𝑍, тощо); але у теорiї множин бiльш прийня-

тий саме наведений запис, з «широкими» частинами лiтер.

Запис через характеристичний предикат можна застосовувати до будь-якої множини́ (не лише число-
вої). Просто для чисел найлегше записати короткий аналiтичний характеристичний предикат. . .

15I «множество», i «set» — багатозначнi слова́, тому комп’ютернi програми-перекладачi часто перекладають цi
слова́ на українську неправильно (як «set→набiр» або як «множество→безлiч»). Називати множину «набором»
трохи некрасиво, але це не є грубою помилкою; називати ж множину «безлiччю» — цiлковита дурниця, така ж,
як переклад «произведение чисел 7 и 5» у «твiр чисел 7 та 5».

16рос. «характеристический предикат»; англ. мовою цей предикат рiдко називають якимсь термiном, а весь
спосiб задання множини́ називають «implicit set specification» або «set builder notation»
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Запис через характеристичний предикат можна узагальнити, дозволивши писати перед зна-
ком “ | ” не просто змiнну, а вираз вiд вiльної змiнної (вiльних змiнних) характеристичного пре-
диката. Наприклад, множину па́рних натуральних чисел тодi можна записати як {2𝑘 | 𝑘 ∈ N};
множину рацiональних чисел — як Q={𝑚

𝑛 | 𝑚 ∈ Z∧𝑛 ∈ N}.

2.1.2 Порожня множина та унiверсум

Порожня множина (позначається “∅”, iнодi “∅”; рос. «пустое множество», англ. «empty set») —
це множина, у якiй нема жодного елемента.

(Наприклад, множина людей, прописаних на Мiсяцi. Або множина трамваїв, що беруть участь
у «Формулi–1». Або множина дiйсних розв’язкiв рiвняння 𝑥2 + 1 = 0.)

Унiве́рсум (позначається “𝑈 ” або “𝒰”, iнодi “𝐸”; рос. «униве́рсум», англ. «universe») — це мно-
жина, у якiй є (котрiй належать) усi елементи.

(«Усi» зазвичай розумiють як «усi, що можуть знадобитися», а не «взагалi всi на свiтi». Наприклад,
розглядаючи таку «серiю множин», як множи́ни студентiв певної групи, що були присутнi на рiзних парах,
за унiверсум доцiльно взяти множину всiх студентiв цiєї групи, але не варто включати в цей унiверсум
стiльцi, в́iдра, тролейбуси та їхнiх кондукторiв. Якщо розглядати таку «серiю множин», як всi орфографi-
чно правильнi слова́ деякої природньої мови, ввiчливi офiцiйно-дiловi слова́ цiєї ж мови, дiалектизми цiєї
ж мови— в якостi унiверсуму можна взяти, наприклад, сукупнiсть всiх можливих послiдовностей лiтер
алфавiту цiєї мови, що мають розумну довжину.

Тобто, унiверсум для рiзних задач може бути рiзним; бiльш того, для деяких задач визначити унiвер-
сум досить складно.)

2.1.3 Основнi спiввiдношення для множин

Мiж об’єктом (предметом, поняттям) з одного боку, та множиною з iншого боку може вико-
нуватися (або не виконуватися) вiдношення «належить» (рос. «принадлежит»). Належнiсть
позначається символом “∈”, не належнiсть — “ /∈”. Наприклад, ¬ ∈ {∨,∧,¬}; 7 ∈ N;

√
2 ∈ R. А та-

кож
√
2 /∈ Q; ы /∈{є, i , ї}; N /∈ Z (будь-яке натуральне число є цiлим, але множина натуральних

чисел не є цiлим числом!).
(Вiдношенню належностi важко дати чiтке означення, бо це — суттєва складова поняття множини́.

Англiйською мовою взагалi нема вiдповiдного термiна, кажуть просто «. . . is an element of . . .» або
«. . . is not an element of . . .».)

Множи́ни рíвнi (рос. «равны́», англ. «equal»; позначається символом “=”), коли складаються
з одних i тих самих елементiв:

𝐴 = 𝐵
def⇐⇒∀𝑥

(︀
(𝑥 ∈ 𝐴) ↔ (𝑥 ∈ 𝐵)

)︀
. (3)

(Формулою записане те са́ме означення, що й словами. Лiворуч вiд символу “
def⇐⇒” записують поняття,

якому дається означення. Праворуч— вираз, який виражає це поняття через вiдомi. Очевидно, “(𝑥 ∈ 𝐴)↔
↔ (𝑥 ∈ 𝐵)” якраз i означає, що 𝑥 або одночасно належить обом множинам, або не належить жоднiй.

Це означення рiвностi множин називають також аксiомою екстенсiональностi (рос. «аксиома экстен-
сиональности», англ. «axiom of extensionality»). Таке страшне словосполучення не означає нiчого дуже
мудрого, це просто одна з назв досить простого означення «множи́ни р́iвнi, коли складаються з одних i
тих самих елементiв». . . )

Зокрема, це означає, що нема такого поняття, як «порядок елементiв множини́». Наприклад,
{𝛼, 𝛽, 𝛾}, {𝛼, 𝛾, 𝛽}, {𝛾, 𝛽, 𝛼}—рiзнi записи однiєї й тiєї ж множини́. Так само (класична) множи-
на не може багатократно мiстити один i той самий елемент; наприклад, {ℎ, 𝑒, 𝑙, 𝑙, 𝑜, 𝑤, 𝑜, 𝑟, 𝑙, 𝑑}—
некрасивий запис множини́ {ℎ, 𝑒, 𝑙, 𝑜, 𝑤, 𝑟, 𝑑}.

(Коли потрiбно враховувати кратностi елементiв, користуються т. зв. мультимножинами (рос.
«мультимножество», англ. «multiset»); в межах цього посiбника вони детально не розглядаються.)

Множина 𝐴 є пiдмножиною (рос. «подмножество», англ. «subset») множини́ 𝐵, коли кожен
елемент множини́ 𝐴 є також елементом множини́ 𝐵:

𝐴 ⊆ 𝐵
def⇐⇒∀𝑥

(︀
(𝑥 ∈ 𝐴) → (𝑥 ∈ 𝐵)

)︀
. (4)

Наприклад, {2, 5} ⊆ {2, 3, 5, 7}; N ⊆ R. Iнодi знак “⊆” «розвертають», пишучи “⊇” (наприклад,
R ⊇ Z), але це не дуже рекомендується.

47



Порубльов I. М., посiбник «Дискретна математика»

Є багато термiнiв–синонiмiв до «𝐴 є пiдмножиною 𝐵»: «𝐴 входить до 𝐵», «𝐴 включається
у 𝐵», «𝐵 включає 𝐴», «𝐵 є надмножиною 𝐴»; рос. — «𝐴 входит в 𝐵», «𝐴 содержится в 𝐵»,
«𝐵 содержит 𝐴», «𝐵 является надмножеством 𝐴»; англ. — «𝐴 is a subset of 𝐵», «𝐴 is contained
in 𝐵», «𝐵 contains 𝐴», «𝐵 is a superset of 𝐴». Але нi в якому разi не можна читати “𝐴 ⊆ 𝐵” як
«𝐴 належить 𝐵», бо “∈” та “⊆” — рiзнi спiввiдношення!

Будь-яка множина включає порожню множину i будь-яка множина включає саму себе:

∅ ⊆ 𝐴, 𝐴 ⊆ 𝐴.

(Са́ме «включає (як пiдмножину)», а не «мiстить (як елемент)». Щодо належностi як елемента, ∅ нiчим
не краща, за, скажiмо, число 12345, яке теж деяким множинам належить, а рештi (бiльшостi) — нi.)

Множи́ни рiвнi тодi й тiльки тодi, коли кожна є пiдмножиною iншої:

(𝐴 = 𝐵) = (𝐴 ⊆ 𝐵) ∧ (𝐵 ⊆ 𝐴).

Наведенi формули “∅ ⊆ 𝐴”, “𝐴 ⊆ 𝐴”, “(𝐴 = 𝐵)= (𝐴 ⊆ 𝐵)∧ (𝐵 ⊆ 𝐴)” — не означення, а вла-
стивостi; строге викладення цього матерiалу для «чистих» математикiв повинно було б мiстити
доведення, що кожна з цих формул справдi слiдує з ранiше зроблених означень. Оскiльки цей
посiбник призначений для iнженерних спецiальностей, а не математичних, вiдповiднi доведення
все ж пропущенi; але це робить викладення менш строгим.

𝐴— власна пiдмножина (рос. «собственное подмножество», англ. «proper subset of») 𝐵, коли
𝐴—пiдмножина 𝐵 i при цьому 𝐴 ̸= 𝐵. Ми будемо записувати це як 𝐴 ⊂ 𝐵.

(На жаль, значок “⊂” у рiзних книгах має рiзне значення: в одних— власна пiдмножина, в iнших—
просто пiдмножина, тобто те саме, що у нас “⊆”. Iнодi власну пiдмножину позначають як “ ”, але цей
значок ще менш поширений. «Розвертати» значок “⊂” до вигляду “⊃” (власна надмножина) тим паче
не рекомендується, бо до всiх щойно згаданих проблем додається ще й та, що у деяких джерелах так
позначають iмплiкацiю.)

Множиннi порiвняння “⊆” та “⊂” дещо схожi на числовi порiвняння “6” та “<”. Але є суттєва
вiдмiннiсть: бувають множи́ни, жодна з яких не входить до iншої (наприклад, {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} та {𝑏, 𝑝}).

2.1.4 Основнi операцiї над множинами

Наведенi словеснi фрази та формули слiд вважати власне означеннями; малюнки (котрi нази-
ваються дiаграми Венна)17 — iлюстрацiями до них. Адже рисунки менш строгi й мають меншу
математичну цiннiсть, нiж формули.

(Не плутати дiаграми Венна з дiаграмами Вейча, вони ж карти Карно (розд. 1.4.1).)

Об’єднання (рос. «объединение», англ. «union»; позначається “∪”) множин
𝐴 i 𝐵 —це множина, що складається з усiх елементiв, якi належать хоча б
однiй з множин 𝐴, 𝐵:

𝐴 ∪𝐵
def
= {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 ∨ 𝑥 ∈ 𝐵}. (5)

𝐴 𝐵

(Значок “
def
= ”, як i “

def⇐⇒”, використовують, щоб пiдкреслити: це означення, тут вперше вводиться те, що

записане злiва вiд цього значка; вiдмiннiсть мiж “
def⇐⇒” та “

def
= ” та, що праворуч вiд “

def⇐⇒” пишуть умову,

коли виконується те, що злiва вiд нього, а праворуч вiд “
def
= ” пишуть вираз, результату якого дорiвнює

те, що злiва вiд нього.)

Перетин (рос. «пересечение», англ. «intersection»; позначається “∩”) мно-
жин 𝐴 i 𝐵 —це множина, що складається лише з тих елементiв, якi нале-
жать одночасно обом множинам 𝐴, 𝐵:

𝐴 ∩𝐵
def
= {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∈ 𝐵}. (6)

𝐴 𝐵

(Отже, мiж значками “∪” та “∨” (а також “∩” та “∧”) є глибокий взаємозв’язок; але плутати їх, застосо-
вуючи “∧” до множин або “∪” до булевих значень — груба помилка.)

17Їх називають також дiаграмами Ейлера–Венна, а iнодi й кругами Ейлера, але це не зовсiм одне й те само: круги
Ейлера, залежно вiд обставин, можна зображати, як тут, а можна так, що вони не перетинаються, або якийсь з
них повнiстю всере́динi iншого; для дiаграм Венна обов’язково, щоб були всi 2𝑛 областей (див. також розд. 2.2.2).

48



Порубльов I. М., посiбник «Дискретна математика»

Рiзниця (рос. «разность», англ. «difference»; позначається “∖”, iнодi “−”)
множин 𝐴 i 𝐵 —це множина, що складається з тих елементiв 𝐴, якi не на-
лежать 𝐵:

𝐴 ∖𝐵 def
= {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 ∧ ¬(𝑥 ∈ 𝐵)}. (7)

𝐴 𝐵

Симетрична рiзниця (рос. «симметрическая разность», англ. «symmetric
difference»; позначається “÷”, нерiдко “△”, iнодi “⊕”) множин 𝐴 i 𝐵 —це
множина, що складається з елементiв, якi належать в точностi однiй з мно-
жин 𝐴, 𝐵:

𝐴÷𝐵
def
= {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴⊕ 𝑥 ∈ 𝐵} =
= {𝑥 |

(︀
𝑥 ∈ 𝐴 ∧ ¬(𝑥 ∈ 𝐵)

)︀
∨
(︀
¬(𝑥 ∈ 𝐴) ∧ 𝑥 ∈ 𝐵

)︀
}.

(8)

𝐴 𝐵

Доповнення (рос. «дополнение», англ. «complement»; позначається “ 𝐴′ ”,
iнодi “ 𝐴 ”, “𝐶𝐴”) множини́ 𝐴 — це множина всiх елементiв, якi не нале-
жать 𝐴:

𝐴′ def
= {𝑥 | ¬(𝑥 ∈ 𝐴)}; (9)

операцiя доповнення осмислена лише коли є чiтко заданий унiверсум.

𝐴

(Рiзниця та доповнення взаємопов’язанi тотожнiстю 𝐴′ = 𝑈 ∖𝐴 (де 𝑈 — унiверсум). Через це рiзницю
𝐴 ∖𝐵 навiть називають «вiдносне доповнення» або «доповнення 𝐵 до 𝐴» («relative complement of 𝐵 with
respect to 𝐴»); вiдповiдно, унарне доповнення називають абсолютним («absolute complement»).)

(В означеннi рiзницi, замiсть “¬(𝑥∈𝐵)” можна написати “𝑥/∈𝐵”, що виглядає коротшим. Але слiд ро-
зумiти, що у коротшому записi “𝑥/∈𝐵” теж мається на увазi заперечення. Наприклад, 𝑥/∈(𝐶∩𝐷) нi в якому
разi не рiвносильне (𝑥/∈𝐶)∧ (𝑥/∈𝐷); при бажаннi, його можна перетворити як 𝑥/∈(𝐶∩𝐷) = ¬(𝑥∈(𝐶∩𝐷)) =
=¬

(︀
(𝑥∈𝐶) ∧ (𝑥∈𝐷)

)︀
=¬(𝑥∈𝐶)∨¬(𝑥∈𝐷) = (𝑥/∈𝐶)∨ (𝑥/∈𝐷), використавши закон де Моргана.)

Згадаємо ще одну множинну операцiю, яка по смислу сильно вiдрiзняється вiд вищезгаданих.
Булеа́н (множина всiх пiдмножин, англ. «power set»; позначається 2𝐴, 𝛽(𝐴), ℘(𝐴)) мно-

жини́ 𝐴—це множина, елементами якої є всi можливi пiдмножи́ни множини́-аргумента.
Наприклад, 2{𝑎,𝑏,𝑐}={∅, {𝑎}, {𝑏}, {𝑐}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐}, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏, 𝑐}}.
Неважко переконатися, що коли множина 𝐴 скiнче́нна i складається з 𝑛 елементiв, то 2𝐴 —

скiнче́нна множина, що складається з 2𝑛 елементiв.

2.2 Доведення тотожностей i включень. Аналiтичнi перетворення виразiв над
множинами

2.2.1 Перетворення характеристичних предикатiв

Безпосередньо в означеннях операцiй над множинами вказанi характеристичнi предикати
множин–результатiв. Тому́, коли є скла́дений вираз над множинами, зовсiм не важко побудувати
його характеристичний предикат у виглядi логiчного виразу вiд предикатiв вигляду “𝑥 ∈ . . .”
(замiсть “. . . ” пiдставляються множи́ни, що згадуються у виразах). А щоб проаналiзувати, чи то-
тожнi логiчнi вирази, є дуже простий спосiб — таблицi iстинностi.

Приклад 1. Доведемо тотожнiсть (𝐴 ∪𝐵)∖ (𝐴 ∩𝐵)=(𝐴 ∖𝐵)∪ (𝐵 ∖𝐴).
Лiва частина дослiджуваної тотожностi згiдно означень перетворюється як (𝐴 ∪𝐵)∖ (𝐴 ∩𝐵)=

= {𝑥 | 𝑥 ∈ (𝐴 ∪ 𝐵)∧¬(𝑥 ∈ (𝐴 ∩ 𝐵))}= {𝑥 | (𝑥 ∈ 𝐴 ∨ 𝑥 ∈ 𝐵)⏟  ⏞  
Л1

∧¬(𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∈ 𝐵⏟  ⏞  
Л2

)

⏟  ⏞  
Л3

}. Права — як

(𝐴 ∖𝐵)∪ (𝐵 ∖𝐴)={𝑥 | 𝑥 ∈ (𝐴 ∖𝐵)∨ (𝑥 ∈ (𝐵 ∖𝐴))}={𝑥 | (𝑥 ∈ 𝐴 ∧ ¬(𝑥 ∈ 𝐵)⏟  ⏞  
П1⏟  ⏞  

П2

)∨ (𝑥 ∈ 𝐵 ∧ ¬(𝑥 ∈ 𝐴)⏟  ⏞  
П3⏟  ⏞  

П4

)}.

(Тут скрiзь пишемо “=”, а не “
def
= ”, бо використовуємо означення, а не даємо їх. I взагалi, якщо є

сумнiв, краще писати “=”.)
Тепер обидва характеристичнi предикати залежать вiд однакових базових предикатiв “𝑥 ∈ 𝐴”

та “𝑥 ∈ 𝐵”. Тому́ можна побудувати таблицi iстинностi:
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𝑥∈𝐴 𝑥∈𝐵 Л1 Л2 Л3 уся лiва П1 П2 П3 П4 уся права
0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

Стовпчики iстинностi для лiвої частини та правої частини спiвпали— отже, характеристичнi
предикати однаковi. А значить, однаковi й множи́ни.

Коли потрiбно дослiдити включення (“⊆”) скла́дених виразiв над множинами, це теж до-
сить просто зробити через перетворення характеристичних предикатiв. Адже 𝑆1 ⊆ 𝑆2 означає
∀𝑥

(︀
(𝑥 ∈ 𝑆1)→ (𝑥 ∈ 𝑆2)

)︀
; значить, достатньо розписати всере́динi цього виразу “𝑥 ∈ 𝑆1” та “𝑥 ∈ 𝑆2”

i подивитися, чи завжди iстинна iмплiкацiя.

Приклад 2. Доведемо, що (𝐴 ∩𝐵)⊆ (𝐴÷ 𝐵)′. За означенням, це включення правильне тодi й
тiльки тодi, коли вираз (𝑥 ∈ (𝐴 ∩𝐵))→ (𝑥 ∈ (𝐴÷𝐵)′) завжди iстинний. Перетворимо його.

(𝑥 ∈ (𝐴 ∩𝐵))→ (𝑥 ∈ (𝐴÷𝐵)′)=
= (𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∈ 𝐵⏟  ⏞  

1

) → ¬(𝑥 ∈ 𝐴⊕ 𝑥 ∈ 𝐵⏟  ⏞  
2

)

⏟  ⏞  
3⏟  ⏞  

4

.
𝑥∈𝐴 𝑥∈𝐵 1 2 3 4
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 0 1 1

Отримали, що “вираз 1”→ “вираз 3” виконується завжди. Отже, включення правильне.
(Строго кажучи, розглянуто лише 4 випадки (𝑥 /∈ 𝐴, 𝑥 /∈ 𝐵), (𝑥 /∈ 𝐴, 𝑥 ∈ 𝐵), (𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 /∈ 𝐵)

та (𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ∈ 𝐵). А в означеннi включення стоїть квантор “∀𝑥”, що задає перебiр усiх можливих
елементiв унiверсуму (можливо, нескiнче́нного). Тому́, для бiльшої строгостi, висновок можна перефор-
мулювати приблизно так: «Отримали, що вираз “(𝑥 ∈ (𝐴 ∩𝐵))→ (𝑥 ∈ (𝐴÷𝐵)′)” iстинний в усiх чотирьох
перелiчених випадках; кожен елемент 𝑥 унiверсуму потрапляє до одного з цих чотирьох випадкiв; таким
чином, згадана iмплiкацiя виконується для будь-якого елемента унiверсуму. Отже, дослiджуване включе-
ння справдi правильне.»)

2.2.2 Побудова дiаграм Венна

Побудову дiаграм багато хто не вважає математичним доведенням: мовляв, один розмiстить
областi дiаграми так, iнший iнакше; де гарантiя, що вони обов’язково прийдуть до однакових
результатiв?. .

Але побудова дiаграм може бути цiлком строгим способом аналiзу виразiв над множинами,
нiтрохи не гiршим за таблицi iстинностi — якщо дотримуватися двох простих правил:

1. Щоб порiвняти вирази, їхнi областi будують на рiзних примiрниках однаково влаштованих
дiаграм (на дiаграмах повиннi бути зображенi однi й тi самi множи́ни, причому однаково
розмiщенi).

2. На дiаграмi, яка мiстить 𝑛 множин, повиннi бути всi областi, вiдповiднi усiм 2𝑛 випадкам
належностi до частини з цих множин (аналогiчно 2𝑛 рядкам таблицi iстинностi).

2-ге правило, по сутi, вимагає, щоб дiаграми були са́ме дiаграмами Венна, а не кругами Ейлера
(див. також прим. 17 на стор. 48). Якщо порушувати це правило, можна (помилково) «доводи-
ти» неправильнi твердження. Наприклад, розглянемо «дiаграму», де множи́ни 𝐴 i 𝐵 позначенi
круга́ми, що дотикаються (зовнiшнiм чином), але не перетинаються. Зобразимо на них “𝐴∪𝐵” та

“𝐴÷𝐵”. В обох випадках виходить однаковий результат “ ”. Звiдси можна зробити «висно-
вок» про нiбито рiвнiсть цих виразiв, i причина помилки— у то́му, що на «дiаграмi» пропущена
якраз та область, де i виявляється вiдмiннiсть мiж виразами.
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Приклад 1.Доведемо через побудову дiаграм (вже доведену через характеристичнi предикати)
тотожнiсть (𝐴 ∪𝐵)∖ (𝐴 ∩𝐵)=(𝐴 ∖𝐵)∪ (𝐵 ∖𝐴).

(𝐴 ∪𝐵)∖ (𝐴 ∩𝐵) (𝐴 ∖𝐵)∪ (𝐵 ∖𝐴)

𝐴 𝐵 𝐴 𝐵

Замалюємо (𝐴 ∪𝐵) «правою» штриховкою,
(𝐴 ∩𝐵) — «лiвою». До них треба застосувати
“∖”, отже остаточний результат — область, де є
«права» штриховка i нема «лiвої».

Замалюємо (𝐴 ∖𝐵) «правою» штриховкою,
(𝐵 ∖𝐴) — «лiвою». До них треба застосувати
“∪”, отже остаточний результат — уся область,
де є хоч якась штриховка.

Бачимо, що областi однаковi. Отже, тотожнiсть справдi виконується.

Приклад 2. Доведемо через побудову дiаграм (вже доведене через характеристичнi предикати)
включення (𝐴 ∩𝐵)⊆ (𝐴÷𝐵)′.

(𝐴 ∩𝐵) (𝐴÷𝐵)′

𝐴 𝐵 𝐴 𝐵

Замалюємо (𝐴 ∩𝐵). Замалюємо (𝐴÷𝐵) рiденькою «лiвою» штриховкою. До нього слiд застосу-
вати доповнення, тож замальовуємо все iнше густою «правою» штриховкою.

Бачимо, що область лiвого виразу є частиною областi правого виразу. Що очевидно вiдповiдає
спiввiдношенню “⊆”.

Бiльш того: при наявностi певного досвiду зовсiм не важко будувати дiаграми значно
складн́iших виразiв, залежних вiд трьох множин.

Приклад 3. Доведемо (𝐴 ∪𝐵) ∖ 𝐶⊆
(︀
𝐴 ∖ (𝐵 ∩ 𝐶)

)︀
∪
(︀
𝐵 ∖ (𝐴 ∩ 𝐶)

)︀
.

(𝐴 ∪𝐵) ∖ 𝐶
(︀
𝐴 ∖ (𝐵 ∩ 𝐶)

)︀
∪
(︀
𝐵 ∖ (𝐴 ∩ 𝐶)

)︀
𝐴 𝐵

𝐶

𝐴 𝐵

𝐶

(𝐴 ∪𝐵) зовсiм не важко уявити, дивля-
чись на дiаграму, але не штрихуючи. Тож
заштрихуємо зразу (𝐴 ∪𝐵) ∖ 𝐶.

Аналогiчно, 𝐵 ∩ 𝐶 уявимо, а заштрихуємо ( ) зра-
зу 𝐴 ∖ (𝐵 ∩ 𝐶); так само 𝐴 ∩ 𝐶 уявимо, а заштрихуємо
( ) 𝐵 ∖ (𝐴 ∩ 𝐶). До них треба застосувати “∪”, отже
результат — область, де є (хоч якась) штриховка.

Бачимо, що область лiвого виразу є частиною областi правого виразу. Що очевидно вiдповiдає
спiввiдношенню “⊆”.

Але коли множин бiльше трьох, будувати дiаграми, як правило, недоцiльно. На рис. зображено
два варiанти «кiстяка» дiаграм для 4-х множин, що мiстять усi 16 областей:

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

Конструкцiї вельми складн́i (а при бiльшiй кiлькостi множин ще набагато складнiшi), в них
легко помили́тися й пропустити якусь область чи навiть кiлька. А як вже показано, при пропуску
хоча б однiєї областi дiаграми можуть втрачати доказову силу. Тому й виходить, що для 𝑛=2 та
𝑛=3 дiаграми досить зручнi, а при 𝑛 > 4 зазвичай недоцiльнi.
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2.2.3 Стандартнi тотожностi для множин

Враховуючи описаний зв’язок мiж операцiями над множинами та операцiями над їхнiми ха-
рактеристичними предикатами, природньо, що мають мiсце стандартнi тотожностi множинних
виразiв — аналоги стандартних тотожностей для логiчних виразiв:

1. Комутативнiсть

𝐴 ∪𝐵 = 𝐵 ∪𝐴, 𝐴 ∩𝐵 = 𝐵 ∩𝐴.

2. Асоцiативнiсть

(𝐴 ∪𝐵) ∪ 𝐶 = 𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶), (𝐴 ∩𝐵) ∩ 𝐶 = 𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶).

3. Дистрибутивнiсть

(𝐴 ∪𝐵) ∩ 𝐶 = (𝐴 ∩ 𝐶) ∪ (𝐵 ∩ 𝐶), (𝐴 ∩𝐵) ∪ 𝐶 = (𝐴 ∪ 𝐶) ∩ (𝐵 ∪ 𝐶).

4. Закони порожньої множини́, унiверсуму i доповнення

𝐴 ∪𝐴′ = 𝑈, 𝐴 ∩𝐴′ = ∅, 𝐴 ∪∅ = 𝐴, 𝐴 ∩ 𝑈 = 𝐴.

Якщо додати ще способи вираження рiзницi та симетричної рiзницi

𝐴 ∖𝐵 = 𝐴 ∩𝐵′, 𝐴÷𝐵 = (𝐴 ∩𝐵′) ∪ (𝐴′ ∩𝐵),

отримаємо набiр, достатнiй для аналiтичних перетворення виразiв над множинами. Як i для
логiчних операцiй, мiнiмальний набiр зручно розширити, ввiвши iдемпотентнiсть, аналоги законiв
де Морга́на, iнволютивнiсть (аналог закона подвiйного заперечення), закони поглинання, тощо.

2.3 Способи подання множин

Зупинимося лише на способах явного перелiка («explicit-них») — адже «implicit-ними» можна
вважати хiба що способи аналiтико-алгоритмiчного подання характеристичних предикатiв, про
якi не можна сказати нiчого нового порiвняно з розд. 1.6.2.

2.3.1 Бiтовi вектори

Нехай унiверсум чiтко вiдомий i досить малий. Тодi можна занумерувати всi елементи унiверсуму
(взагалi всi можливi елементи) числами промiжку 0 6 𝑖 < MAXN, i працювати з масивами вигляду
bool a[MAXN].

Значення множини́ визначається тим, якi елементи їй належать. Нехай кожен i-ий елемент
масиву зберiгає iнформацiю про те, чи належить вiдповiдний елемент унiверсуму 𝑎𝑖 цiй множинi,
чи не належить:

a[i] = (𝑎𝑖 ∈ 𝐴) =

{︂
true, 𝑎𝑖 ∈ 𝐴;
false, 𝑎𝑖 /∈ 𝐴.

Наприклад, якщо 𝑈 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, то множина {2, 3, 5} подається як {false, false, true,

true, false, true}, тобто 0 1 2 3 4 5
– – + + – +

.

Операцiї над множинами, поданими у виглядi бiтових векторiв, реалiзуються просто й одно-
типно:

𝐶 = 𝐴 ∪𝐵 for(int i=0; i<MAXN; i++) c[i] = a[i] || b[i];

𝐶 =𝐴 ∩𝐵 for(int i=0; i<MAXN; i++) c[i] = a[i] && b[i];

𝐶 =𝐴 ∖𝐵 for(int i=0; i<MAXN; i++) c[i] = a[i] && !b[i];

𝐶 =𝐴÷𝐵 for(int i=0; i<MAXN; i++) c[i] = a[i] ^ b[i];

𝐶 =𝐴′ for(int i=0; i<MAXN; i++) c[i] = !a[i];

(Якщо не обмежуватися класичними масивами, можна зменшити витрати пам’ятi, видiляючи на кожен
елемент унiверсуму всього один бiт. (Звiдси й походить назва «бiтовий вектор», яку умовно поширюють
i на подання у масивi.) Причому, мовою C++ це можна робити як низькорiвневими засобами доступу до
окремих бiтiв, так i простим використанням vector<bool>. Правда, на службову iнформацiю vector-а теж
витрачається пам’ять, але коли елементiв унiверсуму (масиву) досить багато (хоча б сотнi) — економiя
пам’ятi є. Щоправда, за рахунок сповiльнення виконання.)
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2.3.2 Подання вiдсортованим перелiком. Злиття

Дещо несподiвано, але факт: впорядкованими перелiками можна користуватися завдяки

тому, що множи́ни не впорядкованi. Наприклад, {2, 7, 5}, {5, 2, 7}, {5, 7, 2}, . . . — рiзнi записи
однiєї й тiєї ж множини́; тому́ можна вважати «умовно найправильнiшим» запис (2, 5, 7).
I так для кожної множини́: оскiльки порядок елементiв не впливає на значення множини́, можна
вважати «умовно найправильнiшим» запис у вiдсортованому порядку.

При вiдсортованому поданнi можна виконувати основнi операцiї над множинами на основi
т. зв. злиття (рос. «слияние», англ. «merge»). Опишемо модифiкацiю алгоритму злиття, що
виконує об’єднання множин 𝐴 ∪𝐵.

Нехай множи́ни–вхiднi данi заданi у вiдсортованих vector-ах a та b, результат треба поверну-
ти як vector–результат функцiї. (де vector — це така сучасна продвинута версiя масиву, яка сама
знає свiй розмiр (метод size()) i вмiє додавати елемент собi в кiнець (метод push_back(...))).
Надалi називатимемо vector масивом, бо вiдмiнностi суто технiчнi.

Результат (res) спочатку порожнiй. Елемент a[0] найменший серед усiх елементiв масиву a,
елемент b[0]— серед масиву b. Значить, менший з цих двох елементiв є найменшим серед взага-
лi всiх елементiв 𝐴 ∪ 𝐵, тобто його i треба розмiстити у масив res як 0-й (найменший) елемент
об’єднання. Цей найменший елемент стає розглянутим, i до нього вже не треба повертатися. Тож
можна продовжити робити те са́мо для решти елементiв. А щоб перейти до решти, зсуваємо по-
точну позицiю (iндекс) у тому з масивiв, звiдки взятий цей мiнiмальний елемент, i далi проводимо
аналогiчнi порiвняння.

Можлива ситуацiя, коли у множинах 𝐴 i 𝐵 є однаковi елементи; для об’єднання (“∪”) їх треба
включити у результат, але один раз. Найприроднiше врахувати це так: при порiвняннi поточних
елементiв a[i] та b[j] розрiзняти не два випадки, а три: a[i]<b[j], a[i]>b[j], a[i]=b[j].

(Коли потрiбне не “∪”, а таке поєднання, де наявнiсть одного й того ж значення i в a, i в b озна-
чає, що його слiд записати у результат двiчi — можна обiйтися простiшим if-ом “if(a[i]<=b[j])
res.push_back(a[i++]); else res.push_back(b[j++]);”; три гiлки спричиненi якраз потребою врахо-
вувати однакове лише один раз.)

Завершується злиття, коли вже нема чого зливати, бо дiйшли до кiнця. Зазвичай, якийсь
один зi вхiдних масивiв закiнчуватиметься, коли в iншому ще є не обробленi елементи (можливо,
багато). Тому́ «основну частину» злиття треба робити, поки ще є вхiднi данi в обох масивах; пiсля
«основної частини» треба ще переписати «хвiст» недообробленого масиву (якщо є).

Реалiзацiї “∩”, “÷”, “∖” вiдрiзняються головним чином тим, в яких са́ме гiлках потрiбно зано-
сити поточний елемент до результуючої множини́:

a[i]<b[j] a[i]>b[j] a[i]==b[j]
дописування
хвоста a

дописування
хвоста b

𝐴 ∪𝐵 так так так так так
𝐴 ∩𝐵 нi нi так нi нi
𝐴 ∖𝐵 так нi нi так нi
𝐴÷𝐵 так так нi так так

У наведеному перелiку нема i не повинно бути операцiї доповнення. Адже при поданнi впо-
рядкованими послiдовностями та при злиттi унiверсум взагалi не фiксується. (Точнiше, вiн фi-
ксується при оголошеннi типу, чи це vector<short int>, чи vector<double>, тощо); але це да-
леко не така жорстка фiксацiя, як при поданнi бiтовими векторами.) Якщо все-таки виникає
потреба в операцiї доповнення, можна зберiгати унiверсум 𝑈 «на правах звичайної множини́»,
i знаходити 𝐴′ як 𝑈 ∖𝐴.

Тепер про перевiрку належностi (“∈”). Якщо важливi лише простота й очевиднiсть, можна
просто переглядати масив, порiвнюючи кожен елемент з шуканим значенням. Якщо важлива
ефективнiсть, то, знов-таки завдяки вiдсортованостi, слiд застосувати бiнарний пошук. Тобто,
починаємо з елемента посереди́нi масиву. Можливо, вiн якраз дорiвнює шуканому значенню, тодi
пошук успiшно завершується. Iнакше, перевiряємо, що менше. Якщо середнiй елемент бiльший
шуканого, цим з’ясовано (завдяки вiдсортованостi), що й уся права половина бiльша, тож значе-
ння варто шукати лише у лiвiй половинi. Аналогiчно, якщо середнiй елемент менший шуканого,
надалi слiд шукати лише у правiй половинi. Розмiр промiжку, який треба розглядати, щоразу
зменшується приблизно удвiчi — отже, щоб знайти елемент (або переконатися у його вiдсутностi)
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Алгоритм може бути реалiзований, наприклад, так:

Нi vector-и, нi template-и не є обов’язковими засобами реалiзацiї злиття. Цiлком корисно й доступно
сильному студенту 1-го курсу написати злиття самостiйно, на основi лише ранiше наведених словесних
описiв та користуючись добре вiдомими засобами (vector-и можна замiнити простими масивами, можна
без template-iв вказати конкретний тип, наприклад, int). Просто vector дозволяє зручно додавати
елемент у кiнець (push_back), а template дозволяє зробити зразу для всiх типiв, а не лише для int. . .

Приклад об’єднання злиттям {2, 3, 4, 6, 7} та {1, 6, 8, 9, 12}.

Вхiд 1 Вхiд 2 Результат Примiтка
2 3 4 6 7 1 6 8 9 12 1 2 > 1, вибираємо 1
2 3 4 6 7 1 | 6 8 9 12 1 2 2 < 6, вибираємо 2
2 3 4 6 7 1 | 6 8 9 12 1 2 3 3 < 6, вибираємо 3
2 3 4 6 7 1 | 6 8 9 12 1 2 3 4 4 < 6, вибираємо 4
2 3 4 6 7 1 6 8 9 12 1 2 3 4 6 6=6, беремо спiльне значення 6 (один раз)

та зсуваємо обидвi поточнi позицiї

2 3 4 6 7 1 6 | 8 9 12 1 2 3 4 6 7 7 < 8, вибираємо 7
Основний етап злиття завершено, бо закiнчилася одна з послiдовностей. Розпочинаємо допису-
вання хвоста.
2 3 4 6 7 | 1 6 8 9 12 1 2 3 4 6 7 8 просто дописуємо хвiст
2 3 4 6 7 | 1 6 8 9 12 1 2 3 4 6 7 8 9 просто дописуємо хвiст
2 3 4 6 7 | 1 6 8 9 12 1 2 3 4 6 7 8 9 12 просто дописуємо хвiст

бiнарним пошуком, потрiбно приблизно log2 𝑛 порiвнянь. Наприклад, для мiльйона елементiв —
всього ≈20.

2.3.3 Порiвняння розглянутих способiв подання

Фрагменти програм, якi стосуються бiтових векторiв, незрiвнянно коротшi й простiшi, нiж зли-
ття. Але бiтовi вектори мають ряд недолiкiв.

Якщо унiверсум заранi не вiдомий (новi елементи можуть з’являтися пiд час роботи програми)
або дуже великий, то бiтовi вектори взагалi незастосовнi. Якщо унiверсум вiдомий i малий, але
«незручний» (наприклад, елементами є слова́), застосування бiтових векторiв потребу́є постiйного
«перекладу» незручних назв у номери i навпаки, а робити це бiльш-менш ефективно — складнiше,
нiж реалiзувати злиття i бiнарний пошук.

Тепер розглянемо ситуацiю, коли унiверсум великий, а конкретнi множи́ни невеликi. За таких
умов застосування бiтових векторiв можливе, але навряд чи доцiльне. По-перше, об’єм пам’ятi,
необхiдний для зберiгання кожної множини́ у виглядi бiтового вектора, пропорцiйний кiлькостi
елементiв усього унiверсуму, а у виглядi перелiку — лише кiлькостi реально використаних у мно-
жинi елементiв. По-друге, операцiї “∪”, “∩”, . . . через злиття вимагають перегляду лише реально
iснуючих елементiв i в результатi будуть виконуватися швидше, нiж цикл for(int i=0; i<MAXN;

i++) ..., який без толку переглядатиме величезну кiлькiсть незадiяних елементiв унiверсуму.
Але якщо доводиться мати справу з множинами, яким належить значна частина елементiв

унiверсуму, кращими виявляються бiтовi вектори. В такому разi зберiгання MAXN бiтiв iмовiрно
вимагатиме менше пам’ятi, нiж зберiгання ненабагато меншої кiлькостi значень елементiв (ко-
жне з яких може займати кiлька байтiв). Крiм того, дуже простий цикл for(int i=0; i<MAXN;

i++) ... працюватиме мабуть швидше, нiж злиття, яке має виконати ненабагато менше скла-
днiших iтерацiй.

Незалежно вiд «щiльностi» використання унiверсуму, перевiрка належностi елемента множинi
робиться ефективнiше у бiтових векторах (подивитися прямим доступом значення a[i] швидше,
нiж запускати бiнарний пошук, не кажучи вже про повний перегляд масиву). Але коли треба
виконати якусь дiю для кожного елемента множини́, то подання перелiком надає цi елементи у
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готовому виглядi один за одним, тодi як по бiтовому вектору треба «бiгти», перевiряючи абсолю-
тно кожен елемент унiверсуму.

(Бiтовi вектори мають багато спiльного з розглянутим у розд. 1.6.2 табличним поданням предикатiв,
а подання вiдсортованими масивами — з розглянутим там са́мо перелiком наборiв. Бiльш того: цi са́мi
iдеї в новому ракурсi з’являться ще й при поданнi графiв, у розд. 5.2.2 та 5.2.3. Що ж, свiжих iдей мало,
областей застосування гарних iдей багато. . .

Але не слiд робити висновок, нiби вiдомi лише два розглянутi способи подання множин. Є ще багато
способiв, теж основаних на зберiганнi перелiку елементiв множини́, але в деякiй технiчно складнiшiй
структурi даних— наприклад, set бiблiотеки STL зберiгає у збалансованому бiнарному деревi пошуку.
Але цi деталi вже стосуються аналiзу алгоритмiв, а не математики.)

2.4 Декартiв добуток

(Термiн «дека́ртiв» (або «дека́ртовий») походить вiд прiзвища видатного математика та фiлософа Рене
Дека́рта18. Строго кажучи, Декарт лише запропонував основну iдею, застосувавши її до декартової си-
стеми координат на площинi (кожнiй точцi площини спiвставляються два числа́) та до нумерацiї мiсць
у театрi («ряд . . . , крiсло . . . »). Сучасний смисл множинної операцiї «декартiв добуток» ввели пiзнiше.)

Декартiв добуток (рос. «декартово произведение», англ. «Сartesian product») множин 𝐴
та 𝐵 —це множина всiх можливих упорядкованих пар, де перший елемент пари береться з мно-
жини́ 𝐴, дру́гий — з множини́ 𝐵:

𝐴×𝐵
def
= {(𝑎, 𝑏) | 𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑏 ∈ 𝐵}. (10)

(Наприклад, {𝑎, 𝑏, 𝑐} × {1, 2}={(𝑎, 1), (𝑎, 2), (𝑏, 1), (𝑏, 2), (𝑐, 1), (𝑐, 2)}. Декартiв добуток є множиною,
отже пари можна переставляти (наприклад, {(𝑏, 1), (𝑎, 1), (𝑐, 2), (𝑎, 2), (𝑏, 2), (𝑐, 1)}—некрасивий запис
того са́мого добутку). Але переставляти елементи всере́динi пари не можна (наприклад, (2, 𝑐) /∈{𝑎, 𝑏, 𝑐}×
×{1, 2}, а 2-ге мiсце в 19-му ряду— не те са́ме, що 19-те мiсце у 2-му ряду).

I це означає некомутативнiсть декартового добутку: 𝐴×𝐵 ̸=𝐵 ×𝐴.)
Декартiв добуток очевидно узагальнюється на випадок кiлькох (бiльш нiж двох) множин.

Декартiв до́буток множин 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 — це множина всiх можливих упорядкованих 𝑛-ок19,
де 1-ий елемент 𝑛-ки береться з множини́ 𝐴1, 2-ий — з множини́ 𝐴2, . . . , 𝑛-ий — з множини́ 𝐴𝑛:

𝐴1 ×𝐴2 × . . .×𝐴𝑛
def
= {(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) | 𝑎1∈𝐴1 ∧ 𝑎2∈𝐴2 ∧ . . . ∧ 𝑎𝑛∈𝐴𝑛}. (11)

Приклад: {𝑎, 𝑏} × {2, 5} × {𝑎, 𝑜}={(𝑎, 2, 𝑎), (𝑎, 2, 𝑜), (𝑎, 5, 𝑎), (𝑎, 5, 𝑜), (𝑏, 2, 𝑎), (𝑏, 2, 𝑜), (𝑏, 5, 𝑎), (𝑏, 5, 𝑜)}.
𝑛-им декартовим степенем множини́ 𝐴 називають частковий випадок (узагальненого) де-

картового добутку, коли 𝐴1=𝐴2 = . . .=𝐴𝑛:

𝐴𝑛 def
= 𝐴×𝐴× . . .×𝐴⏟  ⏞  

𝑛 множникiв

(12)

(У деяких книгах стверджують, буцiмто, як i для переважної бiльшостi рiзноманiтних «добуткiв»
дискретної математики,20 нiякої окремої операцiї «узагальнений декартiв добуток» не треба, а степiнь
можна ввести як 𝐴1=𝐴, 𝐴𝑛= (. . . (𝐴×𝐴)× . . .×𝐴⏟  ⏞  

𝐴𝑛−1 (𝑛−1 штук 𝐴)

)×𝐴

⏟  ⏞  
𝑛 штук 𝐴

.

Автор посiбника пiдтримує iншу поширену думку, за якою елементами 𝐴×𝐵 × 𝐶 та (𝐴×𝐵)× 𝐶
є просто рiзнi сутностi: 𝐴×𝐵 × 𝐶 складається з трiйок (𝑎𝑖, 𝑏𝑗 , 𝑐𝑘), тодi як (𝐴×𝐵)× 𝐶 — з ((𝑎𝑖, 𝑏𝑗), 𝑐𝑘),
тобто пар, першими елементами яких є пари. При такому пiдходi, декартiв добуток не лише не комутатив-
ний, але й не асоцiативний ((𝐴×𝐵)× 𝐶 ̸=𝐴× (𝐵 × 𝐶), бо в одному випадку утворюються послiдовностi
вигляду ((𝑎𝑖, 𝑏𝑗), 𝑐𝑘), в iншому — вигляду (𝑎𝑖, (𝑏𝑗 , 𝑐𝑘))); через це, пропонується уникати послiдовних де-
картових домножень, натомiсть виражаючи як степiнь, так i iншi поєднання зразу кiлькох елементiв у
єдину послiдовнiсть однiєю операцiєю узагальненого декартового добутку.)

18вiн же де́ Карте́с, тому кажуть також «картезiа́нський»; за радянською традицiєю бiльш прийнято писати
«декартiв», за захiдною— «Сartesian»

19читається «е́нок»; «е́нка» означає просто «послiдовнiсть з 𝑛 елементiв»; англ. — «𝑛-tuple»
20у цьому посiбнику, крiм декартового добутку, розглянуто ще деякi операцiї, якi вiдносять до «добуткiв»:

кон’юнкцiю (розд. 1.1), композицiю вiдношень (розд. 2.5.4) та конкатенацiю мов (розд. 6.2), а також використано
вiдомий з алгебри добуток матриць; все це — ще не повний перелiк «добуткiв», бо дискретна математика цим
посiбником не обмежується
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Оскiльки декартiв добуток є множиною, до декартових добуткiв застосовнi множиннi операцiї
(“∪”, “∩”, “∖”, “÷”) та вiдношення (“∈”, “⊆”, “⊂”).

Iнодi (не часто) буває зручно зображати декартiв добуток графiчно (звичайно, лише

двоаргументний добуток! ). Для цього треба множи́ни, котрi є лiвими аргументами добутку, зо-
бразити вздовж однiєї осi, правi аргументи— вздовж iншої осi. Зображенням декартового добутку
буде прямокутник або сукупнiсть прямокутникiв.

Наприклад, зобразимо добуток [2; 5]× [1; 2] (де [2; 5] та [1; 2]— вiдрiзки
всiх дiйсних чисел вiд . . . до . . . , обидвi межí включно):

0

1

2

2 5

Доведення тотожностей i включень У означеннi декартового добутку заданий характеристи-
чний предикат. Значить, можна переходити до логiчних виразiв вiд простiших характеристичних
предикатiв, дослiджувати їх за допомогою таблиць iстинностi, тощо.

Приклад 1. Доведемо (𝐴×𝐵)∩ (𝐶 ×𝐷)=(𝐴 ∩ 𝐶)× (𝐵 ∩𝐷).

Лiва частина: (𝐴×𝐵) ∩ (𝐶 ×𝐷) = {(𝑥, 𝑦) | (𝑥, 𝑦) ∈ (𝐴×𝐵) ∧ (𝑥, 𝑦) ∈ (𝐶 ×𝐷)} = {(𝑥, 𝑦) |(︀
𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐵

)︀
∧
(︀
𝑥 ∈ 𝐶 ∧ 𝑦 ∈ 𝐷

)︀
}.

Права частина: (𝐴 ∩ 𝐶)× (𝐵 ∩𝐷) = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥 ∈ (𝐴 ∩ 𝐶) ∧ 𝑦 ∈ (𝐵 ∩𝐷)} = {(𝑥, 𝑦) |(︀
𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∈ 𝐶

)︀
∧
(︀
𝑦 ∈ 𝐵 ∧ 𝑦 ∈ 𝐷

)︀
}.

Можна побудувати таблицi iстинностi (на 24=16 рядкiв). А можна побачити, що у виразах
використовується лише “∧”, та довести тотожню рiвнiсть цих виразiв згiдно з асоцiативнiстю та
комутативнiстю кон’юнкцiї.

Приклад 2. Доведемо, що (𝐴×𝐵)∪ (𝐶 ×𝐷)⊆ (𝐴 ∪ 𝐶)× (𝐵 ∪𝐷), причому цi вирази не тото-
жньо рiвнi. Лiва частина: (𝑥, 𝑦)∈(𝐴×𝐵)∪ (𝐶×𝐷) =

(︀
(𝑥, 𝑦)∈(𝐴×𝐵)

)︀
∨
(︀
(𝑥, 𝑦)∈(𝐶×𝐷)

)︀
=

(︀
(𝑥∈𝐴)∧

∧ (𝑦∈𝐵)
)︀
∨
(︀
(𝑥∈𝐶)∧ (𝑦∈𝐷)

)︀
; права частина: (𝑥, 𝑦)∈(𝐴∪𝐶)× (𝐵∪𝐷) = (𝑥 ∈ (𝐴∪𝐶))∧ (𝑦 ∈ (𝐵∪𝐷)) =

=
(︀
(𝑥∈𝐴)∨ (𝑥∈𝐶)

)︀
∧
(︀
(𝑦∈𝐵)∨ (𝑦∈𝐷)

)︀
; “⊆”, як завжди, перетворюється у “→” (з подальшим

аналiзом, чи всюди ця iмпiлiкацiя iстинна).

(︀
(𝑥∈𝐴)∧(𝑦∈𝐵)⏟  ⏞  

(1)

)︀
∨
(︀
(𝑥∈𝐶)∧(𝑦∈𝐷)⏟  ⏞  

(2)

)︀
⏟  ⏞  

(3)

→
(︀
(𝑥∈𝐴)∨(𝑥∈𝐶)⏟  ⏞  

(4)

)︀
∧
(︀
(𝑦∈𝐵)∨(𝑦∈𝐷)⏟  ⏞  

(5)

)︀
⏟  ⏞  

(6)

𝑥∈𝐴 𝑦∈𝐵 𝑥∈𝐶 𝑦∈𝐷 (1) (2) (3) (4) (5) (6) (3)→(6)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1
0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1
1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Як бачимо, iмплiкацiя iстинна
завжди, але стовпчики (3) i (6)
не однаковi. Значить, для вира-
зiв справдi виконується “⊆”, але
не “=”.

Покажемо це са́ме графiчно. 𝐴 i 𝐶 є лiвими аргументами декартового добутку, 𝐵 i 𝐷—пра-
вими. Тож зобразимо 𝐴 i 𝐶 вiдрiзками вздовж горизонтальної осi, 𝐵 i 𝐷— уздовж вертикальної.
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(𝐴×𝐵)∪ (𝐶 ×𝐷) (𝐴 ∪ 𝐶)× (𝐵 ∪𝐷)

𝐴 𝐶

𝐵

𝐷

𝐴 𝐶

𝐵

𝐷

Будуємо 𝐴 × 𝐵 («права» штриховка) та 𝐶 ×𝐷
(«лiва»). Їх потрiбно об’єднати; отже, резуль-
тат — усе, що заштриховане (хоча б якось).

Спочатку потрiбно провести об’єднання 𝐴 ∪ 𝐶
(результат на горизонтальнiй осi) та 𝐵 ∪ 𝐷
(на вертикальнiй), потiм будуємо добуток.

Бачимо, що вирази не рiвнi. Бiльш того, перший вираз є пiдмножиною дру́гого. (Останнє
твердження аргументоване, бо на дiаграмi справдi є областi, вiдповiднi усiм 16 випадкам.)

Тепер стає ще важливiшим, нiж досi, що логiчнi операцiї застосовують до базових пре-

дикатiв, а не до множин. Розглянемо (неправильне) буцiмто доведення: «Доведемо, що
(𝐴×𝐵)∩ (𝐶 ×𝐷)=(𝐴 ∩𝐵)× (𝐶 ∩𝐷). Позначимо твердження, пов’язанi з множиною 𝐴, як “𝑎”,
пов’язанi з 𝐵 —як “𝑏”, з 𝐶 —як “𝑐”, з 𝐷—як “𝑑”. I декартiв добуток, i перетин виражаються через
кон’юнкцiю, тому обидвi частини перетворюються до однакових виразiв “(𝑎 ∧ 𝑏)∧ (𝑐 ∧ 𝑑)”, що й
доводить тотожнiсть.». Протиставимо йому приклад: 𝐴={1, 2}, 𝐵={2, 3}, 𝐶={3, 4}, 𝐷={4, 5}.

(𝐴×𝐵)⏟  ⏞  
{(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)}

∩ (𝐶 ×𝐷)⏟  ⏞  
{(3,4),(3,5),(4,4),(4,5)}

= ∅, (𝐴 ∩𝐵)⏟  ⏞  
{2}

× (𝐶 ∩𝐷)⏟  ⏞  
{4}

= {(2, 4)}.

Твердження неправильне! Воно не може мати правильного доведення!!!
Конкретна помилка цього «доведення» полягає в тому, що, зокрема, “𝑥∈𝐵” i “𝑦∈𝐵” — рiзнi

предикати, i їх не можна позначати однаковим 𝑏. Правильнi перетворення (𝐴×𝐵)∩ (𝐶 ×𝐷)=
= (𝐴 ∩𝐵) × (𝐶 ∩𝐷) дають вираз

(︀
(𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐵) ∧ (𝑥 ∈ 𝐶 ∧ 𝑦 ∈ 𝐷)

)︀
↔

(︀
(𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∈ 𝐵) ∧

∧ (𝑦 ∈ 𝐶 ∧ 𝑦 ∈ 𝐷)
)︀
, залежний вiд шести рiзних базових предикатiв “𝑥∈𝐴”, “𝑥∈𝐵”, “𝑦∈𝐵”, “𝑥∈𝐶”,

“𝑦∈𝐶”, “𝑦∈𝐷”, i серед 26 = 64 рядкiв його таблицi iстинностi є 7 штук нулiв.
Вiдзначимо (довести охочi можуть самостiйно), що декартiв добуток дистрибутивний вiдносно

стандартних бiнарних множинних операцiй:

𝐴× (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴×𝐵) ∩ (𝐴× 𝐶), (𝐴 ∩𝐵)× 𝐶 = (𝐴× 𝐶) ∩ (𝐵 × 𝐶),
𝐴× (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴×𝐵) ∪ (𝐴× 𝐶), (𝐴 ∪𝐵)× 𝐶 = (𝐴× 𝐶) ∪ (𝐵 × 𝐶),
𝐴× (𝐵 ∖ 𝐶) = (𝐴×𝐵) ∖ (𝐴× 𝐶), (𝐴 ∖𝐵)× 𝐶 = (𝐴× 𝐶) ∖ (𝐵 × 𝐶),

𝐴× (𝐵 ÷ 𝐶) = (𝐴×𝐵)÷ (𝐴× 𝐶), (𝐴÷𝐵)× 𝐶 = (𝐴× 𝐶)÷ (𝐵 × 𝐶).

(У кожному рядку записанi два варiанти дистрибутивностi однiєї й тiєї ж пари операцiй. Досi (для
iнших операцiй) ми не потребува́ли окремих «лiвої» та «правої» дистрибутивностi, бо одну з них можна
було одержати з iншої через комутативнiсть. А тепер, коли “×” не комутативний, цi тотожностi стають
«незалежними».)

2.5 Вiдношення

2.5.1 Загальне означення вiдношення

Вiдношенням (рос. «отношение», англ. «relation») мiж множинами 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 називають
пiдмножину декартового добутку 𝐴1 ×𝐴2 × . . .×𝐴𝑛.

Але це означення аж надто загальне. Тому́ наведемо деякi пояснення.
Вiдношення вказують факт наявностi зв’язќiв мiж елементами множин. Якщо пара (енка)

належить вiдношенню, це означає, що мiж елементами цiєї пари (енки) є зв’язок, якщо не нале-
жить — зв’язку нема.

Вiдношення задають те саме, що й предикати, але в iншому форматi. Приклади предикатiв
(«𝑛—просте число», «𝑥 ⊥ 𝑦», «𝑧 лежить на найкращому шляху з 𝑥 до 𝑦», тощо) можна вважати
також i прикладами вiдношень. Але предикатами були умови, а вiдношеннями є множи́ни усiх
тих (чисел/пар прямих/трiйок мiст/. . . ), для яких умова виконується.
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Наприклад, у роздiлi 1.6.2 «Способи подання предикатiв» згадувався предикат «тролейбу-
сом 𝑥 можна доїхати до 𝑦». При цьому «перелiк наборiв, на яких предикат iстинний» був та-
ким: (1, драмтеатр), (1, пл. Б. Хм.), (1, ЧНУ), (4, драмтеатр), (4, трол. парк), (7, драмтеатр),
(7, пл. Б. Хм.), (7, трол. парк), (7, ЧНУ), (10, драмтеатр), (10, ПЗР), (10, пл. Б. Хм.). А це якраз
i є пiдмножиною декартового добутку {1, 4, 7, 10}×{драмтеатр, ПЗР, пл. Б. Хм., трол. парк,
ЧНУ}: перелiченi пари туди належать, а, наприклад, (1, ПЗР) — не належить. Отже, перелiченi
пари можна вважати також i вiдношенням. Предикат має значення true — пара належить вiд-
ношенню, значення false — не належить.

(Це можна i формально узагальнити. Нехай є предикат 𝑃 (𝑎(1), . . . , 𝑎(𝑛)), причому значення параметра
𝑎(1) можуть братися з множини́ 𝑆1, . . . , параметра 𝑎(𝑛) — з множини́ 𝑆𝑛. Тодi за цим предикатом можна
побудувати вiдношення — пiдмножину 𝑆1 × . . .× 𝑆𝑛:

𝑅 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) | 𝑥1∈𝑆1 ∧ . . . ∧ 𝑥𝑛∈𝑆𝑛 ∧ 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)}.
Аналогiчно, коли є вiдношення 𝑅 ⊆ 𝑆1×. . .×𝑆𝑛, за ним (по ньому) завжди можна побудувати предикат

𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅 =

{︂
true, (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅,
false, (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) /∈ 𝑅,

залежний вiд 𝑛 параметрiв, де 1-ий параметр може братися з множини́ 𝑆1, . . . , 𝑛-ий параметр— з 𝑆𝑛.)

(“𝑅” — абстрактне позначення (якогось) вiдношення, аналогiчно як букву “𝑓 ” використовують для
абстрактного позначення (якоїсь) функцiї. Вiдношення “𝑅”, як правило, не має нiякого стосунку до мно-
жини́ дiйсних чисел “R”.)

Вiдношення у загальному виглядi зазвичай детально розглядають у дисциплiнi «Бази даних».
Ми ж перейдемо до розгляду часткового випадку— т. зв. бiнарних вiдношень.

2.5.2 Бiнарнi вiдношення. Бiнарнiсть «у вузькому» та «у широкому» смислах

Природньо, щоб бiна́рним вiдношенням (рос. «бинарное отношение», англ. «binary relation»)
називали двоаргументне вiдношення, тобто пiдмножину декартового добутку 2-х множин 𝐴×𝐵.

Але часто розглядають вiдношення, бiнарнi у вузькому смислi — пiдмножи́ни декартового

квадрата деякої множини́. Вiдповiдно, вiдношення-пiдмножи́ни 𝐴 × 𝐵 (де множи́ни 𝐴 i 𝐵 мо-
жуть, але не зобов’язанi дорiвнювати одна однiй) бiнарнi «у широкому смислi». Таким чином,
кожне вiдношення, бiнарне «у вузькому смислi», буде також i бiнарним «у широкому»; але дале-
ко не кожне бiнарне «у широкому» буде бiнарним «у вузькому».

(Наприклад, обидва вiдношення «пряма 𝑥 перпендикулярна прямiй 𝑦» та «тролейбусом 𝑥 можна до-
їхати до 𝑦» бiнарнi «у широкому смислi», але лише перше з них бiнарне «у вузькому смислi». Адже
у першому вiдношеннi 𝑥 i 𝑦 беруться з однiєї множини́ — множини́ прямих у площинi, а у дру́гому 𝑥 бе-
реться з множини́ тролейбусних маршрутiв, 𝑦 — з множини́ визначних мiсць.

Бiнарне «у широкому смислi» вiдношення (пiдмножину 𝐴×𝐵) називають також «вiдношення в 𝐴×𝐵»
(рос. «отношение в 𝐴×𝐵», англ. «relation between 𝐴 and 𝐵»); бiнарне «у вузькому смислi» вiдношення
(пiдмножину 𝐴2 = 𝐴×𝐴) — «вiдношення на 𝐴» (рос. «отношение на 𝐴», англ. «relation on 𝐴»).)

Прикладами бiнарних «у вузькому смислi» вiдношень є множи́ни iстинностi бiльшостi мате-
матичних «порiвнянь» (“>”, “ ̸=”, “⊆”, “ ···”, “⊥”, тощо).

Щоб вказати, що для елементiв 𝑥 i 𝑦 виконується бiнарне вiдношення 𝑅, використовуються двi
форми запису: “(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅” (як для всiх вiдношень) та “𝑥 𝑅 𝑦” (символ бiнарного вiдношення “𝑅”
ставиться мiж аргументами, подiбно до “𝑥 < 𝑦”; така форма запису називається iнфiксна).

2.5.3 Подання бiнарного вiдношення матрицею

Коли бiнарне вiдношення скiнченне й невелике (як за кiлькiстю пар, так i за кiлькiстю елементiв
тих множин, в добутку яких воно задане), буває зручно подавати його матрицею. Рядки такої
матрицi вiдповiдають можливим елементам першої множини́ вiдношення, стовпчики — можливим
елементам дру́гої, i на перетинi рядка та стовпчика ставиться або 1, якщо пара вiдповiдних
елементiв належить вiдношенню, або 0, якщо не належить.

Якщо вiдношення бiнарне «у широкому смислi» (в 𝐴 × 𝐵, де 𝐴 та 𝐵 можуть бути рiзнi),
матриця прямокутна (можливо, квадратна, але не обов’язково). Якщо бiнарне «у вузькому сми-
слi» (на 𝐴), то гарантовано квадратна. При цьому, навiть для квадратних матриць, що подають
бiнарнi «у вузькому смислi» вiдношення, важливо, що рядки вiдповiдають першим елементам
вiдношення, стовпчики — дру́гим (а не навпаки).
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Матриця бiнарного вiдношення виявляється такою са́мою, як табличне подання предиката
вiд двох параметрiв (див. розд. 1.6.2), так що наведений на стор. 30 приклад поданого таблицею
«тролейбусного» предиката є також i прикладом матрицi вiдношення.

2.5.4 Операцiї над бiнарними вiдношеннями

Бiнарнi вiдношення є множинами, тому для них визначенi операцiї “∪”, “∩”, “∖”, “÷” та “ ′ ” (унi-
версумом вважається 𝐴×𝐵 чи 𝐴2, для «широкого» та «вузького» смислiв вiдповiдно).

Але для бiнарних вiдношень визначенi ще деякi специфiчнi операцiї.
Область визначення (рос. «область определения», англ. «domain»; позначається “dom𝑅”, або

“𝐷(𝑅)”, iнодi “𝑅𝐴”) бiнарного вiдношення — це множина усiх можливих перших аргументiв вiд-
ношення:

𝐷(𝑅)
def
= {𝑎 | ∃𝑏 𝑎 𝑅 𝑏}. (13)

(Наприклад, якщо 𝑅 = {(1, 𝑎), (1, 𝑏), (2, 𝑏), (4, 𝑧)}, то 𝐷(𝑅)={1, 2, 4}.)
Область значень (рос. «область значений», англ. «codomain»; позначається “𝐸(𝑅)”, iнодi

“𝑅𝐵”) бiнарного вiдношення — це множина усiх можливих дру́гих аргументiв вiдношення:

𝐸(𝑅)
def
= {𝑏 | ∃𝑎 𝑎 𝑅 𝑏}. (14)

(Наприклад, якщо 𝑅 = {(1, 𝑎), (1, 𝑏), (2, 𝑏), (4, 𝑧)}, то 𝐸(𝑅)={𝑎, 𝑏, 𝑧}.)
Вiдношення, обернене до (рос. «обратное к», англ. «inverse of») вiдношення 𝑅 в 𝐴× 𝐵 — це

вiдношення в 𝐵 ×𝐴, якому належать усi тi самi пари, але у зворотньому порядку:

𝑅−1 def
= {(𝑏, 𝑎) | 𝑎 𝑅 𝑏}. (15)

(Наприклад, якщо 𝑅 = {(1, 𝑎), (1, 𝑏), (2, 𝑏), (4, 𝑧)}, то 𝑅−1={(𝑎, 1), (𝑏, 1), (𝑏, 2), (𝑧, 4)}.)
Очевидно, (𝑅−1)−1 = 𝑅.
Композицiя (вона ж суперпозицiя, вона ж добуток ; рос. «композиция»; англ. «composition»)

вiдношень 𝑅1 та 𝑅2 — це вiдношення

𝑅1 ∘𝑅2
def
= {(𝑎, 𝑐) | ∃𝑏(𝑎 𝑅1 𝑏 ∧ 𝑏 𝑅2 𝑐)}, (16)

тобто пара (𝑎, 𝑐) перебуває у вiдношеннi 𝑅1 ∘ 𝑅2 тодi й тiльки тодi, коли можна знайти такий
елемент 𝑏, щоб 𝑎 перебувало у вiдношеннi 𝑅1 з цим 𝑏, i (те са́ме) 𝑏 перебувало у вiдношеннi 𝑅2

з елементом 𝑐. При цьому 𝑅1 та 𝑅2 мають бути визначенi в 𝐴×𝐵 та у 𝐵×𝐶 (дру́га множина пер-
шого вiдношення має дорiвнювати першiй множинi дру́гого вiдношення; решта множин можуть
бути хоч рiзними, хоч однаковими).

Приклад 1. Нехай 𝑅1= {(𝑎, 1), (𝑏, 1), (𝑏, 2), (𝑧, 4)}, 𝑅2= {(1, 𝛽), (2, 𝛽), (2, 𝛾)}. Тодi 𝑅1 ∘𝑅2=
= {(𝑎, 𝛽), (𝑏, 𝛽), (𝑏, 𝛾)}. Пара (𝑎, 𝛽) належить 𝑅1 ∘𝑅2, бо є елемент 1, такий що (𝑎, 1) ∈ 𝑅1 ∧
∧ (1, 𝛽) ∈ 𝑅2; аналогiчно, (𝑏, 𝛾)∈𝑅1 ∘𝑅2, бо (𝑏, 2) ∈ 𝑅1∧ (2, 𝛾) ∈ 𝑅2; для (𝑏, 𝛽) роль «промiжного»
елемента може вiдiграти хоч 1, хоч 2. Iншi пари (такi, як (𝑎, 𝛾), (𝑧, 𝛽), тощо) не належать 𝑅1 ∘𝑅2,
бо для них неможливо пiдiбрати спiльний «промiжний» елемент.

Приклад 2. Нехай 𝑥 𝑅1 𝑦 означає «𝑥 — брат 𝑦», 𝑦 𝑅2 𝑧 означає «𝑦 — батько 𝑧». Тодi 𝑥 𝑅1∘𝑅2 𝑧
означає «𝑥 — дядько (батькiв брат) 𝑧». А вiдношення «𝑥 — дядько 𝑧 (включаючи дядькiв
i по матерi, i по батьку)» можна виразити як 𝑅1 ∘ (𝑅2 ∪𝑅3) (де 𝑦 𝑅3 𝑧 означає «𝑦 — мати 𝑧»).

Очевидно, композицiя не комутативна, тобто 𝑅1 ∘ 𝑅2 може не дорiвнювати 𝑅2 ∘ 𝑅1 (i навiть
один з виразiв може мати смисл, а iнший не мати).

Але композицiя асоцiативна, тобто коли один з виразiв (𝑅1 ∘𝑅2)∘𝑅3, 𝑅1 ∘ (𝑅2 ∘𝑅3) має смисл,
то iнший теж має смисл i задає те са́ме вiдношення.

Доведення. Безпосередньо з означень,
(𝑅1 ∘𝑅2) ∘𝑅3 = {(𝑎, 𝑑) | ∃𝑐(∃𝑏(𝑎 𝑅1 𝑏 ∧ 𝑏 𝑅2 𝑐) ∧ 𝑐 𝑅3 𝑑)},
𝑅1 ∘ (𝑅2 ∘𝑅3) = {(𝑎, 𝑑) | ∃𝑏(𝑎 𝑅1 𝑏 ∧ ∃𝑐(𝑏 𝑅2 𝑐 ∧ 𝑐 𝑅3 𝑑))};

цi характеристичнi предикати рiвнi, тому що: 1) квантор можна переносити через пiдпредикат, що
не мiстить вiльних входжень вiдповiдної змiнної; 2) однотипнi квантори можна переставляти мiсцями;
3) кон’юнкцiя асоцiативна. �

(Не комутативнiсть, але асоцiативнiсть — та са́ма ситуацiя, яка має мiсце i для добутку матриць.
Виявляється, цей збiг не випадковий, а обумовлений глибшим зв’язком. Як вже пояснено у розд. 2.5.3,
рядки́ матрицi вiдношення вiдповiдають першiй (лiвiй) множин́i вiдношення, стовпчики — дру́гiй (правiй).
Таким чином, вимога, що дру́га множина першого вiдношення має дорiвнювати першiй множинi дру́гого
вiдношення, має тiсний зв’язок з вимогою, що кiлькiсть стовпчикiв першого матричного множника має
дорiвнювати кiлькостi рядкiв дру́гого.
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Запишемо означення композицiї вiдношень, але замiсть квантора “∃𝑏” поставимо диз’юнкцiю по всiм
можливим значенням 𝑏 (що, очевидно, має той са́мий смисл). Паралельно запишемо стандартне означення
добутку матриць. Вийде

Композицiя вiдношень 𝑅1 ∘𝑅2 Добуток матриць 𝐶 = 𝐴×𝐵

𝑎𝑖 (𝑅1 ∘𝑅2) 𝑐𝑗
def⇐⇒

⋁︀
𝑘

(𝑎𝑖 𝑅1 𝑏𝑘 ∧ 𝑏𝑘 𝑅2 𝑐𝑗) 𝑐𝑖𝑗 =
∑︀
𝑘

(𝑎𝑖𝑘 · 𝑏𝑘𝑗)

При стандартному (розд. 2.5.3) переходi вiд вiдношення до його матрицi, (𝑎𝑖, 𝑏𝑘) вiдповiдає 𝑎𝑖𝑘, (𝑏𝑘, 𝑐𝑗)
вiдповiдає 𝑏𝑘𝑗 , (𝑎𝑖, 𝑐𝑗) вiдповiдає 𝑐𝑖𝑗 ; елементи матрицi можуть набувати лише значень 0 та 1, тому́ операцiї
множення та кон’юнкцiя в певному смислi однаковi: i та, i та дають ненульовий результат тiльки коли
обидва аргументи — одиницi. Отже, єдина вiдмiннiсть мiж добутком матриць вiдношень та матрицею
композицiї вiдношень — це вiдмiннiсть мiж додаванням та диз’юнкцiєю (додавання враховує кiлькiсть
одиничних добуткiв, диз’юнкцiя не враховує кiлькiсть одиничних кон’юнкцiй).)

Сформулюємо i доведемо кiлька основних тотожностей, що стосуються операцiй над вiдно-
шеннями.

(𝑅1 ∪𝑅2)
−1 = 𝑅1

−1 ∪𝑅2
−1, (17)

(𝑅1 ∩𝑅2)
−1 = 𝑅1

−1 ∩𝑅2
−1, (18)

(𝑅′)−1 = (𝑅−1)
′
. (19)

Доведення. Для (17): (𝑎, 𝑏) ∈ (𝑅1 ∪𝑅2)
−1 = (𝑏, 𝑎) ∈ (𝑅1 ∪𝑅2) =

(︀
(𝑏, 𝑎) ∈ 𝑅1

)︀
∨
(︀
(𝑏, 𝑎) ∈ 𝑅2

)︀
=

=
(︀
(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅1

−1
)︀
∨
(︀
(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅2

−1
)︀
= (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅1

−1 ∪𝑅2
−1; для (18) аналогiчно. Для (19): (𝑎, 𝑏) ∈ (𝑅′)

−1
=

= (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑅′ = (𝑏, 𝑎) /∈ 𝑅= (𝑎, 𝑏) /∈ 𝑅−1 = (𝑎, 𝑏) ∈ (𝑅−1)
′
. �

(𝑅1 ∘𝑅2)
−1 = 𝑅−1

2 ∘𝑅−1
1 (20)

(коли один з цих виразiв має смисл, iнший теж має смисл i задає те са́ме вiдношення).
Доведення. (𝑎, 𝑐) ∈ (𝑅1 ∘𝑅2)

−1 = (𝑐, 𝑎) ∈ 𝑅1 ∘𝑅2 = ∃𝑏(𝑐 𝑅1 𝑏∧ 𝑏 𝑅2 𝑎) = ∃𝑏(𝑏 𝑅1
−1 𝑐∧𝑎 𝑅2

−1 𝑏) =
= ∃𝑏(𝑎 𝑅2

−1 𝑏∧𝑏 𝑅1
−1 𝑐) = (𝑎, 𝑐) ∈ 𝑅−1

2 ∘𝑅−1
1 . �

𝐷(𝑅−1) = 𝐸(𝑅), 𝐸(𝑅−1) = 𝐷(𝑅); (21)

𝐷(𝑅1 ∘𝑅2) ⊆ 𝐷(𝑅1), 𝐸(𝑅1 ∘𝑅2) ⊆ 𝐸(𝑅2); (22)

якщо 𝐸(𝑅1)=𝐷(𝑅2), то
{︂

𝐷(𝑅1 ∘𝑅2) = 𝐷(𝑅1),
𝐸(𝑅1 ∘𝑅2) = 𝐸(𝑅2);

(23)

(Без доведень; див. також завд. 7* на стор. 79.)

Все вищесказане стосувалося усiх бiнарних («у широкому смислi») вiдношень. Для вiдношень,
бiнарних «у вузькому смислi» (тiльки для них), можливо ввести ще два означення.

Тотожнє вiдношення, воно ж вiдношення рiвностi на множинi 𝐴 — це вiдношення, якому
належать усi пари однакових елементiв i лише вони:

𝐼𝐴
def
= {(𝑎, 𝑎) | 𝑎 ∈ 𝐴}. (24)

(Тобто, 𝑎 𝐼𝐴 𝑏 по сутi те саме, що 𝑎 = 𝑏; просто iнодi зручно скористатися са́ме способом запису “𝐼𝐴”. Пере-
клади: рос. «тождественное отношение», «отношение равенства»; англ. «equality relation» (не плутати
з «equivalence relation» з розд. 2.6.2).)

Степiнь вiдношення— це вiдповiдну кiлькiсть разiв використана композицiя вiдношення з
самим собою:

𝑅𝑛 def
= 𝑅 ∘ . . . ∘𝑅⏟  ⏞  

𝑛 вiдношень,
𝑛−1 композицiй

; 𝑅1 = 𝑅; 𝑅0 def
= 𝐼𝐴 (де 𝐼𝐴 — тотожнє вiдношення). (25)

Згiдно цього означення та асоцiативностi композицiї, степiнь бiнарного вiдношення має вла-
стивостi 𝑅𝑛+𝑚=𝑅𝑛 ∘𝑅𝑚 та 𝑅𝑛·𝑚=(𝑅𝑛)𝑚 (при 𝑛 ∈ Z+∧𝑚 ∈ Z+). Але поширювати цi тотожностi
на усi цiлi чи́сла (вважаючи, нiби обернене вiдношення 𝑅−1 є (−1)-им степенем) не можна.

Вiдношенню 𝑅2 належать пари елементiв, для яких вiдношення 𝑅 «вико-
𝑎

𝑏
𝑐

𝑅 𝑅

𝑅2

нується через ланцюжок, що мiстить один промiжний елемент i два переходи».
Аналогiчно, вiдношенню 𝑅𝑛 (при 𝑛>2) належать такi пари елементiв, для

яких вiдношення 𝑅 «виконується через ланцюжок, що мiстить 𝑛−1 промiжних
елементiв i 𝑛 переходiв». «Ланцюжок» може багатократно мiстити однi й тi ж елементи; але
сумарна кiлькiсть (враховуючи кратнiсть) переходiв повинна становити в точностi 𝑛.)
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2.6 Важливi класи бiнарних «у вузькому смислi» вiдношень

2.6.1 Рефлексивнiсть, iррефлексивнiсть, симетричнiсть, антисиметричнiсть, тран-

зитивнiсть, повнота (класичнi означення)

Для бiнарних «у вузькому смислi» вiдношень вводять важливi класи, або спецiальнi властиво-
стi. Це не властивостi, яким обов’язково задовольняє кожне бiнарне вiдношення. Навпаки: для
кожної з них (властивостей) є однi бiнарнi вiдношення, якi мають цю властивiсть, i є iншi бiнарнi
вiдношення, для яких вона не виконується.

Бiнарне вiдношення рефлексивне (рос. «рефлексивное», англ. «reflexive»), коли кожен елемент
перебуває у (цьому) вiдношеннi сам з собою.

𝑅 рефлексивне
def⇐⇒ ∀𝑎 (𝑎 𝑅 𝑎). (26)

Бiнарне вiдношення iррефлексивне (рос. «иррефлексивное», англ. «irreflexive»), коли жоден
елемент не перебуває у (цьому) вiдношеннi сам з собою.

𝑅 iррефлексивне
def⇐⇒ ∀𝑎(¬(𝑎 𝑅 𝑎)). (27)

Бiнарне вiдношення симетричне (рос. «симметричное», англ. «symmetric»), коли з того,
що пара елементiв перебуває у (цьому) вiдношеннi, завжди випливає, що пара, де цi елементи
переставленi мiсцями, теж перебуває у (цьому) вiдношеннi:

𝑅 симетричне
def⇐⇒ ∀𝑎∀𝑏(𝑎 𝑅 𝑏 → 𝑏 𝑅 𝑎). (28)

Бiнарне вiдношення антисиметричне (рос.«антисимметричное», англ. «antisymmetric»), ко-
ли з того, що елементи перебувають у (цьому) вiдношеннi в обох можливих порядках, завжди
випливає, що цi елементи рiвнi:

𝑅 антисиметричне
def⇐⇒ ∀𝑎∀𝑏(𝑎 𝑅 𝑏 ∧ 𝑏 𝑅 𝑎 → 𝑎 = 𝑏). (29)

Якщо «перевернути» iмплiкацiю згiдно контрапозицiї, стає трохи зрозумiлiшим, в чому ж тут поля-
гає протилежнiсть до симетричностi: бiнарне вiдношення антисиметричне, коли заборонено, щоб рiзнi
елементи задовольняли (цьому) вiдношенню в обох можливих порядках:

𝑅 антисиметричне
def⇐⇒ ∀𝑎∀𝑏(𝑎 ̸= 𝑏 → ¬(𝑎 𝑅 𝑏 ∧ 𝑏 𝑅 𝑎)).

Але у бiльшостi випадкiв перше формулювання зручнiше для доведень.
Бiнарне вiдношення транзитивне (рос. «транзитивное», англ. «transitive»), коли з того, що

елемент перебуває у (цьому) вiдношеннi з яким-небудь iншим, а той iнший— з яким-небудь ще iн-
шим, завжди випливає, що перший згаданий елемент перебуває у вiдношеннi з третiм згаданим:

𝑅 транзитивне
def⇐⇒ ∀𝑎∀𝑏∀𝑐(𝑎 𝑅 𝑏 ∧ 𝑏 𝑅 𝑐 → 𝑎 𝑅 𝑐). (30)

Бiнарне вiдношення повне (або, що те са́ме, лiнiйне; рос. «полное», «линейное»; англ. «total»,
«linear»), коли будь-яка пара рiзних елементiв перебуває у (цьому) вiдношеннi — хоча б у одному
з двох можливих порядкiв:

𝑅 повне
def⇐⇒ ∀𝑎∀𝑏𝑏̸=𝑎(𝑎 𝑅 𝑏 ∨ 𝑏 𝑅 𝑎). (31)

Наведемо приклади. Скрiзь, де зручно, будемо наводити приклади трьох типiв: 1) вiдноше-
ння, основанi на математичних порiвняннях; 2) вiдношення, заданi осмисленими, але не вузько
математичними, фразами; 3) вiдношення, поданi матрицею (розд. 2.5.3).

Означення рефлексивностi та iррефлексивностi очевидно суперечать одне́ о́дному, тож не бу-
ває вiдношень, одночасно рефлексивних та iррефлексивних. Але бувають нi рефлексивнi, нi iр-
рефлексивнi вiдношення.

Рефл. Iррефл. Матем. порiвняння Приклади-фрази Приклади-матрицi
+ + — н е б у в а є —

+ − 𝑥 = 𝑦 (числова рiвнiсть)
𝑥 6 𝑦 (числове)
𝑋 ⊆ 𝑌 (включення множин)
𝑥 ··· 𝑦 (кратнiсть N чисел)

людина 𝑥 знає iм’я люди-
ни 𝑦 (вважаючи, що будь-хто
знає своє iм’я)

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4

𝑎1 1 1 1 0
𝑎2 0 1 0 0
𝑎3 0 1 1 1
𝑎4 0 1 0 1
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Рефл. Iррефл. Матем. порiвняння Приклади-фрази Приклади-матрицi
− + 𝑥 ̸= 𝑦 (числова нерiвнiсть)

𝑥 < 𝑦 (числове менше)
𝑥 ⊥ 𝑦 (перпендикулярнiсть
прямих)

вiд мiста 𝑥 до мiста 𝑦 бiль-
ше 500 км

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4

𝑎1 0 1 1 0
𝑎2 0 0 0 1
𝑎3 0 1 0 0
𝑎4 1 1 0 0

− − 𝑦 = |𝑥| (на R) (див. далi) людина 𝑥 знає номер теле-
фона людини 𝑦 (враховую-
чи, що у деяких людей нема
телефона)

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4

𝑎1 0 1 1 0
𝑎2 0 1 0 1
𝑎3 1 1 0 0
𝑎4 1 0 0 1

Перейдемо до симетричностi та антисиметричностi. Природньо, коли одна з них виконується,
а iнша— нi; але взагалi-то можливi всi 4 комбiнацiї.

Сим. Антисим. Матем. порiвняння Приклади-фрази Приклади-матрицi
+ − 𝑥 ̸= 𝑦 (числова нерiвнiсть)

𝑥 ⊥ 𝑦 (перпендикулярнiсть)
𝑥 ‖ 𝑦 (паралельнiсть)
𝑥 · 𝑦 > 0

студенти 𝑥 та 𝑦 сидять за
однiєю партою

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4

𝑎1 1 1 1 0
𝑎2 1 1 0 0
𝑎3 1 0 1 1
𝑎4 0 0 1 1

− + 𝑥 < 𝑦 (числове менше)
𝑋 ⊆ 𝑌 (включення множин)
𝑥 ··· 𝑦 (кратнiсть N чисел)

людина 𝑥 значно старша за
людину 𝑦

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4

𝑎1 1 1 1 0
𝑎2 0 0 0 0
𝑎3 0 0 0 0
𝑎4 1 0 0 1

− − 𝑥 ··· 𝑦 (кратнiсть Z чисел).
не симетричне, бо 6 ··· 393 ··· 6,
не антисиметричне, бо
(2 ··· (−2))∧ ((−2) ··· 2)∧ (2 ̸= −2).

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4

𝑎1 0 1 1 1
𝑎2 1 1 0 0
𝑎3 0 0 0 0
𝑎4 0 0 0 0

+ + 𝑥 = 𝑦 (числова рiвнiсть) 𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4

𝑎1 0 0 0 0
𝑎2 0 1 0 0
𝑎3 0 0 1 0
𝑎4 0 0 0 1

Перейдемо до транзитивностi.
Транзитивнiсть виконується для вiдношень: 𝑥 = 𝑦 (числова рiвнiсть); 𝑥 < 𝑦 (числове строго

менше); 𝑥 6 𝑦 (числове менше-рiвне); 𝑥 ⊆ 𝑦 (включення множин); 𝑥 ··· 𝑦 (кратнiсть, причому бай-
дуже, чи на N, чи на Z); паралельнiсть прямих, але вважаючи, що кожна пряма паралельна сама
собi; «людина 𝑥 значно старша за людину 𝑦».

Транзитивнiсть не виконується для вiдношень 𝑥 ̸= 𝑦 (числова нерiвнiсть), 𝑥 ⊥ 𝑦 (перпенди-
кулярнiсть прямих); «людина 𝑥 добре знає людину 𝑦», «вiд мiста 𝑥 до мiста 𝑦 менше 500 км».

(Прикладiв матриць транзитивних та нетранзитивних вiдношень не наводимо, бо дослiджувати тран-
зитивнiсть на матрицях незручно. Хоча можна: перебирати всi можливi можливi трiйки (їх скiнче́нна
кiлькiсть, бо сама́ матриця скiнче́нна), й для кожної трiйки дивитися, чи утворює вона контрприклад
(див. розд. 1.6.3), чи нi.

Власне, решта властивостей теж перевiряються на матрицях таким само пошуком контрикладiв; мова
про те, що такi умови, як «чи всi елементи головної дiагоналi . . . . . . . . . » та «чи симетрична матриця»
формулювати й перевiряти бiльш-менш зручно, а з транзитивнiстю це технiчно (але не iдейно!) складнiше.
Див. також приклад аналiзу вiдношення, заданого матрицею, на стор. 64.)

Щодо повноти (лiнiйностi) краще навести один-єдиний приклад: порiвняти числове менше-
рiвне (𝑥 6 𝑦) та включення множин (𝑋 ⊆ 𝑌 ). Обидва цi вiдношення рефлексивнi, не iррефле-
ксивнi, не симетричнi, антисиметричнi та транзитивнi. Єдина з точки зору стандартної класи-
фiкацiї бiнарних вiдношень вiдмiннiсть —що вiдношення “𝑥 6 𝑦” повне, бо для будь-яких двох
чисел одне з них буде менше або рiвне за iнше, тодi як “𝑋 ⊆ 𝑌 ” неповне, бо можна пiдiбрати такi
множи́ни (наприклад, {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} та {𝑏, 𝑝}), що жодна з них не входить до iншої.

У бiльшостi вищезгаданих прикладiв виконання/не виконання властивостей досить очевидне.
Але можливi й вiдношення, для яких така перевiрка значно складнiша. Тож наведемо також
приклад детального, з усiма доведеннями, дослiдження вiдношення на виконання/не виконання
цих властивостей. А саме, дослiдимо вiдношення 𝑅 ∈ R2: 𝑥𝑅𝑦 ⇔ 𝑦 = |𝑥|.
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Рефлексивнiсть вимагає ∀𝑎 (𝑎 𝑅 𝑎). При пiдстановцi замiсть абстрактного позначення “𝑅”
конкретного вiдношення, отримуємо ∀𝑎 (𝑎= |𝑎|). Для вiд’ємних 𝑎 така рiвнiсть не виконується.
Отже, вiдношення не рефлексивне.

Iррефлексивнiсть вимагає ∀𝑎(¬(𝑎𝑅𝑎)). При пiдстановцi замiсть абстрактного позначення “𝑅”
конкретного дослiджуваного вiдношення, отримуємо ∀𝑎(¬(𝑎 = |𝑎|)), тобто ∀𝑎 (𝑎 ̸= |𝑎|). Але
для додатних 𝑎 маємо 𝑎 = |𝑎|, тобто для них нерiвнiсть не виконується. Отже, вiдношення
не iррефлексивне.

Симетричнiсть вимагає ∀𝑎∀𝑏(𝑎 𝑅 𝑏 → 𝑏 𝑅 𝑎). При пiдстановцi замiсть абстрактного позначе-
ння “𝑅” конкретного дослiджуваного вiдношення, отримуємо ∀𝑎∀𝑏((𝑏 = |𝑎|)→ (𝑎 = |𝑏|)) (справдi,
запис “𝑎𝑅𝑏” означає, що замiсть iкса пiдставляється 𝑎, замiсть iгрека — 𝑏; запис 𝑏𝑅𝑎—навпаки).

Пiдставивши 𝑎 = −2, 𝑏 = 2, отримуємо 2 = |−2|⏟  ⏞  
true

→ −2 = |2|⏟  ⏞  
false

= false, тобто, контрприклад

(див. розд. 1.6.3), бо за означенням симетричностi iмплiкацiя має виконуватися для всiх 𝑎 i 𝑏.
Отже, вiдношення не симетричне.

Антисиметричнiсть вимагає ∀𝑎∀𝑏(𝑎 𝑅 𝑏 ∧ 𝑏 𝑅 𝑎 →
Дано: 𝑏 = |𝑎| (1′) та 𝑎 = |𝑏| (2′).
Довести: 𝑎 = 𝑏.
Доведення:
𝑏 = |𝑎| (1′)
|𝑎| > 0

⇒ 𝑏 > 0 ⇒ |𝑏| = 𝑏 (3′)

𝑎 = |𝑏| (2′)
|𝑏| = 𝑏 (3′)

⇒ 𝑎 = 𝑏 �

𝑎 = 𝑏). При пiдстановцi замiсть абстрактного позначен-
ня “𝑅” конкретного дослiджуваного вiдношення, отриму-
ємо ∀𝑎∀𝑏((𝑏 = |𝑎|)∧ (𝑎 = |𝑏|)→ (𝑎 = 𝑏)).

Доведемо, що це твердження iстинне (думка рухатися
в цьому напрямку може з’явитися зразу, може — пiсля не-
вдалих спроб знайти контрприклад). Треба довести твер-
дження, яке є iмплiкацiєю— отже, можна вважати, що за-
писане лiворуч вiд “→” нам дано, а записане праворуч—
треба довести. Побудувати доведення вдалося. Значить, вiдношення антисиметричне.

Транзитивнiсть вимагає ∀𝑎∀𝑏∀𝑐(𝑎 𝑅 𝑏∧ 𝑏 𝑅 𝑐→𝑎 𝑅 𝑐). При пiдстановцi замiсть абстрактного
позначення “𝑅” конкретного вiдношення, отримуємо ∀𝑎∀𝑏∀𝑐((𝑏 = |𝑎|)∧ (𝑐 = |𝑏|)→ (𝑐 = |𝑎|)). Знов
побудуємо доведення.

Дано: 𝑏 = |𝑎| (1′) та 𝑐 = |𝑏| (2′).
Довести: 𝑐 = |𝑎|.

Доведення:
𝑏 = |𝑎| (1′)
𝑐 = |𝑏| (2′) ⇒ 𝑐 =

⃒⃒
|𝑎|

⃒⃒
= |𝑎| (що й треба довести).

Побудувати доведення вдалося. Значить, вiдношення транзитивне.
Повнота вимагає ∀𝑎∀𝑏𝑏 ̸=𝑎(𝑎𝑅 𝑏∨ 𝑏 𝑅 𝑎). При пiдстановцi замiсть позначення “𝑅” конкретного

вiдношення, отримуємо ∀𝑎∀𝑏𝑏 ̸=𝑎((𝑏 = |𝑎|)∨ (𝑎 = |𝑏|)). Узявши 𝑎=2, 𝑏=3 (для яких виконується
𝑎 ̸= 𝑏), отримаємо контрприклад: 3 = |2|⏟  ⏞  

false

∨ 2 = |3|⏟  ⏞  
false

=false. Отже, вiдношення не повне.

2.6.2 Вiдношення еквiвалентностi

Бiнарне вiдношення називається вiдношення еквiвалентностi (рос. «отношение эквивалентно-
сти», англ. «equivalence relation»), якщо воно (одночасно) рефлексивне, симетричне та транзи-
тивне.

(Слово «еквiвалентнi» означає приблизно те са́ме, що «рiвноцiннi» або «взаємозамiннi». Природньо,
щоб кожен об’єкт був рiвноцiнним сам iз собою— отже, еквiвалентнiсть передбачає рефлексивнiсть. При-
родньо, щоб два об’єкти були або рiвноцiнними, або нi, незалежно вiд порядку— отже, еквiвалентнiсть
передбачає симетричнiсть. Природньо, що коли (об’єкти 𝑎 i 𝑏) та (об’єкти 𝑏 i 𝑐) рiвноцiннi мiж собою, то
𝑎 i 𝑐 теж рiвноцiннi мiж собою— отже, еквiвалентнiсть передбачає транзитивнiсть.)

Найпростiшим прикладом вiдношення еквiвалентностi є “𝑥 = 𝑦” (на N). Але цей приклад надто
простий i мало корисний. Тож розглянемо ще кiлька прикладiв вiдношень еквiвалентностi.

Приклад 1. Розглянемо вiдношення паралельностi прямих на площинi, але вважаючи, що
пряма сама собi теж паралельна. Це вiдношення рефлексивне (згiдно зауваження), симетричне
(якщо пряма 𝑥 не перетинає пряму 𝑦, то пряма 𝑦 теж не перетинає пряму 𝑥) та транзитивне
(довести можна через транзитивнiсть рiвностi кутiв мiж цими прямими та спiльною сiчною).
Отже, це вiдношення є вiдношенням еквiвалентностi.
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Приклад 2. Розглянемо вiдношення “𝑥 ≡ 𝑦 (mod 16)”, задане на Z.
(“𝑥 ≡ 𝑦 (mod 16)” читається «𝑥 та 𝑦 еквiвалентнi за модулем 16», або «𝑥 та 𝑦 порiвнюванi за моду-

лем 16», або «𝑥 та 𝑦 конгруентнi за модулем 16», рос. «𝑥 и 𝑦 (эквивалентны/сравнимы/конгруэнтны)
по модулю 16», англ. «𝑥 and 𝑦 are equivalent mod 16».

Смисл же цього поняття такий: (𝑥−𝑦) ··· 16 (де “ ···” означає кратнiсть, причому на Z). Iнодi
“𝑥 ≡ 𝑦 (mod 16)” означають як «чи́сла 𝑥 i 𝑦 при дiленнi на 16 дають однакову остачу»; така дефiнiцiя
теж правильна, i навiть природнiша. . . але, на жаль, допускає рiзнi трактування. Однi вважають, що
остачею вiд дiлення, наприклад, (−25) на 16 є (−9), а iншi, що (+7). Й означення через остачу правильне
лише при дру́гому трактуваннi.

Замiсть 16 можна взяти будь-яке натуральне число 𝑚, це не впливає на суть мiркувань; але говорити
про бiнарне вiдношення з третiм параметром 𝑚 якось некрасиво. . . )

Перейдемо до власне доведення.
Коли замiсть обох параметрiв 𝑥 та 𝑦 пiдставити однакове значення 𝑎, умова (𝑎− 𝑎) ··· 16 вико-

нається, бо 0 ··· 16. Отже, 𝑎 ≡ 𝑎 (mod 16) виконується завжди, тобто вiдношення рефлексивне.
Нехай 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 16) виконується. Це означає (𝑎− 𝑏) ··· 16, тобто частка 𝑎−𝑏

16 дорiвнює деякому
цiлому 𝑘. Тодi 𝑏−𝑎

16 =−𝑎−𝑏
16 =−𝑘 теж цiле число, отже (𝑏− 𝑎) ··· 16, тобто 𝑏 ≡ 𝑎 (mod 16). Отже, з

𝑎 ≡ 𝑏 (mod 16) випливає 𝑏 ≡ 𝑎 (mod 16), тобто вiдношення симетричне.
Нехай виконуються твердження 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 16) та 𝑏 ≡ 𝑐 (mod 16). Тодi (𝑎− 𝑏) ··· 16 та

(𝑏− 𝑐) ··· 16, тобто 𝑎−𝑏
16 = 𝑘1 та 𝑏−𝑐

16 = 𝑘2 є цiлими чи́слами; в такому разi 𝑎−𝑐
16 = (𝑎−𝑏)+(𝑏−𝑐)

16 =𝑘1 + 𝑘2
теж є цiлим числом, значить (𝑎− 𝑐) ··· 16, тобто 𝑎 ≡ 𝑐 (mod 16). Отже, вiдношення транзитивне.

Отже, це вiдношення теж є вiдношенням еквiвалентностi.

Приклад 3. Розглянемо скiнче́нне вiдношення, задане наведеною 𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧4 𝑧5 𝑧6 𝑧7 𝑧8
𝑧1 1 0 0 0 0 0 0 0
𝑧2 0 1 1 1 1 0 0 1
𝑧3 0 1 1 1 1 0 0 1
𝑧4 0 1 1 1 1 0 0 1
𝑧5 0 1 1 1 1 0 0 1
𝑧6 0 0 0 0 0 1 1 0
𝑧7 0 0 0 0 0 1 1 0
𝑧8 0 1 1 1 1 0 0 1

матрицею. Усi пари вигляду (𝑎, 𝑎) (головна дiагональ матрицi) нале-
жать вiдношенню, отже воно рефлексивне.

Усi пари вигляду (𝑎, 𝑏) i (𝑏, 𝑎) (розмiщенi симетрично вiдносно го-
ловної дiагоналi матрицi) або одночасно належать вiдношенню, або
одночасно не належать — отже, воно симетричне.

Транзитивнiсть теж виконується, але встановити це можна лише
прямим перебором: знайшовши пари (𝑧2, 𝑧3) та (𝑧3, 𝑧4), переконуємось,
що (𝑧2, 𝑧4) теж належить вiдношенню— i так для всiх пар (𝑎, 𝑏) та (𝑏, 𝑐)
зi спiльним елементом 𝑏.

Отже, це вiдношення теж є вiдношенням еквiвалентностi.
Якщо не звертати увагу на останнiй рядок та останнiй стовпчик, матриця має спецiальну структуру:

вздовж головної дiагоналi йдуть квадратнi блоки, що мiстять лише одиницi, а решта елементiв матрицi
нульовi. Не вiриться, щоб це було випадково. Але якщо це не випадок, а характерна властивiсть, то чому ж
елемент 𝑧8 порушує її?. .

Причина в то́му, що всi множиннi означення не залежать вiд порядку елементiв, а «блочнiсть» матрицi
залежить. Бiнарне вiдношення на (скiнче́ннiй) множинi 𝐴 є вiдношенням еквiвалентностi тодi й тiльки
тодi, коли елементи 𝐴 можна переставити так, щоб матриця ма́ла щойно описаний блочний вигляд.

Приклад 4. Розглянемо вiдношення тотожньої рiвностi булевих виразiв.
Наприклад, цьому вiдношенню належать пара (“𝑥 → 𝑦”, “¬𝑥 ∨ 𝑦”), пара (“𝑧 ∧ (𝑥⊕ 𝑦)”, “𝑧𝑦 ⊕ 𝑥𝑧”), пара

(“¬𝑡”, “𝑡⊕ 1”), пара (“¬𝑥𝑦∨𝑥𝑦”, “𝑦”); не належать пара (“𝑥 ∨ 𝑦”, “𝑧 ∨ 𝑡”) (залежать вiд рiзних змiнних),
пара (“𝑥 ∨ 𝑦”, “𝑥⊕ 𝑦”) (мають рiзнi таблицi iстинностi).

Рефлексивнiсть, симетричнiсть та транзитивнiсть цього вiдношення легко нестрого аргументувати
тим, що йдеться про рiвнiсть таблиць iстинностi; але коректне врахування можливої тотожностi виразiв,
якi мають однаковi суттєвi змiннi, але рiзнi фiктивнi, дещо ускладнює повне доведення. Тож повiримо,
що це теж вiдношення еквiвалентностi.

Розглянемо кiлька понять, застосовних лише до вiдношень еквiвалентностi. (Довiльне) вiдно-
шення еквiвалентностi будемо позначати “𝑅≡”.

Клас еквiвалентностi елемента 𝑥 за вiдношенням 𝑅≡ (рос. «класс эквивалентности элемен-
та 𝑥 по отношению 𝑅≡», англ. «equivalence class of 𝑥 with respect to 𝑅≡»; позначається “[𝑥]𝑅≡”) —
це множина усiх елементiв, що перебувають у вiдношеннi еквiвалентностi 𝑅≡ з елементом 𝑥:

[𝑥]𝑅≡
def
= {𝑦 | 𝑦 𝑅≡ 𝑥}. (32)

Коли i так ясно, про яке вiдношення йдеться, кажуть i позначають коротше: «клас еквiвалентностi 𝑥»
(«класс эквивалентности 𝑥», «equivalence class of 𝑥»); “ [𝑥]”.
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Приклади класiв еквiвалентностi для всiх згаданих вiдношень еквiвалентностi: 1) клас еквiва-
лентностi для осi 𝑂𝑥— сукупнiсть усiх горизонтальних прямих; 2) клас еквiвалентностi числа́ 3 —
множина {16𝑚+ 3 | 𝑚 ∈ Z} = {. . . ,−29,−13, 3, 19, 35, 51, . . .}; 3) клас еквiвалентностi елемен-
та 𝑧3 —множина {𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5, 𝑧8}; 4) клас еквiвалентностi виразу “𝑥 ∨ 𝑦” — нескiнче́нна множина
виразiв, якiй належать, зокрема, “𝑥 ∨ 𝑦”, “¬(¬𝑥 ∧ ¬𝑦)”, “𝑥⊕𝑦⊕𝑥𝑦”.

Класи еквiвалентностi еквiвалентних елементiв — рiвнi множи́ни:

(𝑥 𝑅≡ 𝑦) ⇒ ([𝑥]𝑅≡ = [𝑦]𝑅≡). (33)

Доведення. За означенням рiвностi множин, “ [𝑥]𝑅≡ = [𝑦]𝑅≡ ” значить

∀𝑧
(︀
(𝑧 ∈ [𝑥]𝑅≡) → (𝑧 ∈ [𝑦]𝑅≡)

)︀
∧ ∀𝑧

(︀
(𝑧 ∈ [𝑦]𝑅≡) → (𝑧 ∈ [𝑥]𝑅≡)

)︀
.

За означенням класу еквiвалентностi, це означає

∀𝑧
(︀
(𝑧 𝑅≡ 𝑥) → (𝑧 𝑅≡ 𝑦)

)︀
∧ ∀𝑧

(︀
(𝑧 𝑅≡ 𝑦) → (𝑧 𝑅≡ 𝑥)

)︀
.

Нам треба довести це твердження, спираючись на «головну» гiпотезу “𝑥 𝑅≡ 𝑦”. Отже, достатньо довести
“𝑧 𝑅≡ 𝑦”, спираючись на двi гiпотези “𝑧 𝑅≡ 𝑥” та “𝑥 𝑅≡ 𝑦”, а також довести “𝑧 𝑅≡ 𝑥”, спираючись на “𝑧 𝑅≡ 𝑦”
та “𝑥 𝑅≡ 𝑦”:

потрiбно довести
{︂

(𝑧 𝑅≡ 𝑥) ∧ (𝑥 𝑅≡ 𝑦) → (𝑧 𝑅≡ 𝑦),
(𝑧 𝑅≡ 𝑦) ∧ (𝑥 𝑅≡ 𝑦) → (𝑧 𝑅≡ 𝑥).

У першому випадку просто застосуємо транзитивнiсть вiдношення 𝑅≡, у дру́гому— спочатку пере-
творимо “𝑥 𝑅≡ 𝑦” в “𝑦 𝑅≡ 𝑥” згiдно симетричностi 𝑅≡, а вже потiм застосуємо транзитивнiсть 𝑅≡. �

Зворотнє твердження, ([𝑥]𝑅≡ = [𝑦]𝑅≡)⇒ (𝑥 𝑅≡ 𝑦), випливає безпосередньо з означення класа
еквiвалентностi.

Доведення. Кожен елемент належить власному класу еквiвалентностi (𝑥 ∈ [𝑥]𝑅≡); замiнивши [𝑥]𝑅≡

на рiвну (за гiпотезою теореми) множину [𝑦]𝑅≡ , отримуємо 𝑥 ∈ [𝑦]𝑅≡ , що якраз i означає 𝑥 𝑅≡ 𝑦. �
Засобами мат. логiки можна отримати рiвносильне твердження «Якщо елементи не еквiвалентнi, то

їхнi класи еквiвалентностi не рiвнi». Але детальнiший аналiз засобами предметної областi дозволяє отри-
мати значно «потужнiший» висновок:

Класи еквiвалентностi не еквiвалентних елементiв не перетинаються:

(𝑥, 𝑦) /∈ 𝑅≡ ⇒ [𝑥]𝑅≡ ∩ [𝑦]𝑅≡ = ∅. (34)

Доведення. Припустимо, нiби це слiдування не виконується. Тобто, припускаємо, нiби можна знайти
таке вiдношення еквiвалентностi 𝑅≡ i такi елементи 𝑥, 𝑦, що елементи не еквiвалентнi, але, не зважаючи
на це, [𝑥]𝑅≡ ∩ [𝑦]𝑅≡ ̸= ∅. «Множина не порожня» означає, що їй належить деякий (хоча б один) еле-
мент 𝑐. Тодi 𝑐 ∈ ([𝑥]𝑅≡ ∩ [𝑦]𝑅≡) означає (𝑐 ∈ [𝑥]𝑅≡)∧ (𝑐 ∈ [𝑦]𝑅≡), тобто (𝑐 𝑅≡ 𝑥)∧ (𝑐 𝑅≡ 𝑦); в такому разi,
перетворивши (𝑐 𝑅≡ 𝑥) у (𝑥 𝑅≡ 𝑐) згiдно симетричностi 𝑅≡ i використавши транзитивнiсть 𝑅≡, отримає-
мо (𝑥 𝑅≡ 𝑦), що суперечить припущенню. Ми припустили в точностi протилежне до того, що потрiбно
було довести; отже, отримане протирiччя доводить початкове твердження. �

Тобто, класи еквiвалентностi або однаковi (є одним класом), або не перетинаються. Iнакше
кажучи, не однаковi класи еквiвалентностi не перетинаються.

Згадаємо, що клас еквiвалентностi можна будувати для будь-якого елемента. Звiдси можна
зробити такi (насправдi рiвносильнi) висновки:

1. Кожен елемент належить в точностi одному класу еквiвалентностi.

2. Об’єднання всiх класiв еквiвалентностi дорiвнює множинi, на якiй визначене вiдношення

еквiвалентностi.

Це са́ме записують також у виглядi спiввiдношень

𝑆𝑖 ∩ 𝑆𝑗 = ∅ (при 𝑖 ̸= 𝑗),
⋃︁
𝑖

𝑆𝑖 = 𝐴 (35)

(де 𝑆... — сукупнiсть усiх рiзних класiв еквiвалентностi, 𝐴—множина, на якiй задане вiдношення).

Набiр пiдмножин, що має властивостi: 1) рiзнi пiдмножи́ни не перетинаються; 2) об’єднання
всiх пiдмножин дорiвнює початковiй надмножинi — називають розбиття (рос. «разбиение», англ.
«partition»).

(Розбиття множини́ може з’явитися i не внаслiдок побудови класiв еквiвалентностi. Але коли на мно-
жинi задане вiдношення еквiвалентностi, класи еквiвалентностi завжди утворюють розбиття; так само,
коли є розбиття, завжди можна утворити вiдношення еквiвалентностi «належать однiй пiдмножинi».)
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Ще одне поняття, тiсно пов’язане з класами еквiвалентностi —фактор-множина (рос.
«фактор-множество», англ. «quotient set»). Так називають множину всiх класiв еквiвалентностi.

(Для наведеного вище 3-го прикладу вiдношення еквiвалентностi, фактор-множина має вигляд {{𝑧1},
{𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5, 𝑧8}, {𝑧6, 𝑧7}}, тобто складається з трьох елементiв, одним з яких є одноелементна множина
{𝑧1}, iншим — п’ятиелементна множина {𝑧2, 𝑧3,𝑧4, 𝑧5, 𝑧8}, ще iншим — двоелементна множина {𝑧6, 𝑧7}.

Для вiдношення 𝑥 ≡ 𝑦 (mod 16) фактор-множина складається з 16 елементiв: множини́ всiх чисел,
кратних 16; множини́ всiх чисел, що дають остачу 1 при дiленнi на 16; множини́ всiх чисел, що дають
остачу 2 при дiленнi на 16; i т. д. (до 15 включно).)

Ще розглянемо поняття «представник класу еквiвавлентностi» (рос. «представитель класса
эквивалентности», англ. «representative of equivalence class»). Це означає, що з кожного класу
еквiвавлентностi вибирається деякий елемент i оголошується представником. Важливо чiтко

зафiксувати одно́го представника кожного класу.

Наприклад, у розд. 1.3.1 вiдзначено, що часом незручно, що багато рiзних формул можуть
задавати одну й ту са́му залежнiсть (таблицю iстинностi), i введено додатковi обмеження, якi
створили нормальнi форми. ДДНФ якраз i є природним прикладом представникiв класiв (кон-
кретний вираз-ДДНФ є представником класу всiх логiчних виразiв, що мають таку ж, як ця
ДДНФ, таблицю iстинностi).

Ще доречно згадати початок розд. 2.3.2. Розглядалося питання, як подати множину. Серед
стандартних типiв мови програмування є масив, який зручно використовувати для збереження
(скiнче́нних) послiдовностей. Конкретна послiдовнiсть задає собою (єдину) множину, але рiзнi по-
слiдовностi можуть задавати одну й ту са́му множину (наприклад, (2, 7, 5), (5, 2, 7), (5, 7, 2), . . . ).
Введемо серед послiдовностей бiнарне вiдношення «вiдповiдають однiй i тiй са́мiй множинi»;
очевидно, воно є вiдношенням еквiвалентностi. Звiдси, класи еквiвалентностi послiдовностей i
множи́ни взаємно-однозначно вiдповiдають одн́i о́дним. Тому́ кожну множину можна подати,
вибравши деякого представника вiдповiдного класу еквiвалентностi. Найзручнiшими представ-
никами класiв виявляються вiдсортованi послiдовностi, бо до них застосовнi злиття та бiнпошук.

У деяких випадках може бути зручно використати представникiв класiв вiдношення еквiва-
лентностi, заданого на невеликiй множинi, як особливий спосiб подання, придатний лише для
такого рiзновиду вiдношень. Для цього слiд завести одновимiрний масив, iндексами якого є еле-
менти, значеннями— представник того класу еквiвалентностi, куди належить цей елемент. Так,
для вiдношення еквiвалентностi, фактор-множина якого має вигляд {{0, 1}, {2, 3, 4, 5, 8}, {6, 7}},
таким масивом може бути, наприклад, 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 2 2 2 2 6 6 2
(якщо представником кла-

су {0, 1} взяти 0, представником класу {2, 3, 4, 5, 8} взяти 2, i представником класу {6, 7} взяти 6).
Причому, в принципi можна взяти й iнших представникiв, наприклад, 1 вiд класу {0, 1}, 5 вiд
класу {2, 3, 4, 5, 8}, i так са́мо 6 вiд класу {6, 7}, тодi вийде iнше правильне подання цього самого
скiнче́нного вiдношення еквiвалентностi 0 1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 5 5 5 5 6 6 5
. Але важливо один раз

прийняти деяке рiшення щодо того, якi елементи будуть представниками своїх класiв, й потiм
його неухильно дотримуватися.

2.6.3 Вiдношення порядку

Бiнарне вiдношення називається вiдношення порядку (рос. «отношение порядка», англ. «order»,
«order relation», «ordering relation»), коли воно антисиметричне i транзитивне.

(Вiдношення порядку формалiзують спiввiдношення на зразок «бiльший», «кращий», «смачнiший»,
тощо. Отже, якщо є два рiзнi предмети, не повинно б бути такого, що кожен кращий за iнший— тому́
антисиметричнiсть; якщо 1-ий предмет кращий за 2-ий, 2-ий кращий за 3-iй, то природньо, щоб 1-ий був
кращий за 3-iй — тому́ транзитивнiсть.)

Видiляють рiзнi типи вiдношень порядку.
Якщо вiдношення порядку рефлексивне, його називають вiдношення нестрогого поряд-

ку ; якщо iррефлексивне — вiдношення строгого порядку. (Переклади: нестрогого порядку— рос.
«отношение нестрогого порядка», англ. «non-strict order», «weak order»; строгого порядку— рос.
«отношение строгого порядка», англ. «strict order».)

(Наприклад, числове “<” (котре так i називають «строго менше») є вiдношенням строгого порядку,
числове “6” («менше-або-рiвне») — вiдношенням нестрогого порядку.)
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Бувають вiдношення, одночасно i не рефлексивнi, i не iррефлексивнi. Як наслiдок, при ба-
жаннi можна побудувати вiдношення порядку, якi не є нi строгими, нi нестрогими. Але бiльшiсть
осмислених вiдношень порядку— або строгi, або нестрогi.

Якщо вiдношення порядку лiнiйне (повне), його називають вiдношення лiнiйного порядку

(рос. «отношение линейного порядка», англ. «linear order», «total order»).
Наприклад, числове “<” є вiдношенням лiнiйного порядку, бо будь-якi два не рiвнi мiж собою

числа́ можна порiвняти i сказати, яке менше.
А тепер розглянемо множину тар (сумок, валiз, ящикiв, . . . ) i введемо вiдношення «менше»

як «тара 𝑥 менша за тару 𝑦, коли 𝑥 можна (не складаючи) засунути всере́дину 𝑦». Це вiдношення
порядку, але не лiнiйне. Наприклад, розглянемо майже плоский дипломат 40× 25× 10 см i майже
кубiчний ящик 25× 20× 20 см. Жоден об’єкт не помiщається всере́дину iншого, значить —жоден
не менший. Такi елементи не порiвнюванi (рос. «не сравнимы», англ. «non-comparable»).

Ще один приклад нелiнiйного вiдношення порядку розглядався в означеннi класу Поста 𝑀
(розд. 1.7.2, стор. 37). Там наголошувалося, що з двох пар (0, 1) та (1, 0) жодна не є бiльшою за
iншу в тому смислi, який потрiбен в означеннi класу 𝑀 — тобто, вони не порiвнюванi.

Наведемо приклади вiдношень порядку рiзних типiв:

Тип Приклади
Вiдношення строгого лiнiйного порядку 𝑥 < 𝑦 (числове менше)
Вiдношення нестрогого лiнiйного порядку 𝑥 6 𝑦 (числове менше-рiвне)
Вiдношення строгого не лiнiйного порядку 𝑋 ⊂ 𝑌 (включення множин як власних пiдмножин);

«тара 𝑥 помiщається всере́динi тари 𝑦»

Вiдношення нестрогого не лiнiйного поряд-
ку

𝑋 ⊆ 𝑌 (включення множин);
𝑥 ··· 𝑦 (кратнiсть) на N

(На жаль, у класифiкацiї вiдношень порядку поки що нема єдиної чiтко встановленої термiнологiї.
Зокрема, майже в усiх джерелах вводять термiн «вiдношення частко́вого порядку» (рос. «частичного»,
англ. «partial») — але в одних книжках це те са́ме, що у нас просто «вiдношення порядку» (не обов’язково
лiнiйне, але може бути й лiнiйним), в iнших— обов’язково нелiнiйне вiдношення порядку. . . Так що в
цьому посiбнику такого термiну уникатимемо, незважаючи на його вiдносну поширенiсть.)

Будемо позначати вiдношення порядку (байдуже, лiнiйнi чи нi) значками “≺” (для строгих
вiдношень) та “4” (для нестрогих). Вiдношення лiнiйного порядку будемо позначати “<” та “6”
вiдповiдно. Записи “𝑥 ≺ 𝑦” та “𝑥 < 𝑦” будемо (умовно! ) читати як «𝑥 менше 𝑦» або «𝑦 бiльше 𝑥».

За будь-яким вiдношенням нестрогого порядку можна побудувати вiдповiдне йому вiдноше-
ння строгого порядку (поклавши 𝑥 ≺ 𝑦

def⇐⇒ (𝑥 4 𝑦)∧ (𝑥 ̸= 𝑦)); аналогiчно можна ввести 𝑥 4 𝑦 як
(𝑥 ≺ 𝑦)∨ (𝑥 = 𝑦). Завдяки цьому, подальшi поняття формально вводяться лише для “≺”, а засто-
совнi до рiзних типiв порядку.

Для подання скiнче́нних вiдношень порядку буває зручно використати т. зв. дiаграми Гас-

се (Hasse diagrams). Вершинами зображаються елементи, ре́брами (лiнiями) —факти наявностi
зв’язку́; при цьому, меншi елементи розмiщують нижче за бiльшi, а ре́бра проводять, коли еле-
менти порiвнюванi, але це не можна встановити за транзитивнiстю через iншi елементи.

(Наприклад, нехай на множинi спортсменiв {Bill, Bob, Fred, Jack, Sam} введене

Bob

Bill Sam

Jack

Fred

вiдношення «гарантовано кращий»: Bill кращий за Bob-а, Sam кращий i за Fred-а, i
за Jack-а, i за Bob-а, Jack кращий за Fred-а; решта пар спортсменiв не порiвнюванi.
Перевiривши, що транзитивнiсть та антисиметричнiсть виконуються, бачимо, що це
справдi вiдношення порядку.

Щоб не образити кращих спортсменiв, вважаємо, що 𝑥 ≺ 𝑦, коли 𝑦 кращий за 𝑥.
Тодi вершина Sam природньо потрапляє на самий верх, вершина Fred — на самий низ, тощо. (те, що

вершини Bill i Sam та вершини Bob i Jack потрапили на один рiвень, не суттєво). Лiнiї проводимо для пар
вершин (Bill; Bob), (Sam; Bob), (Sam; Jack) та (Jack; Fred); окремої лiнiї для пари (Sam; Fred) проводити
не треба, бо факт, що Sam кращий за Fred-а, i так видний з того, що є маршрут Sam−Jack−Fred, всi
перемiщення по якому вiдбуваються згори донизу.)

Елемент 𝑥—максимальний (рос. «максимальный», англ. «a maximal»), коли жоден елемент
не бiльший за нього:

𝑥 максимальний
def⇐⇒¬(∃𝑦(𝑥 ≺ 𝑦)). (36)
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Елемент 𝑥—мiнiмальний (рос. «минимальный», англ. «a minimal»), коли жоден елемент
не менший за нього:

𝑥 мiнiмальний
def⇐⇒¬(∃𝑦(𝑦 ≺ 𝑥)). (37)

Елемент 𝑥— найбiльший (рос. «наибольший», англ. «the greatest»), коли вiн бiльший за будь-
який iнший елемент:

𝑥 найбiльший
def⇐⇒∀𝑦𝑦 ̸=𝑥(𝑦 ≺ 𝑥). (38)

Елемент 𝑥— найменший (рос. «наименьший», англ. «the least»), коли вiн менший за будь-
який iнший елемент:

𝑥 найменший
def⇐⇒∀𝑦𝑦 ̸=𝑥(𝑥 ≺ 𝑦). (39)

(Наприклад, для вiдношення «про спортсменiв» є два максимальнi елементи (Bill i Sam) та два мiнi-
мальнi (Bob i Fred), а найбiльшого i найменшого нема.)

Наведемо основнi твердження про мiнiмальнi та найменшi елементи. Звичайно, їх можна «си-
метрично» переформулювати i довести також для максимальних та найбiльших елементiв.

Будь-яка непорожня скiнче́нна множина, на якiй задане вiдношення порядку, має мiнiмаль-

ний елемент.
(Не виключено, що мiнiмальних елементiв буде кiлька рiзних.)
Доведення. Беремо довiльний елемент 𝑥(0).21 Пробуємо знайти елемент 𝑥(1), для якого 𝑥(1)≺𝑥(0).

Якщо це не вдається, мiнiмальним є сам 𝑥(0). Якщо ж знайти 𝑥(1) вдається, то пробуємо знайти 𝑥(2),
для якого 𝑥(2)≺𝑥(1). I т. д.

Розглянемо елементи 𝑥(𝑖) та 𝑥(𝑗) при 𝑗 > 𝑖. За побудовою, 𝑥(𝑗)≺𝑥(𝑗−1), 𝑥(𝑗−1)≺𝑥(𝑗−2), . . . , 𝑥(𝑖+1)≺𝑥(𝑖);
значить, за транзитивнiстю, 𝑥(𝑗) ≺𝑥(𝑖). Ми розглядаємо вiдношення строгого порядку, а воно iррефле-
ксивне. Отже, 𝑥(𝑗) ̸=𝑥(𝑖). Наведенi мiркування застосовнi до будь-яких 𝑖 та 𝑗 — отже, всi значення 𝑥(0),
𝑥(1), 𝑥(2), . . . рiзнi.

З iншого боку, множина за умовою скiнче́нна.
Цi два спостереження разом узятi доводять, що рано чи пiзно (гарантовано не пiзнiше, нiж через

|𝐴| крокiв, де |𝐴|—кiлькiсть елементiв множини́) не вдасться знайти 𝑥(𝑘+1) такого, щоб 𝑥(𝑘+1) ≺ 𝑥(𝑘),
а значить — 𝑥(𝑘) буде мiнiмальним. �

Якщо найменший елемент iснує, то вiн — єдиний мiнiмальний.
Доведення. Спочатку покажемо, що найменший елемент є мiнiмальним. Припустимо, нiби 𝑥 най-

менший (∀𝑦𝑦 ̸=𝑥(𝑥 ≺ 𝑦)), i водночас цей самий 𝑥 не мiнiмальний (∃𝑧(𝑧 ≺ 𝑥)). Розглянемо те значення 𝑧(0),
при котрому виконалося 𝑧(0) ≺ 𝑥. Порядок “≺” строгий, значить 𝑧(0) ̸= 𝑥 i 𝑧(0) входить до множини́,
що перебирається квантором “∀𝑦𝑦 ̸=𝑥 . . .”; отже, 𝑥 ≺ 𝑧(0). Але ж одночасне виконання 𝑧(0) ≺ 𝑥, 𝑥 ≺ 𝑧(0) та
𝑧(0) ̸= 𝑥 суперечить антисиметричностi вiдношення порядку. Значить, маємо протирiччя, джерело якого —
у припущеннi, нiби 𝑥 найменший, але не мiнiмальний.

Тепер покажемо, що не може бути iнших мiнiмальних елементiв. Припустимо, нiби 𝑥 найменший
i водночас 𝑧 (𝑧 ̸= 𝑥) мiнiмальний. «𝑥 найменший» означає “∀𝑦𝑦 ̸=𝑥(𝑥 ≺ 𝑦)”; це виконується в т. ч. i для
елемента 𝑧. Значить, 𝑥 ≺ 𝑧. Отже, ¬

(︀
∃𝑦(𝑦 ≺ 𝑧)

)︀
=false (бо в якостi 𝑦 можна узяти 𝑥, сам квантифiкований

предикат буде iстиною, його заперечення— хибою), тобто 𝑧 не може бути мiнiмальним. �

Для вiдношень лiнiйного порядку поняття «мiнiмальний» i «найменший» рiвносильнi.
Доведення. З урахуванням вже доведеного твердження «найменший елемент є єдиним мiнiмаль-

ним», лишається тiльки показати, що мiнiмальний елемент лiнiйного порядку обов’язково є найменшим.
Тож нехай 𝑥 мiнiмальний, тобто ¬(∃𝑦(𝑦 <𝑥)).22 Занесемо заперечення всере́дину квантора: ∀𝑦(¬(𝑦<𝑥)).

З iншого боку (за означенням лiнiйностi), ∀𝑦𝑦 ̸=𝑥(𝑥 < 𝑦 ∨ 𝑦 < 𝑥). Тобто, для кожного 𝑦 (крiм 𝑥) виконується
щось одне з “𝑥 < 𝑦” або “𝑦 < 𝑥”, i при цьому не виконується “𝑦 < 𝑥”. Значить, лишається тiльки варiант
“𝑥 < 𝑦”. Отже, для всiх 𝑦 (не рiвних 𝑥) виконується “𝑥 < 𝑦” (що i є означенням найменшого елемента). �

2.6.4 Розширення вiдношень порядку та топологiчне сортування вiдношень

Розширення вiдношення порядку до лiнiйного (рос. «расширение отношения порядка до линейно-
го», англ. «linear extention of order») — це таке вiдношення, яке: (1) є надмножиною початкового
вiдношення порядку; (2) є вiдношенням лiнiйного порядку.

21iндекс пишемо у дужках, щоб пiдкреслити: ця нумерацiя нiяк не зв’язана з «основною» нумерацiєю елементiв
множини́ (якщо така є)

22Значок “<”, а не “≺” обумовлений тим, що за умовою вiдношення порядку лiнiйне; але це не конкретне числове
менше, а позначення довiльного лiнiйного порядку.
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Iншими словами: (1) для всiх пар елементiв, що були порiвнюванi, лишається те са́ме спiв-
вiдношення, який з них менший i який бiльший (в цьому й полягає «надмножина»); (2) для тих
пар, що були не порiвнюваними, приймається вольове рiшення, який елемент вважати меншим,
який бiльшим. Як правило — довiльним чином, аби вийшло вiдношення лiнiйного порядку.

(Наприклад, нехай є вже згадане не лiнiйне вiдношення «кращий» на множинi спортсменiв; нехай
виникає потреба нагородити їх послiдовно, оди́н за о́дним, причому так, щоб спочатку швиденько поого-
лошувати слабших, а потiм особливо урочисто i докладно вшанувати сильнiших. Тобто, лiнiйний (бо «по-
слiдовно, оди́н за о́дним») порядок нагородження слiд побудувати так, щоб слабшi за досягненнями (меншi
у смислi нелiнiйного вiдношення) викликалися ранiше; якщо спортсмени не порiвнюванi мiж собою, то їх
взаємне розмiщення може бути яким завгодно.

Звернiть увагу, що для одного й того ж (наведеного на стор. 67 дiаграмою Гассе та словами) вiдноше-
ння можуть бути кiлька рiзних правильних розширень: Bob, Bill, Fred, Jack, Sam; Fred, Jack, Bob, Sam,
Bill; Fred, Bob, Jack, Sam, Bill та ще багато iнших.

Тобто, результат не визначається однозначно початковим вiдношенням.

Очевидно також, що смисл розширеного вiдношення може iстотно вiдрiзнятися вiд смислу початко-
вого. Якщо в одному розширеному вiдношеннi Bob 1-й, а в iншому 3-й — це не означає, що вiн вiдповiдно
там найслабший, а там середнiй, а лише те, що не такий уже й тiсний зв’язок мiж «ранiше у списку» та
«слабший спортсмен». А якщо спочатку вводили нелiнiйний порядок на множинi ящикiв та валiз, що має
смисл «менше помiщається всере́дину бiльшого», i ящик 25× 20× 20 був непорiвнюваним iз дипломатом
40× 25× 10, а потiм побудували його розширення, за яким цей ящик оголошений меншим за цей дипло-
мат — неможливiсть засунути такий ящик всере́дину такого дипломата нiкуди не дiлась, просто розширене
вiдношення до цього вже ставиться iнакше.)

Будь-яке вiдношення порядку, задане на скiнченнiй множинi, можна розширити до вiдно-

шення лiнiйного порядку.

Доведення. Щоб побудувати лiнiйний порядок— розширення заданого порядку, будемо дiяти згiдно
такого алгоритму:

X = A; // кладемо у X копiю множини́ A, на якiй задане вiдношення порядку

while(X̸= ∅) {

x_curr = (який-небудь) мiнiмальний (згiдно заданого порядку) елемент множини́ X;

// алгоритм пошуку мiнiмального елемента описаний у доведеннi твердження

// "будь-яке скiнче́нне вiдношення порядку має мiнiмальний елемент"

вивести(x_curr);

X ∖= {x_curr} // вилучаємо елемент x_curr з множини́ X

}

Порядок, у якому елементи потраплятимуть у зовнiшнiй свiт за допомогою “вивести(x_curr)”, лiнiй-
ний. I цей лiнiйний порядок є розширенням заданого, бо щоразу вибирається мiнiмальний серед ще не роз-
глянутих елементiв (а отже— якщо 𝑥 ≺ 𝑦, то 𝑥 буде вибраний i виведений ранiше за 𝑦). �

Процес розширення не лiнiйного порядку до лiнiйного у випадку скiнче́нних множин нази-
вають також топологíчним сортуванням (рос. «топологическая сортировка», англ. «topological
sorting»).

(Наголосимо (хоч це й видно з означення), що топологiчне сортування не є ще одним алгоритмом сор-
тування масивiв чи iнших послiдовностей. Задача iстотно вiдрiзняється вiд класичної задачi сортування—
щонайменше, наявнiстю порiвнюваних i непорiвнюваних пар елементiв.

Про топологiчне сортування ще згадуватиметься наприкiнцi розд. 5.6.2, де буде запропоновано схо-
жий, але iнший варiант постановки задачi, а також запропоновано бiльш ефективний алгоритм на основi
пошуку в глибину.)
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Приклад топологiчного сортування. Нехай вiдношення порядку задане матрицею, наведеною
праворуч (при бажаннi можна перевiрити, що це вiдношення порядку, тобто що матриця справдi
задає антисиметричне транзитивне вiдношення).

Згiдно алгоритму зi стор. 69, слiд багатократно шукати i ви- 𝛼 𝛽 ○ △ � 𝛿 𝜀

𝛼 1 1 0 0 0 0 1
𝛽 0 1 0 0 0 0 0
○ 0 1 0 0 0 0 1
△ 0 0 0 0 0 0 0
� 0 0 0 0 1 0 0
𝛿 1 1 1 0 0 0 1
𝜀 0 1 0 0 0 0 0

водити мiнiмальний елемент. Щоб шукати мiнiмальний елемент
алгоритмiчно, варто користуватися мiркуваннями доведення леми
про iснування мiнiмального елементу (стор. 68). Для ручного ж
виконання зручнiше дiяти напряму через означення.

Наприклад, елемент 𝛼 не є мiнiмальним, бо згiдно матрицi
(𝛿, 𝛼) ∈ 𝑅, тобто 𝛿 ≺ 𝛼. А, наприклад, для елемента △ нема жо-
дного елемента 𝑥, щоб було 𝑥 ≺ △ (бо вiдповiдний △ стовпчик
складається лише з нулiв); те саме i для елемента 𝛿 (одинички у рядку 𝛿 є, але вони означа-
ють 𝛿 ≺ 𝛼, 𝛿 ≺ 𝛽, тощо, отже не заважають 𝛿 бути мiнiмальним); для елемента � одиничка
у стовпчику є, але вона в рядку � (на головнiй дiагоналi), так що жоден iнший елемент не мен-
ший �. Отже, в якостi першого мiнiмального елементу можна взяти будь-який один з △, � або 𝛿.
Вiзьмемо △.23

Пiсля цього елемент △ слiд вилучити з вiд-
ношення й повторити увесь процес. Внаслiдок
вилучення △ з початкової матрицi отримуємо
матрицю вiдношення порядку

𝛼 𝛽 ○ � 𝛿 𝜀

𝛼 1 1 0 0 0 1
𝛽 0 1 0 0 0 0
○ 0 1 0 0 0 1
� 0 0 0 1 0 0
𝛿 1 1 1 0 0 1
𝜀 0 1 0 0 0 0

.

Для неї одним з мiнiмальних елементiв є �.
Видаємо його на вихiд i вилучаємо з вiдношен-
ня, отримуючи матрицю

𝛼 𝛽 ○ 𝛿 𝜀

𝛼 1 1 0 0 1
𝛽 0 1 0 0 0
○ 0 1 0 0 1
𝛿 1 1 1 0 1
𝜀 0 1 0 0 0

.

Для неї мiнiмальним елементом (на цьому
кроцi єдиним) є 𝛿. Видаємо його на вихiд i ви-
лучаємо з вiдношення, отримуючи матрицю

𝛼 𝛽 ○ 𝜀

𝛼 1 1 0 1
𝛽 0 1 0 0
○ 0 1 0 1
𝜀 0 1 0 0

.

Для неї одним з мiнiмальних
елементiв є 𝛼. Видаємо його на
вихiд i вилучаємо з вiдношен-
ня, отримуючи матрицю, наведе-
ну праворуч.

𝛽 ○ 𝜀

𝛽 1 0 0
○ 1 0 1
𝜀 1 0 0

Для неї мiнiмальним елементом
(на цьому кроцi єдиним) є ○. Вида-
ємо його на вихiд i вилучаємо з вiдно-
шення, отримуючи матрицю, наведе-
ну праворуч.

𝛽 𝜀

𝛽 1 0
𝜀 1 0

Для неї мiнiмальним елементом (на цьому
кроцi єдиним) є 𝜀. Видаємо його на вихiд i ви-
лучаємо з вiдношення, отримуючи вiдношен-
ня, задане на множинi, що мiстить єдиний еле-
мент 𝛽. Вiн i буде черговим мiнiмальним i теж
буде поданий на вихiд.

Множина, на якiй задане вiдношення порядку, стала порожньою, роботу алгоритму завер-
шено. Результатом роботи алгоритму (вiдповiддю задачi) є та послiдовнiсть, в якiй елементи
подавалися на вихiд: △, �, 𝛿, 𝛼, ○, 𝜀, 𝛽.

2.6.5 Рефлексивнiсть, iррефлексивнiсть, симетричнiсть, антисиметричнiсть, тран-

зитивнiсть, повнота (альтернативнi означення). Замикання вiдношень

Усi означення стандартних класiв бiнарних вiдношень (розд. 2.6.1) в принципi можна сформулю-
вати так:

𝑅 рефлексивне ⇔ 𝐼𝐴 ⊆ 𝑅 (40)

𝑅 iррефлексивне ⇔ 𝐼𝐴 ∩𝑅 = ∅ (41)

𝑅 симетричне ⇔ 𝑅−1 = 𝑅 (42)

𝑅 антисиметричне ⇔ 𝑅−1 ∩𝑅 ⊆ 𝐼𝐴 (43)

23насправдi не варто шукати всi мiнiмальнi елементи, достатньо якийсь один; всi наведенi лише заради поясне-
ння, чому топологiчне сортування цього ж вiдношення може мати iншi правильнi вiдповiдi
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𝑅 транзитивне ⇔ 𝑅 ∘𝑅 ⊆ 𝑅 (44)

𝑅 лiнiйне (повне) ⇔ 𝑅 ∪𝑅−1 ∪ 𝐼𝐴 = 𝐴2 (45)
(Вiд викладення всiх доведень утримаємось, бо бiльшiсть з них однотипнi. Наведемо лише (дуже типове) доведення
для iррефлексивностi та (досить не типове) доведення для транзитивностi.)

Доведення. Iррефлексивнiсть. Покажемо, що з нового означення iррефлексивностi (41) випливає
старе (27). “𝑅 ∩ 𝐼𝐴=∅” означає «жодна пара не належить одночасно i 𝑅, i 𝐼𝐴», тобто ¬

(︀
∃𝑥𝑥∈𝐴2(𝑥 ∈ 𝑅∧

∧ 𝑥 ∈ 𝐼𝐴)
)︀
= ¬(∃𝑥𝑥∈𝐼𝐴(𝑥 ∈ 𝑅)); враховуючи, що “𝑥∈𝐼𝐴” означає «в якостi 𝑥 можна брати лише па́ри

(𝑎, 𝑎)𝑎∈𝐴», “(𝑥 ∈ 𝑅)” означає “𝑎 𝑅 𝑎”, а твердження в цiлому перетворюється у ¬(∃𝑎 𝑎 𝑅 𝑎)=∀𝑎(¬(𝑎 𝑅 𝑎)),
що i є старим означенням (27).

Тепер покажемо, що зi старого означення (27) випливає нове (41). Розглянемо рiвносильне (за кон-
трапозицiєю) твердження «якщо не виконується нове означення, то не виконується i старе». 𝑅 ∩ 𝐼𝐴 ̸=∅
означає ∃𝑥𝑥∈𝐴2(𝑥 ∈ 𝑅∧𝑥 ∈ 𝐼𝐴), тобто ∃𝑎∃𝑏(𝑎 𝑅 𝑏∧ (𝑎 = 𝑏)), тобто ∃𝑎(𝑎 𝑅 𝑎), що суперечить старому озна-
ченню iррефлексивностi. �

Доведення. Транзитивнiсть.Перш за все, розпишемо нове означення транзитивностi (44) 𝑅∘𝑅 ⊆ 𝑅
за означеннями композицiї вiдношень та включення множин. Виходить ∀𝑎∀𝑐

(︀
(∃𝑏(𝑎 𝑅 𝑏 ∧ 𝑏 𝑅 𝑐))⏟  ⏞  

(𝑎,𝑐)∈(𝑅∘𝑅)

→𝑎 𝑅 𝑐
)︀
.

∀𝑎∀𝑐
(︀
(∃𝑏(𝑎 𝑅 𝑏 ∧ 𝑏 𝑅 𝑐))→𝑎 𝑅 𝑐

)︀
= виражаємо iмплiкацiю як “¬𝑥 ∨ 𝑦”

= ∀𝑎∀𝑐
(︀
¬(∃𝑏(𝑎 𝑅 𝑏 ∧ 𝑏 𝑅 𝑐))∨𝑎 𝑅 𝑐

)︀
= заносимо заперечення всередину квантора

= ∀𝑎∀𝑐
(︀
∀𝑏(¬(𝑎 𝑅 𝑏 ∧ 𝑏 𝑅 𝑐))∨𝑎 𝑅 𝑐

)︀
= переносимо “∀𝑏” згiдно правила

(∀𝑥𝑃 (𝑥)) ∨𝐴=∀𝑥(𝑃 (𝑥) ∨𝐴)) (бо “𝑎 𝑅 𝑐” не мiстить
вiльних входжень 𝑏)

= ∀𝑎∀𝑐∀𝑏
(︀
¬(𝑎 𝑅 𝑏 ∧ 𝑏 𝑅 𝑐)∨𝑎 𝑅 𝑐

)︀
= вертаємо “¬𝑥 ∨ 𝑦” до вигляду iмплiкацiї, переставля-

ємо мiсцями однойменнi квантори
= ∀𝑎∀𝑏∀𝑐

(︀
𝑎 𝑅 𝑏 ∧ 𝑏 𝑅 𝑐→𝑎 𝑅 𝑐

)︀
маємо старе означення транзитивностi (30)

Цi перетворення правильнi при виконаннi в будь-якому напрямку, тому вони доводять не лише слiдування,
а i рiвносильнiсть. �

Замикання (Рефлексивне/симетричне/транзитивне) замикання (рос. «замыкание», англ.
«closure») вiдношення 𝑅—це найменше серед вiдношень, якi є надмножинами 𝑅 i при цьому
(рефлексивнi/симетричнi/транзитивнi).

(Тобто, тут заданi три незалежнi, але слово у слово однаковi означення. «Найменше серед вiдношень»
тут слiд розумiти у смислi означення найменшого елемента зi стор. 68, при застосуваннi до нелiнiйного
порядку “⊂” на множинi бiнарних вiдношень.

Цi означення не конструктивнi : вони не вказують, як будувати вiдповiднi замикання. Бiльш того, з
них навiть не очевидно, чи завжди iснують цi замикання. Тому́ наведемо конструктивнi способи побудови
цих замикань. Тiльки, раз тепер з’являються окремо означення й окремо способи побудови, то треба ще
доводити, що наведенi далi конструктивнi способи справдi будують са́ме те, що описане у вищезгаданих
означеннях. Заодно, цим буде ще й доведено, що замикання iснують для всiх вiдношень.)

Рефлексивне замикання 𝑅 можна побудувати як

𝑟(𝑅) = 𝑅 ∪ 𝐼𝐴. (46)
Доведення. Перше означення рефлексивного замикання вимагає, щоб 𝑅 ⊆ 𝑟(𝑅), тому 𝑟(𝑅) мусить

мiстити усi пари-елементи з 𝑅; те перше означення також вимагає, щоб вiдношення 𝑟(𝑅) було рефлексив-
ним, тобто згiдно (40) вимагає, щоб 𝐼𝐴 ⊆ 𝑟(𝑅), тому 𝑟(𝑅) мусить мiстити усi пари-елементи з 𝐼𝐴. Очевидно,
одночасно обидвi цi вимоги виконують лише 𝑅∪ 𝐼𝐴 та її надмножи́ни; отже, 𝑅∪ 𝐼𝐴 i є найменшим таким
вiдношенням. �

Симетричне замикання 𝑅 можна побудувати як

𝑠(𝑅) = 𝑅 ∪𝑅−1. (47)
Доведення. Позначимо довiльне (не обов’язково найменше) симетричне вiдношення— надмножи-

ну 𝑅—як 𝑅2. Розглянемо довiльну пару (𝑎, 𝑏) таку, що 𝑎 𝑅−1 𝑏. За означенням оберненого вiдношення, це
те са́ме, що 𝑏 𝑅 𝑎. Оскiльки 𝑅 ⊆ 𝑅2, то 𝑏 𝑅 𝑎→𝑏 𝑅2 𝑎. Оскiльки 𝑅2 симетричне, то (за старим означенням)
𝑏 𝑅2 𝑎→𝑎 𝑅2 𝑏. Поєднавши всi цi перетворення, маємо ∀𝑎∀𝑏(𝑎 𝑅−1 𝑏→𝑎 𝑅2 𝑏), тобто 𝑅−1 ⊆ 𝑅2.

Отже, для будь-якої надмножини́ 𝑅, що є симетричним вiдношенням, (𝑅 ⊆ 𝑅2)∧ (𝑅−1 ⊆ 𝑅2); як уже
згадувалося, це рiвносильно (𝑅 ∪𝑅−1)⊆𝑅2.

На жаль, доведення цим не закiнчується: ми довели слiдування в один бiк (якщо (𝑅2 симетричне) i
(𝑅2 надмножина 𝑅), то (𝑅2 надмножина 𝑅 ∪𝑅−1)), але не у зворотнiй.

Той факт, що 𝑅 ∪ 𝑅−1 є надмножиною 𝑅 (як вимагає означення замикання), очевидний. Значить,
лишилося довести, що 𝑅 ∪ 𝑅−1 симетричне. Перетворимо (𝑅 ∪ 𝑅−1)−1 =(𝑅−1 ∪ (𝑅−1)−1)= (𝑅−1 ∪𝑅)=
=(𝑅 ∪𝑅−1). Тобто, (𝑅 ∪𝑅−1)−1=(𝑅 ∪𝑅−1), що якраз i є новим означенням симетричностi.

Нарештi, маємо доведення всiх трьох умов (надмножина; симетрична; найменша). �
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Транзитивне замикання 𝑅 можна побудувати як

𝑡(𝑅) = 𝑅∪𝑅2∪𝑅3 ∪ . . .; (48)

якщо 𝑅 задане на скiнче́ннiй множинi з кiлькiстю елементiв |𝐴| = 𝑛, то 𝑡(𝑅) = 𝑅∪𝑅2 ∪
∪𝑅3∪ . . .∪𝑅𝑛−1.

На стор. 60 сказано, що 𝑅𝑖 мiстить в точностi тi пари елементiв, для яких вiдношення 𝑅 «виконується
через ланцюжок, що мiстить 𝑖 переходiв». А для транзитивного замикання якраз i потрiбно, щоб йому
належали i пари, що сам́i перебувають у вiдношеннi 𝑅, i пари, що зв’язанi через «ланцюжок довжини́ 2»,
i через «ланцюжок довжини́ 3», i т. д. Так що лишилося довести тiльки те, що для вiдношень на скiнче́ннiй
множинi можна завершувати цей процес на (𝑛−1)-му степеню вiдношення. Цей момент поки що залишимо
не з’ясованим (повернемось до нього у розд. 5.3, стор. 121). �

Втiм, цей спосiб, хоч i конструктивний, не є найкращим алгоритмом пошуку транзитивного
замикання; i легшим для написання, i трохи швидшим є алгоритм Воршалла (розд. 5.7.2).

Часто буває потрiбне рефлексивно-транзитивне замикання 𝑅*, котре являє собою рефле-
ксивне замикання транзитивного замикання, а отже—може бути побудоване як 𝑅* = 𝐼𝐴 ∪𝑅∪
∪𝑅2∪𝑅3∪ . . .∪𝑅𝑛−1; це може бути виражене також простiшою формулою 𝑅*=(𝐼𝐴 ∪𝑅)𝑛−1.

2.7 Функцiї (огляд)

(Частина означень цього роздiлу загальновiдома. Але все ж запишемо їх формально.)

(Унарна) функцiя —це бiнарне («у широкому смислi») вiдношення, для якого виконується
додаткова умова ∀𝑎∀𝑏∀𝑐

(︀
𝑎 𝑅 𝑏∧𝑎 𝑅 𝑐→ (𝑏 = 𝑐)

)︀
, тобто не може бути рiзних дру́гих елементiв, що

перебувають у вiдношеннi з одним i тим са́мим першим елементом.
(Наприклад, вiдношення {(1, 𝑎), (2, 𝑎), (3, 𝑎), (4, 𝑏)} є функцiєю, а вiдношення {(1, 𝑎), (1, 𝑏), (2, 𝑎),

(3, 𝑏)}) — не функцiя, бо є двi рiзнi пари з 1-им елементом “1”.)

Узагальнювальне означення 𝑛-арної функцiї аналогiчне: (𝑛-арна) функцiя —це (𝑛+1)-арне
вiдношення, для якого виконується додаткова умова ∀𝑎1∀𝑎2 . . . ∀𝑎𝑛∀𝑏∀𝑐

(︀
(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏) ∈ 𝑅∧

∧ (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, 𝑐) ∈ 𝑅→ (𝑏 = 𝑐)
)︀
, тобто не може бути рiзних останнiх елементiв, що перебувають

у вiдношеннi з однiєю й тiєю са́мою енкою попереднiх елементiв.
Ми в основному обмежимося розглядом унарних функцiй.
Для унарних функцiй, 1-ий елемент пари (𝑎 ∈ 𝐴) називають аргументом або параметром;24

останнiй елемент (𝑏 ∈ 𝐵) — значенням або результатом.
Є три способи позначити, що елементи 𝑎 i 𝑏 пе-

ребувають у зв’язку́, що задається функцiєю 𝑓 . Цi
способи перелiченi у табличцi праворуч.

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑓 (як для всiх множин)

𝑎 𝑓 𝑏 (як для всiх вiдношень)

𝑏 = 𝑓(𝑎) (суто функцiональне позначення)

До функцiй застосовнi (i навiть природнiшi, нiж для решти вiдношень) введенi на стор. 59
поняття областi визначення 𝐷(𝑓)={𝑎 | ∃𝑏(𝑓(𝑎) = 𝑏)} та областi значень 𝐸(𝑓)={𝑏 | ∃𝑎(𝑓(𝑎) = 𝑏)}.

Функцiї, що є вiдношеннями в 𝐴×𝐵, називають також функцiї з 𝐴 у 𝐵, позначається
𝑓 : 𝐴 → 𝐵. (А функцiї, що є вiдношеннями в 𝐴1 ×𝐴2× . . .×𝐴𝑛 ×𝐵, називають також функцiї

з 𝐴1×𝐴2× . . .×𝐴𝑛 у 𝐵, позначається 𝑓 : 𝐴1 ×𝐴2 × . . .×𝐴𝑛 → 𝐵.)
(При цьому, запис 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 не означає нi 𝐷(𝑓) = 𝐴, нi 𝐸(𝑓) = 𝐵. Наприклад, для функцiї 𝑓1(𝑥)=

=
√
25− 𝑥2 область визначення 𝐷(𝑓1)=[−5; 5]⊂R, область значень 𝐸(𝑓1)=[0; 5]⊂R, але це все ж функцiя

вигляду R→ R.)
Якщо для функцiї 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 виконується 𝐷(𝑓) = 𝐴 (тобто вона може бути застосована до

всiх можливих значень з 𝐴), така функцiя називається всюди визначеною, або тотальною.
(Будь-яку унарну функцiю можна штучно (искусственно) оголосити тотальною. Наприклад, для

𝑓1(𝑥) =
√
25− 𝑥2 можна заднiм числом заявити, нiби ми i не хотiли розглядати її як R→ R, а лише

як 𝑓1 : [−5; 5]→ [0; 5], i тодi 𝑓1 всюди визначена. Iнодi навiть вводять систему означень, де не тотальнi
функцiї взагалi не вважаються функцiями. Але такий прийом можна застосувати далеко не до всiх бага-
тоарних функцiй. Наприклад, для 𝑓2 : R2 → R, 𝑓2(𝑥1, 𝑥2)=(|𝑥1|+ |𝑥2|+ 1)

⧸︀√︀
𝑥2
1 + 𝑥2

2
область визначення

𝐷(𝑓2)=R2 ∖ {(0; 0)}, що не можна виразити як результат декартового добутку.)

24див. також примiтку 11 на стор. 29
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Сюр’єкцiя Якщо для функцiї 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 виконується додаткова умова 𝐸(𝑓) = 𝐵 (тобто 𝑓 на-
буває всiх можливих значень з 𝐵), вона називається сюр’єктивною функцiєю, або сюр’єкцiєю,
або функцiєю з 𝐴 на 𝐵 (рос. «сюръективная функция», «сюръекция», функция из 𝐴 на 𝐵, англ.
«surjective function», «surjection», function from 𝐴 onto 𝐵).

(Наприклад, функцiя 𝑓3(𝑥) = 𝑥2 (якщо розглядати її як R → R) не є сюр’єкцiєю, бо не набуває
вiд’ємних значень; а 𝑓4(𝑥) = 𝑥3 — сюр’єкцiя.)

Iн’єкцiя Функцiю називають iн’єктивною функцiєю, або iн’єкцiєю (рос. «инъективная фун-

кция», «инъекция», англ. «injective function», «injection»), якщо ∀𝑎∀𝑏
(︀
(𝑎 ∈ 𝐷(𝑓))∧ (𝑏 ∈ 𝐷(𝑓))∧

∧ (𝑎 ̸= 𝑏)→ (𝑓(𝑎) ̸= 𝑓(𝑏))
)︀
, тобто «рiзним аргументам вiдповiдає рiзне значення». Те са́ме можна

записати також як ∀𝑎∀𝑏
(︀
(𝑓(𝑎1) = 𝑓(𝑎2))→ (𝑎1 = 𝑎2)

)︀
, тобто «однаковi значення можуть досяга-

тися лише на однакових аргументах»).
(Наприклад, функцiя 𝑓3(𝑥) = 𝑥2 не є iн’єкцiєю, бо набуває значення 4 i при 𝑥 = 2, i при 𝑥 = −2;

а 𝑓4(𝑥) = 𝑥3 — iн’єкцiя, бо може набути значення 𝑦𝑖 лише при 𝑥𝑖 = 3
√
𝑦𝑖.)

Бiєкцiя Функцiя називається бiєктивною функцiєю, або бiєкцiєю (рос. «биективная функция»,
«биекция», англ. «bijective function», «bijection»), якщо вона iн’єктивна i сюр’єктивна одночасно.

Обернена функцiя Унарнi функцiї є бiнарними вiдношеннями, тому до них можна застосувати
операцiю «обернене вiдношення» (формула (15) зi стор. 59). Очевидно, що вiдношення, оберне-
не до вiдношення-функцiї, не завжди є функцiєю: наприклад, вищезгадане вiдношення-функцiя
{(1, 𝑎), (2, 𝑎), (3, 𝑎), (4, 𝑏)} перетворюється у {(𝑎, 1), (𝑎, 2), (𝑎, 3), (𝑏, 4)}, тобто вiдношення, але
не функцiю. Легко переконатися, що результат застосування до функцiї операцiї «обернене вiд-
ношення» є функцiєю тодi й тiльки тодi, коли початкова функцiя є iн’єкцiєю. Якщо ця умова ви-
конується, то результат називають обернена функцiя i позначають “𝑓−1”: 𝑥 = 𝑓−1(𝑦)

def⇐⇒𝑦 = 𝑓(𝑥).

Суперпозицiя функцiй Унарнi функцiї є бiнарними вiдношеннями, тому до них можна засто-
сувати операцiю «композицiя вiдношеннь» зi стор. 59:
𝑐 = (𝑓1 ∘ 𝑓2)(𝑎) ⇔ перейшли вiд функцiонального позначення до позначення «пара

належить вiдношенню як пiдмножинi декартового добутку»
⇔ (𝑎, 𝑐) ∈ (𝑓1 ∘ 𝑓2) ⇔ означення “∘” (формула (16) зi стор. 59)
⇔ ∃𝑏

(︀
(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑓1∧ (𝑏, 𝑐) ∈ 𝑓2

)︀
⇔ перейшли вiд позначень «пара належить вiдношенню як пiдмно-

жинi декартового добутку» до функцiональних позначень
⇔ ∃𝑏

(︀
𝑏 = 𝑓1(𝑎) ∧ 𝑐 = 𝑓2(𝑏)

)︀
⇔

⇔ 𝑐 = 𝑓2(𝑓1(𝑎)).

використали вiдомий з iнший галузей математики запис функцiї
вiд функцiї, врахувавши, що в якостi 𝑏 все одно може бути ли-
ше 𝑓1(𝑎) (якщо 𝑓1(𝑎) ∈ 𝐷(𝑓2), тобто вiд 𝑓1(𝑎) можна бра́ти 𝑓2)

Таким чином, суперпозицiя (вона ж композицiя)25 унарних функцiй по смислу являє собою
𝑦 = (𝑓1 ∘ 𝑓2)(𝑥)

def⇐⇒ 𝑦 = 𝑓2(𝑓1(𝑥)).

2.8 Рiвнопотужнi та не рiвнопотужнi множини (огляд)

Множи́ни 𝐴 та 𝐵 називають рiвнопотужними (рос. «равномощные», англ. «equipotent»), якщо
мiж ними можна встановити бiєкцiю.

(Наприклад, множина латинських лiтер рiвнопотужна {1, 2, . . . , 26}, бо мiж ними є бiєкцiя, що вста-
новлюється порядком латинського алфавiту.)

Абсолютно очевидно, що скiнче́ннi множи́ни рiвнопотужнi тодi й тiльки тодi, коли мiстять
однакову кiлькiсть елементiв.

Бiльш того, для скiнче́нних множин має мiсце т. зв. принцип Дирихле. У «популярнiй» формi
вiн звучить так: якщо потрiбно розсадити 𝑛+ 1 кроликiв по 𝑛 клiткам, то, як би їх не розсаджу-
вали, гарантовано знайдеться (хоча б одна) клiтка, у яку потраплять (щонайменше) два кролики.

(«Хоча б одна клiтка» i «щонайменше два кролики», бо розглядаються всi «розподiли» кроликiв по
клiткам, включно з тими, де майже всiх кроликiв садовлять в одну клiтку, а бiльшiсть клiток порожнi.
Звicно, це спостереження очевидне. Але воно носить iм’я Дирихле, бо вiн вперше застосував його у строгих
математичних доведеннях.

У англомовнiй лiтературi цей самий принцип частiше називають «pigeonhole principle», не згадуючи
Дирихле безпосередньо. Слово «pigeon» означає «голуб» (птах), бо в захiднiй традицiї прийнято форму-
лювати його не про кроликiв, а про голубiв.)

25тобто, i для унарних функцiй, i для бiнарних вiдношень в принципi можна вживати будь-який з цих термiнiв,
але для вiдношень частiше кажуть «композицiя», а для функцiй «суперпозицiя»
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Але ми недаремно щоразу приговорювали «для скiнче́нних». Виявляється, для нескiнче́нних
множин усе зовсiм не так!

Наприклад, розглянемо множину всiх натуральних чисел (N) та множину всiх невiд’ємних
па́рних чисел 𝐸 = {2𝑚 | 𝑚 ∈ Z+}. I спробуємо з’ясувати, яка з них «бiльша за розмiром».

Нiби й є певнi пiдстави вважати, що N «бiльша», бо N ∖ 𝐸 = {1, 3, 5, . . .}= {2𝑛− 1 | 𝑛 ∈ N}
значно бiльше за 𝐸 ∖ N={0}.

Але, з iншого боку, 𝐸 та N рiвнопотужнi, бо iснує бiєкцiя 0 ↔ 1, 2 ↔ 2, 4 ↔ 3, 6 ↔ 4, 8 ↔ 5,
. . . , 2 · (𝑖− 1) ↔ 𝑖, . . .

I загальноприйнятою є якраз точка зору, що раз множи́ни N i 𝐸 рiвнопотужнi, то вони у де-
якому смислi «однаковi за розмiром»!

Аналогiчно можна встановити бiєкцiю i мiж множинами Z+ i Z: 0 ↔ 0, 1 ↔ +1, 2 ↔ −1,
3 ↔ +2, 4 ↔ −2, . . . , (2𝑖− 1) ↔ +𝑖, 2𝑖 ↔ −𝑖, . . . Отже, одночасно виконуються i твердження
«Z+ — власна пiдмножина Z», i твердження «Z+ рiвнопотужна Z».

Ще можна встановити бiєкцiю мiж iнтервалом дiйсних чисел (0; 1) та множиною всiх дiйсних
чисел R. Найлегше це зробити через суперпозицiю двох бiєкцiй: спочатку встановити бiєкцiю 𝑥↔
↔ (𝑥− 1

2) · 𝜋 мiж iнтервалом (0; 1) та iнтервалом (−𝜋
2 ;

𝜋
2 ), потiм бiєкцiю 𝑥↔ tg 𝑥 мiж iнтервалом

(−𝜋
2 ;

𝜋
2 ) та R. Знов одночасно виконуються i твердження «iнтервал (0; 1)— власна пiдмножина R»,

i твердження «iнтервал (0; 1) рiвнопотужний R».
Власне, це навiть вважають характеристичною ознакою нескiнче́нної множини́: множина

нескiнче́нна тодi й тiльки тодi, коли можна встановити бiєкцiю мiж усiєю множиною та деякою
її власною пiдмножиною.

Пiсля ознайомлення з такими фактами може спа́сти на думку, нiби всi нескiнче́ннi множи́ни
рiвнопотужнi. Але це не так.

Теорема Кантора Iнтервал дiйсних чисел (0; 1) не рiвнопотужний N.
Доведення цiєї теореми спирається на т. зв. дiагональний метод (рос. «диагональный метод», англ.

«diagonal argument»).
Коренi дiагонального методу сягають Давньої Грецiї. Там був острiв Крит, i критський фiлософ Епiме-

нiд якось заявив: «Усi критяни брехуни». Вiн це сказав, сам будучи критянином. Значить, сам брехун. . .
Традицiйно це називається «парадоксом Епiменiда». Хоча насправдi цей «парадокс» не є парадоксом:
якщо припустити, що сам Епiменiд — брехун, а частина решти критян — чеснi люди, то нiяких внутрi-
шнiх протирiч не виникає.

Час iшов, знання людства зростали, i Сервантес у «Дон Кiхотi» зумiв побудувати справжнiй парадокс.
При одному мостi поставили сторо́жу, яка допитувала кожного перехожого, куди вiн iде, i перевiряла
правдивiсть його слiв. Якщо перехожий казав правду, йому дозволяли йти далi, а якщо виявлялося,
що вiн бреше, його вiшали на шибеницi. Одного разу з’явився перехожий, що заявив: прийшов єдино
заради того, щоб його повiсили. Сторожа не змогла вирiшити, що ж робити. Адже якщо пропустити
цього перехожого, то виявиться, що вiн брехав, i його треба було повiсити; а якщо повiсити, то вiн казав
правду, i його слiд було пропустити.)

Доведення теореми Кантора використовує протирiччя на основi цiєї самої iдеї, але при математично
строгих припущеннях та мiркуваннях.

Припустимо, нiби iнтервал (0; 1) рiвнопотужний N, тобто мiж цими множинами iснує (якась) бiєкцiя.
Зафiксуємо цю бiєкцiю, розмiстивши всi дiйснi чи́сла iнтервалу (0; 1) послiдовно рядок за рядком: споча-
тку дiйсне число, якому за вибраною бiєкцiєю вiдповiдає натуральне число 1, потiм дiйсне число, якому
вiдповiдає 2, i т. д.

Як вiдомо, кожне дiйсне число з iнтервалу (0; 1) задається нескiнче́нною послiдовнiстю цифр десятко-
вого запису (кiлькiсть десятих, кiлькiсть сотих, кiлькiсть тисячних, i т. д.; у випадках, коли дiйсне число
записується скiнче́нною кiлькiстю десяткових цифр, допишемо в кiнцi нескiнче́нну кiлькiсть нулiв).26

Можна вважати, що отримали «таблицю розмiром ∞×∞», елементами якої є десятковi цифри. По-
значимо 𝑗-ий стовпчик (𝑗-ту цифру) 𝑖-го рядка (числа́) як 𝑐𝑖,𝑗 .

26Для повної строгостi варто згадати, що слiд пропускати десятковi записи з дев’ятками у перiодi (бо, наприклад,
0,1199999999 . . . (з нескiнче́нною кiлькiстю дев’яток) — те са́ме, що 0,1200000000 . . . =0,12); тож очевидна бiєкцiя
iснує не мiж (усiма дiйсними числами iнтервалу (0; 1)) та (усiма нескiнче́нними послiдовностями десяткових цифр),
а мiж (усiма дiйсними числами iнтервалу (0; 1)) та (усiма нескiнче́нними послiдовностями десяткових цифр, якi
не закiнчуються на дев’ятку в перiодi).
Втiм, це спостереження, хоча й потрiбне для повної строгостi доведення, не є вирiшальним.

74



Порубльов I. М., посiбник «Дискретна математика»

А тепер побудуємо нескiнче́нну послiдовнiсть 𝛾 десяткових цифр за правилом

𝛾𝑘 =

{︂
1, якщо 𝑐𝑘,𝑘 ∈ {0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9},
2, якщо 𝑐𝑘,𝑘 = 1.

Послiдовнiсть 𝛾1, 𝛾2, . . . задає десятковий запис числа́ 0,𝛾1𝛾2 . . . з iнтервала (0; 1). I цього числа́ у цiй
таблицi нема. (Справдi, кожне число записане пiд певним номером; отже, якщо 0,𝛾1𝛾2 . . . є у таблицi, то
воно записане пiд деяким номером 𝑘*; але цього не може бути, бо за побудовою 𝛾𝑘* ̸= 𝑐𝑘*,𝑘* , отже 𝑘*-ий
рядок мiстить якесь iнше число.)

Отже, така «бiєкцiя» насправдi не бiєкцiя (бо не спiвставила нiякого номера рядка числу 0,𝛾1𝛾2 . . .). Усi
цi мiркування застосовнi до будь-якої спроби встановити бiєкцiю. Отже, побудувати бiєкцiю неможливо,
тобто iнтервал (0; 1) не рiвнопотужний N. �

Згадавши побудовану вище бiєкцiю мiж iнтервалом (0; 1) та R, отримуємо очевидний наслi-
док «R не рiвнопотужна N». Разом узятi факти «N ⊂ R» та «R не рiвнопотужна N» природньо
спробувати поєднати у «потужнiсть R строго бiльша за потужнiсть N».

Поняття «бiльшої потужностi» справдi має математичний смисл, але в загальному випадку
його слiд ввести трохи iнакше: потужнiсть множини́ 𝐴 строго бiльша за потужнiсть множини́ 𝐵,
коли (сам́i 𝐴 i 𝐵 не рiвнопотужнi) ∧ (𝐵 рiвнопотужна деякiй власнiй пiдмножинi 𝐴).

Виявляється, поняття «бiльшої потужностi» до того ж є вiдношенням строгого лiнiйного по-
рядку; але i строге доведення лiнiйностi, i строге доведення антисиметричностi дуже складнi.

Очевидно, найменшою є потужнiсть порожньої множини́, потiм iдуть потужностi 1-, 2-, 3-, . . . ,
𝑖-, . . . -елементних множин (для всiх 𝑖 ∈ N), а потiм є ще нескiнче́нна кiлькiсть рiзних значень
потужностi нескiнче́нних множин.

(Те, що їх справдi нескiнче́нна кiлькiсть, випливає хоча б з теореми «Булеа́н будь-якої множини́ має
потужнiсть, строго бiльшу за потужнiсть само́ї множини́»; доводиться ця теорема аналогiчно, за допомо-
гою дiагонального методу.)

«Найменшими» серед нескiнче́нних множин є множи́ни, рiвнопотужнi N. Їх називають
злiче́ннi (рос. «счётные», англ. «countable». Враховуючи все вищесказане, очевидно, що
злiче́нними є, зокрема: Z; множина па́рних чисел; множина непа́рних чисел. Можна також дове-
сти, що злiче́нною є множина простих чисел.

Множи́ни, рiвнопотужнi R, називають континуа́льними, або конти́нуум-множинами (conti-
nuum). Континуальними є, зокрема, множина дiйсних чисел довiльного iнтервала (𝑎; 𝑏) (при
𝑎 < 𝑏), C (множина комплексних чисел).

Питання, чи континуум iде у згаданому порядку потужностей безпосередньо пiсля злiченно-
стi, чи iснують «промiжнi» множи́ни (потужнiсть яких строго бiльша злiче́нних i строго менша
континуальних) дуже складне́. Сам Ґ. Кантор висунув континуум-гiпотезу, що «промiжних»
множин не буває. На сучасному етапi розвитку науки вважається, що цю гiпотезу неможливо нi
довести, нi спростувати, її можна лише або приймати за ще одну аксiому, або не приймати.

На перший погляд, злiченнiсть вiдповiдає дискретностi, а континуальнiсть — неперервностi.
Але це неправда. I не лише тому, що континуальну множину легко зробити розривчастою, а ще
й тому, що множина Q (рацiональних чисел) виявляється неперервною злiче́нною.

2.9 Завдання до роздiлу 2

1. Нехай 𝑈 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, 𝐴 = {1, 2, 4}, 𝐵 = {2, 3, 7}, 𝐶 = {2, 3, 8}. Для кожного з
трьох пунктiв

(а) (𝐴 ∪𝐵) ∖ 𝐶; (б) (𝐴 ∖ 𝐶) ∪𝐵; (в) (𝐴 ∪𝐵 ∪ 𝐶)′

виконати такi два завдання: (1) “обчислити” (знайти значення при вказаних 𝐴, 𝐵, 𝐶); (2) по-
будувати дiаграми Венна, вважаючи 𝐴, 𝐵, 𝐶 довiльними (iгноруючи наведенi значення).
(Звернiть увагу, що, для вказаних у цьому завданнi 𝐴, 𝐵, 𝐶, значення (𝐴 ∪𝐵) ∖𝐶 виявляється
не рiвним значенню (𝐴 ∖ 𝐶)∪𝐵. Це одна з причин, якi тривалий час гальмували становлення теорiї
множин. Математикам здавалося, що раз для чисел (𝑎+ 𝑏)− 𝑐=(𝑎− 𝑐) + 𝑏, то треба i для iнших
сутностей винаходити операцiї з такими самими властивостями; зручнiсть розвитку iнших теорiй,
в яких операцiї мають iншi властивостi, була достатньо усвiдомлена лише у XIX ст.)
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2. Нехай 𝐴={1, 2, 4}, 𝐵={2, 3, 7}. “Обчислити” (знайти значення):

(а) 𝐴 ∩𝐵; (б) 𝐴 ∪𝐵; (в) 𝐴 ∖𝐵; (г) 𝐵 ∖𝐴; (д) 𝐴÷𝐵.

3. З’ясувати, якi твердження правильнi, а якi — нi:

(а) 2 ∈ {2};
(б) 2 = {2};
(в) 2 ⊆ {2};
(г) {2} ⊆ {2};
(д) {2} = {2};
(е) {2} ⊂ {2};

(ж) 2, 3 ∈ {2, 3, 5};
(и) {2, 3} ⊆ {2, 3, 5};
(к) {2, 3} = {2, 3, 5};
(л) {2, 3} ∈ {2, 3, 5};
(м) {2, 3} ⊂ {2, 3, 5};
(н) {2, 3, 5} ⊆ {2, 3};

(п) {1, 2, 3} = {1, 3, 2};
(р) ∅ ⊂ {1, 3, 7};
(с) ∅ ∈ {1, 3, 7};
(т) ∅ ⊆ ∅;
(у) ∅ ∈ ∅;
(ф) ∅ ⊂ ∅.

4. Чи виконується твердження “(𝐴 ∩𝐵) ∈ 𝐶”, де 𝐴={1, 2, 4}, 𝐵={2, 3, 7}, 𝐶={2, 3, 8}?
5. Найчастiше, елементи конкретної множини́ однотипнi (всi — чи́сла, або всi — слова́, або всi —

люди, тощо). Але буває й iнакше. Наприклад, деякi вiдзнаки (ордени, премiї, . . . ) присуджу-
ють i окремим людям, i колективам (множинам людей). Тому iнодi розглядають множи́ни,
елементами яких можуть бути i «звичайнi» елементи, i множи́ни. З’ясувати, якi твердження
правильнi, а якi — нi:

(а) {2, 3} ∈ {2, 3, 5};
(б) 1 ∈ {{1, 2}, 3};

(в) 3 ∈ {{1, 2}, 3};
(г) {1, 2, 3} = {{1, 2}, 3};

(д) {1, 2, 3} = {{1, 2, 3}};
(е) {1, 2, 3} ∈ {{1, 2, 3}}.

6. Продовжимо розгляд множин, елементами яких можуть бути i «звичайнi» елементи,
i множи́ни. Нехай 𝐴= {{𝑎, 𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑑, 𝑒}, {𝑐, 𝑑}, 𝑐, 𝑑, 𝑒}. З’ясувати, якi твердження пра-
вильнi, а якi — нi:

(а) 𝑐 ∈ 𝐴;
(б) {𝑐} ∈ 𝐴;
(в) {𝑐} ⊆ 𝐴;

(г) {𝑐, 𝑑} ∈ 𝐴;
(д) {𝑐, 𝑑} ⊆ 𝐴;
(е) {𝑐, 𝑑, 𝑒} ∈ 𝐴;

(ж) {𝑐, 𝑑, 𝑒} ⊆ 𝐴;
(и) {𝑎} ∈ 𝐴;
(к) {𝑎} ⊆ 𝐴.

7. Це завдання пропонується давати по варiантам (кожен студент виконує один варiант, варi-
анти розподiленi рiвномiрно). Знайти значення виразу, що мiстить операцiї над множинами.

(1)
(︁(︀

{𝑎, 𝑏, 𝑐} ∪ {𝑎, 𝑐, 𝑓}
)︀
∖ {𝑐, 𝑔}

)︁
×
(︁(︀

{0, 2, 5} ÷ {1, 2, 4}
)︀
∩ {2, 3, 5}

)︁
;

(2)
(︁
{𝑐, 𝑔, 𝑟} ∖

(︀
{𝑎, 𝑏, 𝑐}∩{𝑎, 𝑐, 𝑓}

)︀)︁
×
(︁(︀

{0, 2, 5}∩{1, 2, 4}
)︀
÷ {2, 3, 5}

)︁
;

(3)
(︁(︀

{𝑎, 𝑐, 𝑓} ∖ {𝑎, 𝑏, 𝑐}
)︀
∩ {𝑐, 𝑓}

)︁
×
(︁(︀

{2, 3, 8} ÷ {1, 2, 5}
)︀
∖ {2, 5, 7}

)︁
;

(4)
(︁
{0, 2, 5} ÷

(︀
{1, 2, 4} ∩ {2, 3, 5}

)︀)︁
×
(︁
{𝑎, 𝑏, 𝑐} ∪

(︀
{𝑎, 𝑐, 𝑓} ∖ {𝑐, 𝑔}

)︀)︁
;

(5)
(︁
{2, 3, 5} ∖

(︀
{1, 2, 4} ÷ {2, 3, 5}

)︀)︁
×
(︁
{𝑎, 𝑏, 𝑐} ∪

(︀
{𝑎, 𝑐, 𝑓} ∩ {𝑐, 𝑔}

)︀)︁
;

(6)
(︁
{2, 3, 5} ÷

(︀
{1, 2, 4} ∖ {0, 3, 5}

)︀)︁
×
(︁(︀

{𝑎, 𝑏, 𝑐} ∪ {𝑎, 𝑐, 𝑓}
)︀
∩ {𝑐, 𝑔}

)︁
;

(7)
(︁
{2, 3, 8} ÷

(︀
{1, 2, 5} ∖ {2, 5, 7}

)︀)︁
×
(︁
{𝑎, 𝑐, 𝑓} ∖

(︀
{𝑎, 𝑏, 𝑐} ∩ {𝑐, 𝑓}

)︀)︁
.

8. Проiлюструвати тотожнiсть 𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶)=(𝐴 ∪𝐵)∩ (𝐴 ∪ 𝐶) за допомогою дiаграм Венна та
за допомогою перетворення характеристичних предикатiв з подальшою побудовою таблиць
iстинностi. (Доводити її аналiтично не варто, бо це i є одна зi стандартних тотожностей.)

9. Довести тотожнiсть (𝐴 ∪𝐵) ∖ (𝐵 ∖𝐴)=𝐴 через аналiтичнi перетворення (без переходу до
предикатiв).

10. Довести тотожнiсть 𝐴 ∖ (𝐵 ∩ 𝐶)=(𝐴 ∖𝐵)∪ (𝐴 ∖ 𝐶) всiма способами.

11. Довести аналiтично тотожнiсть (𝐴 ∩𝐵) ∪ (𝐵 ∖𝐴)=𝐵.

12. Чи є правильними спiввiдношення:

(а) (𝐴÷𝐵)⊆ (𝐴 ∪𝐵)? (б) (𝐴÷𝐵)⊂ (𝐴 ∪𝐵)?
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13. Це завдання пропонується давати по варiантам (кожен студент виконує один варiант, ва-
рiанти розподiленi рiвномiрно). Проiмiтувати покроково виконання дiй над множинами на
основi злиття.
(1) {2, 3, 5, 7, 12, 17, 25}÷{1, 3, 5, 11, 17, 19, 22};
(2) {1, 3, 5, 6, 11, 17, 19, 22, 24}∖{2, 3, 5, 7, 12, 17, 25, 27};
(3) {1, 3, 5, 6, 11, 17, 19, 22, 24}∩{2, 3, 5, 7, 11, 12, 17};
(4) {4, 6, 13, 14, 15, 17, 18}÷{1, 4, 11, 17, 19, 27};
(5) {2, 3, 6, 8, 9, 10, 13, 25}∩{5, 6, 8, 10, 13, 19, 29};
(6) {0, 4, 10, 13, 20, 23, 24}∖{5, 10, 12, 20, 22, 28, 29};
(7) {2, 3, 8, 15, 21, 25, 27}÷{0, 2, 7, 10, 12, 15, 24}.

14. (а) Перелiчити всi елементи {1, 2, 3}×{𝛼, 𝛽}.
(б) Перелiчити всi елементи {1, 2}×{𝑎, 𝑏}×{2, 5}.
(в) Зобразити на площинi [2; 5] × [3; 4).
(г) Зобразити на площинi [2; 5]∩ (4; 7) × [3; 4)∪ (1; 2).

15. Довести включення (𝐴 ∖𝐵)× (𝐶 ∖𝐵)⊆ (𝐴× 𝐶)∖ (𝐵 ×𝐵) за допомогою перетворення хара-
ктеристичних предикатiв з подальшою побудовою таблиць iстинностi.

16. Записати «вiдношення на N “𝑥+𝑦65”» у виглядi явного перелiку пар.

17. Нехай 𝑅 ⊆ 𝐴×𝐵, 𝑃 ⊆ 𝐵×𝐶, 𝐴={𝑥, 𝑦, 𝑧}, 𝐵={1, 2, 3}, 𝐶={𝛼, 𝛽, 𝛾}, 𝑅={(𝑥, 1), (𝑥, 2), (𝑦, 1),
(𝑧, 1), (𝑧, 2)}, 𝑃 = {(1, 𝛾), (2, 𝛼), (2, 𝛽), (3, 𝛼), (3, 𝛽), (3, 𝛾)}. Побудувати 𝑅 ∘ 𝑃 , 𝑃−1 ∘𝑅−1,
𝑃 ∘ 𝑃−1.

18. Нехай заданi вiдношення 𝑅1: 𝑥 𝑅1 𝑦 ⇔ 𝑥 та 𝑦—подружжя, та 𝑅2: 𝑥 𝑅2 𝑦 ⇔ 𝑥 є мамою 𝑦.
Виразити словами смисл вiдношень 𝑅2 ∘𝑅2, 𝑅1 ∘𝑅2, 𝑅2 ∘𝑅1.

19. Це завдання пропонується давати по варiантам (кожен студент виконує один варiант, ва-
рiанти розподiленi рiвномiрно). Знайти значення таких чотирьох композицiй: 𝑅1 ∘𝑅−1

1 ,
𝑅−1

1 ∘𝑅1, 𝑅1 ∘𝑅2, 𝑅
−1
2 ∘𝑅−1

1 . Для яких-небудь (на вибiр студента) 2–3 з пар, що належать
якомусь iз вiдношень-вiдповiдей, дати пояснення, чому вони туди належать.

(1) 𝑅1 = {(𝑏, 𝜏), (𝑐, 𝜋), (𝑐, 𝜌), (𝑐, 𝜏), (𝑑, 𝜌)};
𝑅2 = {(𝜋, 4), (𝜌, 2), (𝜌, 3), (𝜌, 4), (𝜏, 1)}.

(2) 𝑅1 = {(𝑏, 𝜋), (𝑏, 𝜌), (𝑐, 𝜋), (𝑐, 𝜏), (𝑑, 𝜏)};
𝑅2 = {(𝜋, 1), (𝜌, 3), (𝜏, 1), (𝜏, 2), (𝜏, 3)}.

(3) 𝑅1 = {(𝑎, 𝜋), (𝑎, 𝜏), (𝑏, 𝜋), (𝑏, 𝜌), (𝑑, 𝜋)};
𝑅2 = {(𝜋, 2), (𝜋, 4), (𝜌, 2), (𝜌, 3), (𝜏, 4)}.

(4) 𝑅1 = {(𝑎, 𝜋), (𝑎, 𝜏), (𝑐, 𝜌), (𝑑, 𝜌), (𝑑, 𝜏)};
𝑅2 = {(𝜋, 1), (𝜌, 2), (𝜌, 4), (𝜏, 2), (𝜏, 4)}.

(5) 𝑅1 = {(𝑎, 𝜋), (𝑎, 𝜏), (𝑏, 𝜌), (𝑏, 𝜏), (𝑐, 𝜏)};
𝑅2 = {(𝜋, 1), (𝜋, 3), (𝜋, 4), (𝜌, 1), (𝜏, 2)}.

(6) 𝑅1 = {(𝑎, 𝜌), (𝑏, 𝜋), (𝑏, 𝜏), (𝑑, 𝜌), (𝑑, 𝜏)};
𝑅2 = {(𝜋, 1), (𝜋, 3), (𝜌, 3), (𝜌, 4), (𝜏, 1)}.

(7) 𝑅1 = {(𝑎, 𝜏), (𝑏, 𝜌), (𝑏, 𝜏), (𝑐, 𝜌), (𝑑, 𝜋)};
𝑅2 = {(𝜌, 1), (𝜌, 3), (𝜌, 4), (𝜏, 3), (𝜏, 4)}.

(8) 𝑅1 = {(𝑎, 𝜌), (𝑎, 𝜏), (𝑏, 𝜋), (𝑏, 𝜏), (𝑐, 𝜌)};
𝑅2 = {(𝜋, 1), (𝜌, 1), (𝜌, 3), (𝜌, 4), (𝜏, 4)}.

(9) 𝑅1 = {(𝑎, 𝜏), (𝑏, 𝜌), (𝑏, 𝜏), (𝑐, 𝜋), (𝑐, 𝜌)};
𝑅2 = {(𝜋, 2), (𝜌, 2), (𝜌, 3), (𝜌, 4), (𝜏, 3)}.

(10) 𝑅1 = {(𝑎, 𝜌), (𝑏, 𝜋), (𝑏, 𝜌), (𝑏, 𝜏), (𝑐, 𝜏)};
𝑅2 = {(𝜋, 3), (𝜌, 1), (𝜌, 4), (𝜏, 1), (𝜏, 3)}.

(11) 𝑅1 = {(𝑎, 𝜋), (𝑎, 𝜌), (𝑏, 𝜋), (𝑏, 𝜏), (𝑑, 𝜋)};
𝑅2 = {(𝜋, 3), (𝜋, 4), (𝜌, 3), (𝜏, 1), (𝜏, 2)}.

(12) 𝑅1 = {(𝑎, 𝜋), (𝑎, 𝜌), (𝑐, 𝜏), (𝑑, 𝜋), (𝑑, 𝜏)};
𝑅2 = {(𝜋, 1), (𝜋, 3), (𝜋, 4), (𝜌, 2), (𝜏, 2)}.

(13) 𝑅1 = {(𝑎, 𝜋), (𝑎, 𝜌), (𝑐, 𝜋), (𝑐, 𝜏), (𝑑, 𝜌)};
𝑅2 = {(𝜋, 1), (𝜋, 2), (𝜋, 3), (𝜌, 2), (𝜏, 2)}.

(14) 𝑅1 = {(𝑎, 𝜋), (𝑎, 𝜌), (𝑎, 𝜏), (𝑏, 𝜌), (𝑑, 𝜏)};
𝑅2 = {(𝜋, 1), (𝜌, 4), (𝜏, 1), (𝜏, 2), (𝜏, 3)}.

20. Нехай на множинi людей (як нинi живих, так i померлих, але не ще не народжених) заданi
вiдношення 𝐼, 𝑅СМ, 𝑅СБ, 𝑅ДМ та 𝑅ДБ: 𝑥 𝐼 𝑦 ⇔ 𝑥 = 𝑦, тобто це одна й та ж людина;
𝑥𝑅СМ𝑦 ⇔ 𝑥 — син 𝑦, а 𝑦 — мати 𝑥; 𝑥𝑅СБ𝑦 ⇔ 𝑥 — син 𝑦, а 𝑦 — батько (отец) 𝑥;
𝑥𝑅ДМ𝑦 ⇔ 𝑥 — донька 𝑦, а 𝑦 — мати 𝑥; 𝑥𝑅ДБ𝑦 ⇔ 𝑥 — донька 𝑦, а 𝑦 — батько (отец) 𝑥.
Пояснити словами смисл:
(а) 𝐷(𝑅СМ); (б) 𝐸(𝑅СМ); (в) 𝐷(𝑅СМ

−1);
(г)

(︀
(𝑅СМ ∘𝑅СМ−1) ∩ (𝑅СБ ∘𝑅СБ−1)

)︀
∖ 𝐼;

(д)
(︀
(𝑅СМ ∘𝑅СМ−1) ∪ (𝑅СБ ∘𝑅СБ−1)

)︀
∖ 𝐼;

(е)
(︀
(𝑅СМ ∘𝑅СМ−1) ∪ (𝑅СБ ∘𝑅СБ−1)

)︀
.

Повинно бути чiтко сформульовано, який родинний зв’язок описується кожним з виразiв.
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21. Дослiдити належнiсть / не належнiсть бiнарного вiдношення

(а) 𝑥 𝑅 𝑦⇔𝑥−𝑦6100 (на R);
(б) 𝑥 𝑅 𝑦⇔𝑥−𝑦>100 (на R);
(в) 𝑥 𝑅 𝑦⇔|𝑥−𝑦|6100 (на R);
(г) 𝑥 𝑅 𝑦⇔|𝑥−𝑦|>100 (на R);
(д) 𝑥 𝑅 𝑦⇔𝑥+𝑦6100 (на R);
(е) 𝑥 𝑅 𝑦⇔𝑥 6 𝑦 + 3 (на R);

(ж) 𝑥 𝑅 𝑦⇔ (𝑥+ 𝑦) ··· 12 (на Z) (де “ ···” — кра-
тне);

(и) 𝑥 𝑅 𝑦⇔60 ··· (𝑥+ 𝑦) (на Z);
(к) 𝑥 𝑅 𝑦⇔ (𝑥𝑦) ··· 2 (на Z);
(л) 𝑥 𝑅 𝑦 ⇔ (𝑥𝑦) ··· 2 (на Z) (де “ ··· ” —

не кратне).

до стандартних класiв (рефлексивiсть, iррефлексивнiсть, симетричнiсть, антисиметри-
чнiсть, транзитивнiсть, повнота).

22. З’ясувати належнiсть/неналежнiсть до стандартних класiв (рефлексивiсть, iррефлексив-
нiсть, симетричнiсть, антисиметричнiсть, транзитивнiсть, повнота) вiдношення, заданого
на множинi {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}, повний перелiк елементiв вiдношення — {(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑑), (𝑏, 𝑎),
(𝑏, 𝑏), (𝑑, 𝑎), (𝑑, 𝑑), (𝑒, 𝑒)}.

23. Довести, що вiдношення є вiдношенням еквiвалентностi, знайти класи еквiвалентностi та
фактор-множину (в т. ч. вказати, скiльки всього є класiв еквiвалентностi); вказати класи
еквiвалентностi для наведених елементiв i чи є серед них однаковi (якщо є, якi?).

(а) 𝑅 ⊆ Z2, 𝑥 𝑅 𝑦⇔ (𝑥+ 𝑦) ··· 2; знайти [1]𝑅, [2]𝑅, [3]𝑅;
(б) 𝑅 ⊆ Z2, 𝑥 𝑅 𝑦⇔ (𝑥2 − 𝑦2) ··· 5; знайти [2]𝑅, [3]𝑅, [4]𝑅, [5]𝑅;
(в) 𝑅 ⊆ R2, 𝑥 𝑅 𝑦⇔ (𝑥− 𝑦) ∈ Z; знайти [2]𝑅, [2,5]𝑅, [3]𝑅, [

√
2]𝑅;

(г) 𝑅 ⊆ N2, 𝑥 𝑅 𝑦⇔∃𝑚𝑚∈Z(
𝑥
𝑦 = 2𝑚) (iнакше кажучи, 𝑥

𝑦 ∈{. . . , 1
8 ,

1
4 ,

1
2 , 1, 2, 4, 8, . . .}); зна-

йти [2]𝑅, [3]𝑅, [4]𝑅, [5]𝑅.

24. Довести, що 𝑥 ··· 𝑦 (на N) є вiдношенням порядку.

25. Побудувати дiаграму Гассе, визначити максимальнi, мiнiмальнi, найбiльшi, найменшi еле-
менти для вiдношення 𝑥 ··· 𝑦, звуженого на {2, 3, 6, 10, 12, 15, 25, 36, 60}.

26. Додати до розв’язку попереднього завдання елемент 0.
Пiдказка. Ретельно перевiрте, що Ви трактуєте поняття «менше», «бiльше», «мiнiмальний»,
«максимальний», «найменший», «найбiльший» са́ме згiдно з їх означеннями з розд. 2.6.3 та
формулюванням попереднього завдання, а не за звичкою.

27. Довести, що вiдношення є вiдношенням порядку (вважаючи, що вiдношення задане на N);
вказати, яким са́ме вiдношенням порядку (строгим/нестрогим/нi строгим, нi нестрогим;
лiнiйним/нелiнiйним); для звуження вiдношення на скiнче́нну множину 𝐵, побудувати дi-
аграму Гассе, знайти мiнiмальнi та максимальнi елементи

(а) 𝑥 𝑅 𝑦⇔ (𝑦 − 2𝑥) ∈ N, 𝐵={1, 2, 3, 5, 7, 12, 25, 36, 60}.
(б) 𝑥 𝑅 𝑦⇔ 𝑦

𝑥
є непа́рним натуральним, 𝐵={1, 2, 3, 5, 6, 10, 12, 15, 36, 60}.

(в) 𝑥 𝑅 𝑦⇔ 𝑦

𝑥
є па́рним натуральним, 𝐵 = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 12, 15, 36, 60}.

28. Для кожного з вiдношень

(а) 𝐴 = {1, 2, 3}, 𝑅 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 3), (3, 1)};
(б) 𝐴 = {1, 2, 3}, 𝑅 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 3)};
(в) 𝐴 = {1, 2, 3}, 𝑅 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 3), (1, 3)};
(г) 𝐴 = {1, 2, 3}, 𝑅 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)};
(д) 𝐴 = {1, 2, 3, 4}, 𝑅 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 3), (3, 2), (1, 2), (4, 2)}
визначити, чи є воно вiдношенням еквiвалентностi та чи є вiдношенням порядку. Для вiд-
ношень еквiвалентностi, знайти фактор-множи́ни. Для вiдношень порядку, побудувати дiа-
грами Гассе та вказати максимальнi, мiнiмальнi, найбiльшi, найменшi елементи.

29. Навести приклад вiдношень еквiвалентностi, об’єднання яких не є вiдношенням еквiвален-
тностi.

30. Навести приклад вiдношень порядку, об’єднання яких не є вiдношенням порядку.
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31. Реалiзувати функцiї:
(а) bool is_reflexive(const vvi &A);
(б) bool is_irreflexive(const vvi &A);
(в) bool is_symmetric(const vvi &A);

(г) bool is_antisymmetric(const vvi &A);
(д) bool is_transitive(const vvi &A);
(е) bool is_linear(const vvi &A)

вважаючи, що вище дане означення typedef vector<vector<int> > vvi;, тобто тип vvi є
реалiзацiєю vector-ами двовимiрного масиву.
Цi функцiї, отримуючи як параметр матрицю бiнарного вiдношення, повиннi визначати
(повертати), чи є воно рефлексивним/iррефлексивним/симетричним/антисиметричним/
транзитивним/лiнiйним (повним). По тексту функцiй мають бути коментарi-пояснення.
Примiтка. Див. зауваження на стор. 62 та приклад на стор. 64.

32. З’ясувати, чи є всюди визначеними, iн’єктивними, сюр’єктивними, бiєктивними функцiї (якi
розглядаються як R→ R)
(а) 𝑦 = 𝑥3;
(б) 𝑦 = 𝑥2;

(в) 𝑦 = tg 𝑥;
(г) 𝑦 = 𝑥3 + 𝑥2;

(д) 𝑦 = 2𝑥;
(е) 𝑦 = log2 𝑥.

Додатковi завдання пiдвищеного рiвня складностi

1*. Реалiзувати операцiї (написати програму мовою програмування, де операцiї реалiзованi як
пiдпрограми) ∪, ∩, ÷, ∖, ∈, ⊆, «iнiцiалiзувати як ∅», «додати один елемент», при поданнi
множин як:
(а) бiтових векторiв (унiверсум— невеликий перелiчуваний дiапазон);
(б) впорядкованих послiдовностей (унiверсум довiльний лiнiйно впорядкований, напри-

клад «дiйснi» (з рухомою комою) чи́сла), «вартiсть» “∈” —𝑂(log 𝑛) (на основi бiнарного
пошуку), операцiй “∪”, “∩”, “÷”, “∖” та вiдношення “⊆” —𝑂(𝑚+ 𝑛) (на основi злиття).
Обов’язково для пункту (b), щоб програма, що мiстить такi реалiзацiї дiй над множи-
нами, успiшно пройшла усi тести задачi A змагання № 90 «Деякi задачi дискретної
математики» сайту https://ejudge.ckipo.edu.ua.

2*. З завд. 1 (стор. 75) можна, зокрема, зробити висновок, що «(𝐴 ∪𝐵)∖𝐶=(𝐴 ∖ 𝐶)∪𝐵» не є

правильною тотожнiстю. Але ж хоча б iнодi (хоча б для деяких множин) така рiвнiсть
виконується. Тож за яких умов вона виконується? (Слiд сформулювати критерiй, тобто
умову, одночасно i необхiдну, й достатню.)

3*. Показати, що на N 6∘6=6, але <∘< ̸=<, тобто, композицiя вiдношення 6 (на N) з самим
собою дає знову це са́ме вiдношення 6 (на N), а от композицiя вiдношення < (на N) з самим
собою дає якесь iнше вiдношення, а не те са́ме.

4*. Нехай 𝑅 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2+ 𝑦2=1} (𝑥, 𝑦 ∈ R). Побудувати 𝑅2, 𝑅3, 𝑅4 (навести i формули, i
пояснення, i графiки на координатнiй площинi).

5*. Нехай 𝑅,𝑃 ⊆ R2, 𝑅 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑦 = 𝑥+ 1}, 𝑃 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑦 = |𝑥|}. Побудувати 𝑅 ∘ 𝑃 та 𝑃 ∘ 𝑅
(навести i формули, i пояснення, i графiки на координатнiй площинi).

6*. На стор. 60 стверджується: «Cтепiнь бiнарного вiдношення має властивостi 𝑅𝑛+𝑚=𝑅𝑛 ∘
∘𝑅𝑚 та 𝑅𝑛·𝑚=(𝑅𝑛)𝑚 (при 𝑛 ∈ Z+ ∧𝑚 ∈ Z+). Але поширювати цi тотожностi на усi цiлi
чи́сла (вважаючи, нiби обернене вiдношення 𝑅−1 є (−1)-им степенем) не можна.». Показати
(шляхом наведення вiдповiдного контрприкладу), що справдi не можна.

7*. Довести (21)–(23) зi стор. 60, а також навести приклади, якi показують: при 𝐸(𝑅1) ̸=𝐷(𝑅2)
можливо як 𝐷(𝑅1∘𝑅2)=𝐷(𝑅1), так i 𝐷(𝑅1∘𝑅2)⊂𝐷(𝑅1) (а також як 𝐸(𝑅1∘𝑅2)=𝐸(𝑅2), так
i 𝐸(𝑅1∘𝑅2)⊂𝐸(𝑅2)).

8*. Реалiзувати функцiю vvi compose(vvi R1, vvi R2), яка за заданими вiдношеннями R1, R2
(бiнарними у широкому смислi) будує (i повертає як результат функцiї) композицiю R1 ∘R2.
Смисл vvi див. у завд. 31 (стор. 79).

9*. Довести, що якщо непорожнє вiдношення симетричне та транзитивне, воно не може бути
iррефлексивним.

10*. Довести, що (одночасно) рефлексивним, симетричним та лiнiйним бiнарним вiдношенням
може бути лише увесь декартiв квадрат.
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11*. Довести, що перетин вiдношень еквiвалентностi обов’язково є вiдношенням еквiвалентностi.

12*. Довести, що перетин вiдношень порядку обов’язково є вiдношенням порядку.

13*. Побудувати рефлексивне замикання вiдношення 𝑦 = 𝑥 + 1 (на N). Тобто, описати слова-
ми i/або формулою, яке вiдношення отримується внаслiдок застосування рефлексивного
замикання до вiдношення 𝑦=𝑥+1.

14*. Побудувати симетричне замикання вiдношення 𝑦 = 𝑥 + 1 (на N). Тобто, описати словами
i/або формулою, яке вiдношення отримується внаслiдок застосування симетричного зами-
кання до вiдношення 𝑦=𝑥+1.

15*. Побудувати транзитивне замикання вiдношення 𝑦 = 𝑥 + 1 (на N). Тобто, описати слова-
ми i/або формулою, яке вiдношення отримується внаслiдок застосування транзитивного
замикання до вiдношення 𝑦=𝑥+1.

16*. Показати, що рефлексивно-симетричне замикання будь-якого лiнiйного вiдношення являє
собою увесь декартiв квадрат.

17*. В обчислювальнiй геометрiї на площинi досить важливу роль вiдiграє т. зв. «косий добуток».
Вiн, для вiльних векторiв 𝑎⃗(𝑎𝑥, 𝑎𝑦) та 𝑏⃗(𝑏𝑥, 𝑏𝑦), дорiвнює

⃒⃒⃗
𝑎
⃒⃒
·
⃒⃒⃗
𝑏
⃒⃒
· sin𝜙, де 𝜙 — тригонометри-

чний (включаючи знак, додатний проти годинникової стрiлки й вiд’ємний за стрiлкою) кут
найкоротшого повороту вiд 𝑎⃗ до 𝑏⃗; цей са́мий косий добуток може бути обчислений також
як 𝑎𝑥𝑏𝑦 − 𝑎𝑦𝑏𝑥. Тобто, обчисливши цю досить просту формулу, легко встановити, що якщо
результат=0, то 𝑎⃗ та 𝑏⃗ колiнеарнi (спiвнапрямленi чи протинапрямленi), якщо додатний, то
найкоротший поворот вiд 𝑎⃗ до 𝑏⃗ вiдбувається проти годинникової стрiлки, а якщо вiд’ємний,
то за стрiлкою. У деяких джерелах стверджують, нiби це дає можливiсть використовувати
косий добуток як компаратор27, щоб вiдсортувати вектори за їхнiми кутами нахилу (на-
приклад, проти годинникової стрiлки). Чому, тим не менш, використовувати косий добуток
в якостi компаратора векторiв за кутом нахилу — дуже, дуже погана iдея? За яких дода-
ткових умов, накладених на порiвнюванi вектори, косий добуток все-таки можна надiйно
використовувати як компаратор?
Автору вiдомо, що це завдання мiстить багато фактажу, що виходить за рамки посiбника.
Тим цiннiше, що пояснення сутi проблеми майже повнiстю лежить у межах цього роздiлу.

18*. Провести формальне доведення еквiвалентностi означень iррефлексивностi, симетричностi,
антисиметричностi та повноти, даних у розд. 2.6.1 та даних у розд. 2.6.5.

19*. Реалiзувати функцiю vvi reflexive_closure(vvi in_R), яка за заданим вiдношенням in_R

будує (i повертає як результат функцiї) його рефлексивне замикання. Смисл vvi див.
у завд. 31 (стор. 79). Вважати, що in_R гарантовано є бiнарним у вузькому смислi.

20*. Реалiзувати функцiю vvi symmetric_closure(vvi in_R), яка за заданим вiдношенням in_R

будує (i повертає як результат функцiї) його симетричне замикання. Смисл vvi див.
у завд. 31 (стор. 79). Вважати, що in_R гарантовано є бiнарним у вузькому смислi.

21*. Нехай i 𝑅1, i 𝑅2 задаються умовою 𝑥 𝑅𝑖 𝑦⇔|𝑥 − 𝑦| 6 100, але 𝑅1 задане на Z, а 𝑅2 на
{−1000, − 888, − 100, − 20, 20, 30, 40, 70, 150, 256, 300, 333, 555, 567, 666}2. Побудувати
рефлексивно-транзитивнi замикання 𝑅1 та 𝑅2 (кожного окремо).

22*. Довести, що Q неперервна, але злiче́нна.

23*. Рацiональнi чи́сла теж можна записувати у виглядi нескiнче́нних десяткових дробiв. Чому
тодi мiркування, використанi при доведеннi теореми Кантора про незлiче́ннiсть R, не дово-
дять незлiче́нностi Q?

27спосiб порiвняння, що може передаватися як аргумент функцiї сортування в сучасних мовах програмування;
подальшi деталi — у документацiї з програмування
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3 Iндуктивнi засоби доведення

3.1 Метод математичної iндукцiї

Метод математичної iндукцiї (скорочено «ММI», «матiндукцiя») є способом мiркувань, який
може бути корисним при доведеннi тверджень, що залежать вiд натурального 𝑛. Суть методу:
якщо доведенi

1. база iндукцiї (твердження виконується при 𝑛 = 1)

та

2. крок iндукцiї (з iстинностi твердження при 𝑛 = 𝑘 випливає iстиннiсть твердження

також i при 𝑛=𝑘 + 1)

то твердження виконується для всiх натуральних 𝑛.
Переклади: рос. «метод математической индукции» («ММИ», «матиндукция»), «базис

индукции» («база индукции»), «шаг индукции»; англ. «mathematical induction», «base case»
(«basis»), «inductive step».

За потреби, в якостi бази можна взяти не 𝑛=1, а деяке iнше число. Наприклад, якщо твер-
дження

(︀
1−1

4

)︀
·
(︀
1−1

9

)︀
·
(︀
1− 1

16

)︀
· . . . ·

(︀
1− 1

𝑛2

)︀
= 𝑛+1

2𝑛 осмислене лише при 𝑛 > 2, то за базу доцiльно
взяти 𝑛=2. Аналогiчно, якщо 20+21+22 + . . . + 2𝑛=2𝑛+1 − 1 осмислене для 𝑛 ∈ Z+, тобто також
i при 𝑛=0, то за базу можна взяти 𝑛=0. I так далi.

Правильнiсть ММI як методу мiркувань не доводиться, а приймається за аксiому. I все ж спро-
буємо пояснити, як вiн працює. Правильнiсть дослiджуваного твердження при 𝑛 = 1 з’ясовується
безпосередньо (як база iндукцiї); правильнiсть при 𝑛 = 2 випливає з бази та правильностi кро-
ку iндукцiї; правильнiсть при 𝑛 = 3— з бази та правильностi двократного застосування кроку
iндукцiї; i так далi. «Накручуючи» крок потрiбну кiлькiсть разiв, отримуємо правильнiсть дослi-
джуваного твердження при будь-якому натуральному 𝑛.

Приклад №1 доведення за допомогою ММI. Доведемо, що для всiх натуральних 𝑛

12 + 22 + . . .+ 𝑛2 =
𝑛(𝑛+ 1)(2𝑛+ 1)

6
. (49)

База iндукцiї. При 𝑛=1 лiва сторона набуває вигляду 12 = 1, права 1·(1+1)·(2+1)
6 = 1·2·3

6 = 1.
Отже, при 𝑛 = 1 твердження виконується. (База Ok)

Крок iндукцiї. Спираючись на рiвнiсть

12 + 22 + . . .+ 𝑘2 =
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
(50)

як на гарантовано правильну, доведемо рiвнiсть

12 + 22 + . . .+ 𝑘2 + (𝑘 + 1)2 =
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(2𝑘 + 3)

6
(51)

(де (50) являє собою частковий випадок (49) при 𝑛 = 𝑘, (51) — при 𝑛=𝑘 + 1).
Перетворимо лiву частину (51).
(Оскiльки маємо справу з виразами числової алгебри (а не логiчної чи множинної), тут можна засто-

сувати поширене у шкiльному курсi алгебри «паралельне» спрощення лiвої та правої частин. На думку
автора посiбника, перетворення лiвої частини до правої все одно краще, бо чiткiше видно, коли i як
використане припущення 𝑃 (𝑘); якщо треба використати нееквiвалентнi перетворення (як у доведеннi
нерiвностi з наступного прикладу), легше переконатись, що вони використанi у правильному напрямку.
Але принципової заборони на «паралельнi» спрощення матiндукцiя все ж не накладає.)(︁

12 + 22 + . . .+ 𝑘2
)︁

⏟  ⏞  
дорiвнює лiвiй частинi (50)

+(𝑘 + 1)2 = ми вважаємо рiвнiсть (50) гарантовано правиль-
ною; отже, можна замiнити видiлений пiдвираз на
праву частину (50)

=
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
+(𝑘 + 1)2 = приводимо до спiльного знаменника i додаємо

=
𝑘(𝑘+1)(2𝑘+1) + 6(𝑘+1)2

6
= виносимо спiльний множник (𝑘 + 1)

= (𝑘 + 1) · 𝑘(2𝑘 + 1) + 6(𝑘 + 1)

6
= розкриваємо дужки та зводимо подiбнi
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= (𝑘 + 1) · 2𝑘
2 + 7𝑘 + 6

6
= розкладаємо чисельник на множники

=
(𝑘 + 1) · (𝑘 + 2)(2𝑘 + 3)

6
. отримали праву частину (51).

Тобто, нам вдалося довести твердження (51), користуючись лише правильними перетворен-
нями, а також твердженням (50). (Крок Ok)

Отже, раз доведено i базу, i крок, твердження (49) виконується для всiх натуральних 𝑛. �

Приклад №2 доведення за допомогою методу математичної iндукцiї. Доведемо, що для всiх
натуральних 𝑛 та для всiх дiйсних 𝑎>−1

(1 + 𝑎)𝑛 > 1 + 𝑎𝑛 (52)

Очевидно (хоча б з того, що 𝑛 натуральне, а 𝑎 дiйсне), що iндукцiю слiд проводити по 𝑛,
розглядаючи 𝑎>−1 як константу (параметр).

База iндукцiї. При 𝑛 = 1 лiва сторона набуває вигляду (1 + 𝑎)1 = 1 + 𝑎, права — вигляду
1 + 𝑎 · 1=1 + 𝑎. Отже, при 𝑛 = 1 твердження виконується. (База Ok)

Крок iндукцiї. Спираючись на нерiвнiсть

(1 + 𝑎)𝑘 > 1 + 𝑎𝑘 (53)

як на гарантовано правильну, доведемо нерiвнiсть

(1 + 𝑎)𝑘+1 > 1 + 𝑎(𝑘+1) (54)

(де (53) являє собою частковий випадок (52) при 𝑛 = 𝑘, (54) — при 𝑛=𝑘 + 1).

(1 + 𝑎)𝑘+1 = беремо лiву частину (54); розкладаємо 𝑥𝑘+1 як 𝑥𝑘·𝑥
= (1 + 𝑎)𝑘⏟  ⏞  

=лiвiй
частинi (53)

×(1+𝑎) > замiнюємо лiву частину (53) на меншу або рiвну за неї праву частину (53); оскiльки
замiнюється не сам вираз (1 + 𝑎)𝑘, а домножений на (1+𝑎), тут використовується,
що 𝑎>−1, тож правильна нерiвнiсть (53) домножається на невiд’ємне (1+𝑎) > 0.

> (1 + 𝑎𝑛)× (1 + 𝑎) = розкриваємо дужки
= 1 + 𝑎𝑛+ 𝑎+ 𝑎2𝑛 = виносимо за дужки 𝑎 з суми 𝑎𝑛+ 𝑎.
= 1 + 𝑎(𝑛+ 1) + 𝑎2𝑛 > вiдкидаємо 𝑎2𝑛 (невiд’ємне, бо 𝑎2>0, 𝑛>1)
> 1 + 𝑎(𝑛+ 1). отримали праву частину (54).

Тобто, нам вдалося довести твердження (54), користуючись лише правильними перетворен-
нями, а також твердженням (53). (Крок Ok)

Отже, раз доведено i базу, i крок, твердження (52) доведене. �

ММI задає «загальний напрям» доведення, але нi в якому разi не є «повнiстю автоматизова-
ним» методом. Головним чином тому́, що крок iндукцiї потрiбно щоразу (для кожного твердже-
ння) доводити по-своєму.

Вiдзначимо, що неправильнiсть бази означає неправильнiсть дослiджуваного твердження
(знайшли, що воно хибне для 𝑛=1 — значить, воно точно не є iстинним для всiх 𝑛). Тим не
менш, невдача при спробi доведення кроку iндукцiї не гарантує неправильностi твердження.

Наприклад, якщо спробувати довести са́ме матiндукцiєю твердження 1
2 +

1
22

+ . . . + 1
2𝑛 < 1,

запросто може вийти щось у стилi «база 1
2<1 виконується, але ж з того, що 1

2 +
1
22

+ . . . + 1
2𝑘

<1

не слiдує, що (12 +
1
22

+ . . . + 1
2𝑘
)+ 1

2𝑘+1 < 1, адже коли до числа́, меншого 1, щось додати, воно
цiлком може вийти й бiльшим 1, так що крок не доведено».

Але це нiчого не означає! Хоча б тому, що не довели, але й не довели протилежного. Якщо
додати щось до деякого числа́, меншого 1, то може й вийде бiльше 1; але як щодо конкретного
додавання 1

2𝑘+1 до (12 +
1
22

+ . . . + 1
2𝑘
)?

Сама́ нерiвнiсть правильна, її можна довести (наприклад, спочатку довести, чи то матiнду-
кцiєю, чи то якимсь iншим способом, що 1

2 +
1
22

+ . . . + 1
2𝑛 =1− 1

2𝑛 , потiм сказати, що 1− 1
2𝑛<1).

Але у виглядi нерiвностi, котра не згадує про 1− 1
2𝑛 , твердження виявилося незручним для ММI.
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3.2 Iнварiант циклу

Iнварiант циклу (мається на увазi цикл мови програмування— for, while, тощо) є засобом те-
оретичного обґрунтування правильностi програм. Iнварiант не потрiбен компiлятору; вiн лише

допомагає розумiти та доводити, чому виконання циклу призводить са́ме до таких наслiдкiв.
Iнварiант циклу (рос. «инвариант цикла», англ. «loop invariant») — це предикат, залежний

вiд змiнних, значення яких можуть змiнюватися у циклi, але iстинний у деякий чiтко визначений
момент кожної iтерацiї циклу.

Стандартним для iнварiанта моментом вважатимемо той момент, коли приймається рiше-
ння, чи продовжувати цикл, чи завершувати.

Зокрема, для часто вживаного циклу “for(int i=0; i<N; i++)” рiшення щодо продовження
чи завершення приймається: вперше— коли змiнна iщойно iнiцiалiзована нулем; подальшi рази —
коли змiнна i щойно збiльшена дiєю i++. При N>0 така ситуацiя настає N+1 разiв, вперше перед
iтерацiєю при i=0, востаннє при завершеннi циклу, пiсля збiльшення i з N−1 до N.

З циклом while усе аналогiчно: стандартним є момент, коли перевiряється умова while-а,
тобто теж i перед початком кожної iтерацiї, i коли пiсля останньої iтерацiї приймається рiшення
завершити цикл.

Можливi й не стандартнi ситуацiї, коли iстиннiсть iнварiанта розглядають у деякий iнший
момент. Але це теж повинен бути чiтко визначений для цього циклу момент (а не так, що для
одного й того ж циклу на одних iтерацiях предикат iстинний пiсля виконання одного оператора,
на iнших iтерацiях — iншого, й усе це хаотично змiнюється).

Схема доведення правильностi циклу iз застосуванням iнварiанта така:

1. Довести, що iнварiант виконується на першiй iтерацiї циклу.

2. Довести, що iнварiант зберiгає iстиннiсть пiсля виконання iтерацiї.

3. Довести, що цикл завершиться, а не працюватиме вiчно, i що пiсля завершення циклу змiннi
набудуть саме тих значень, якi потрiбнi.

Цi формулювання дуже вже короткi, тож спочатку розглянемо приклад простого застосува-
ння iнварiанта, потiм детальнi коментарi до пунктiв 2–3, потiм ще кiлька прикладiв.

Приклад 1 (степiнь, простий алгоритм). Розглянемо наведе-
double deg = 1.0;

for(int i=0; i<N; i++)

deg *= a;

ний алгоритм обчислення 𝑎𝑁 (a— типу double, N—невiд’ємне ти-
пу int). Вiн загальновiдомий, але його можна й довести, викори-
ставши iнварiант «у стандартний для iнварiантiв момент, виконує-
ться deg= ai».

П. 1: це справдi так перед початковою iтерацiєю, бо deg = 1, 𝑎0 = 1.
(Є рiзнi думки щодо того, чи включає це мiркування випадок a=0. З одного боку, 00 часто вважають неви-

значенiстю, бо lim
𝑥→0

𝑥0 = 1 ̸= 0 = lim
𝑦→0

0𝑦. Тодi доведення не охоплює випадок a=0, але можна побудувати окреме

доведення правильностi при a=0, N>0 (не окремого пункту 1, а окреме доведення всього алгоритму). З iншого бо-
ку, у програмуваннi (на вiдмiну вiд математичного аналiзу) бiльш-менш прийнято вважати 00 = 1, тодi це взагалi
не потребу́є окремого розгляду.)

П. 2: це лишається правильним пiсля кожної чергової пари дiй deg*=a та i++, бо домноження
на a якраз i є збiльшенням показника степеню на 1.

П. 3: якщо вхiднi данi коректнi (N>0), то цикл завершується завжди, при i=N (остання iтерацiя
вiдбувається при i=N−1, при i=N цикл лише завершується). Враховуючи iнварiант deg= ai, це
означає, що цикл завершується при deg= aN (що й треба). �

Звернiть увагу, що рiвнiсть deg= ai, як правило, не виконується, коли чергове deg*=a вже
виконано, а чергове i++—ще нi. Це пiдкреслює, чому треба вказувати чiтко визначений момент
iстинностi iнварiанта.

Коментарi до загальних правил застосування iнварiанта П. 2 має доводити не лише iстин-
нiсть для дру́гої iтерацiї; доведення мусить бути таким, щоб його можна було застосовувати як
крок матiндукцiї, тобто, провiвши теоретичнi мiркування один раз, могти «накручувати» «раз
є факт iстинностi iнварiанта на першiй iтерацiї та це доведення, то iнварiант iстинний також i
на дру́гiй»; «раз є факт iстинностi iнварiанта на дру́гiй iтерацiї та це доведення, то iнварiант
iстинний також i на третiй»; i так далi.
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Якщо побудувати доведення п. 2 не вдалося — як i у «звичайнiй» матiндукцiї, це нiчого не зна-
чить. Таке може бути i коли iнварiант порушується, i коли не порушується, але це незручно дово-
дити са́ме такими засобами. Буває й так, що проблеми доведення виявляють проблеми алгоритму
або допомагають виявити справжнi ме́жi його застосовностi (як-то «алгоритм правильний лише

для вхiдних даних з такого-то дiапазону»).
П. 3 нерiдко дуже простий, як-то: для “for(int i=0; i<N; i++)”, при N> 0, вiдсутностi iнших

змiн i та вiдсутностi break-iв чи iнших засобiв дострокового завершення, елементарно отримуємо,
що цикл обов’язково завершиться, причому са́ме при i= N; щоб взнати значення iнших змiнних,
пiдставимо в iнварiант N замiсть i.

Але бувають i такi цикли, для яких складо́вi «довести, що завершиться» та
cin >> n;

int steps=0;

while(n!=1) {

if(n%2==0)

n/=2;

else

n=3*n+1;

steps++;

}

«встановити значення змiнних наприкiнцi виконання» дуже складн́i.
Наприклад, наведений цикл намагалися дослiджувати чимало серйо-

зних математикiв (його математичнi назви — «гiпотеза Коллатца», «гiпотеза
3𝑛+1», «Сiракузька проблема»). I все одно наука не знає навiть того, чи гаран-
товано вiн завершиться для будь-якого 𝑛∈N, не кажучи вже про зв’язок мiж
початковим n i остато́чним steps.

Просто запустити програму й подивитися теж пробували. Станом на по-
чаток 2016 р. шляхом перебору встановлено, що цикл завершується для всiх
16𝑛62,7 · 1015. Але ж це нiя́к не доводить скiнче́нностi при бiльших 𝑛. . .

Звiсно, «проблема 3𝑛+1» — штучна й теоретична задача. Але все одно вона показує: бувають
цикли, для яких аналiз п. 3 дуже складни́й.

Тобто, є зра́зу кiлька причин, чому iнварiант циклу не є всемогутнiм засобом: його треба
ще зумiти побудувати так, щоб вiн правильно вiдповiдав циклу (вiн же не складова програми,
а будується окремо); бувають цикли, для яких вельми важко аналiзувати п. 2 та/або п. 3. . .

Але дослiдження iнварiанта все ж буває корисним. Зокрема, коли пропонуються/розробля-
ються алгоритми, якi начебто ефективнi й елегантнi, але їхня правильнiсть не очевидна (до таких
алгоритмiв можна вiднести, зокрема, алгоритм Евклiда (приклад 6) та ефективне пiднесення до
степеню (приклад 7); насправдi їх багато, але ж не можна вмiстити тут усi кориснi алгоритми. . . ).

Приклад 2 (максимум). Доведемо, що наведений вiдомий алго-
ритм справдi знаходить максимальне значення. Сформулюємо iнва-
рiант так: «у стандартний для iнварiантiв момент, змiнна max_value
дорiвнює максимуму серед перших i елементiв, з 0-го по (i−1)-й».

auto max_value = a[0];

for(int i=1; i<N; i++)

if(a[i] > max_value)

max_value = a[i];

П. 1: перед циклом вiдбувається iнiцiалiзацiя max_value=a[0], цикл починається з i=1, отже
«першi i елементiв, з 0-го по (i−1)-й» являють собою єдиний елемент a[0], а раз елемент єдиний,
то вiн максимальний.

П. 2: оскiльки наступний стандартний для iнварiантiв момент настане пiсля i++, слiд по-
казати, що пiсля завершення if-а, але перед i++, змiнна max_value дорiвнює максимальному
серед елементiв з 0-го по i-й включно. Якщо a[i]>max_value, то, враховуючи смисл max_value,
a[i] бiльший за усi елементи з 0-го по (i−1)-й. Тож пiсля присвоєння max_value=a[i] змiнна
max_value дорiвнюватиме максимальному серед елементiв з 0-го по i-й включно, бо у цьому ви-
падку a[i] i є максимальним. Iнакше (при a[i]<=max_value), максимум переглянутої частини
не змiнюється (i не повинен), тож iнварiант правильний тому, що був правильним ранiше.

П. 3 елементарний: цикл for гарантовано завершується при i= N, тож «першi N елементiв,
з 0-го по (N−1)-й» являють собою увесь масив, тобто max_value мiстить шукане максимальне
значення усього масиву. �

Приклад 3 (сортування вибором). Cортування вибором мiстить два цикли, тож повне дове-
дення мало би мiстити окремо дослiдження iнварiанта внутрiшнього циклу, окремо зовнiшнього.

Але внутрiшнiй цикл аналогiчний попередньому прикладу (хоч i має низку вiдмiнностей:
шукається не максимум, а мiнiмум; не значення, а iндекс у масивi; мiнiмум не усього масиву,
а починаючи з i-го елементу). Тому дозволимо собi лише чiтко сформулювати твердження «пiсля
виконання рядкiв 2–5 змiнна imin мiстить iндекс елемента, мiнiмального на промiжку вiд i-го
елементу включно до кiнця масиву» i сказати, що його доведення вiдрiзняється вiд попереднього
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/*1*/ for(int i=0; i<N; i++) {

/*2*/ int imin = i;

/*3*/ for(int j=i+1; j<N; j++)

/*4*/ if(a[j] < a[imin])

/*5*/ imin = j;

/*6*/ swap(a[i], a[imin]);

/*7*/ }

До початкової iтерацiї
зi значенням i=0 3 1 4 1 5 9 2
i щойно стало 1 1 3 4 1 5 9 2
i щойно стало 2 1 1 4 3 5 9 2
i щойно стало 3 1 1 2 3 5 9 4
i щойно стало 4 1 1 2 3 5 9 4
i щойно стало 5 1 1 2 3 4 9 5
i щойно стало 6 1 1 2 3 4 5 9
i щойно стало 7 1 1 2 3 4 5 9

прикладу лише очевидними змiнами. Тобто, вважатимемо його правильним i зосередимося на
зовнiшньому циклi.

Сформулюємо iнварiант зовнiшнього циклу як «у стандартний для iнварiантiв момент, що-
найменше першi i елементiв, з 0-го по (i−1)-й, вже мiстять остато́чнi значення (тi, якi повиннi
бути в остато́чно вiдсортованому масивi)». Тобто, a[0] мiнiмальне серед усiх значень, a[1]—
мiнiмальне серед решти (не враховуючи a[0]), a[2]—мiнiмальне серед решти (не враховуючи
a[0] та a[1]), тощо. Все це гарантовано лише у промiжку з 0-го по (i−1)-й елементи (а у про-
мiжку з i-го по (N−1)-й якщо й виконується, то, мабуть, випадково). Са́ме промiжки, на яких
властивiсть виконується гарантовано, пiдкресленi у табличцi праворуч вiд коду алгоритму.

П. 1: перед початкової iтерацiєю, «щонайменше першi 0 елементiв вже мiстять остато́чнi зна-
чення»: ще нiчого не зробили, ще нема гарантованого результату. У подiбних випадках зазвичай
вважають, що властивiсть виконується, бо у межах порожнього промiжку нема кому її порушити.

П. 2: ранiше виконувалося, що елементи з 0-го по (i−1)-й вже мiстять остато́чнi значення,
тож a[i] повинен ста́ти мiнiмальним серед решти (промiжку з i-го по (N−1)-й). Рядки 2–5 са́ме
такий елемент i знаходять, пiсля чого рядок 6 ставить його на потрiбне i-те мiсце. Так що перед
початком наступної iтерацiї iнварiант теж виконується.

П. 3 традицiйний: цикл for завершується при i= N, пiсля його завершення «першi N елементiв»
охоплюють увесь масив, тобто усi елементи мiстять тi значення, якi повиннi. �

Приклад 4 (сортування вставками). Алгоритм сортування вставками працює за iншим прин-
ципом, нiж сортування вибором.

/*1*/ for(int i=1; i<N; i++) {

/*2*/ auto curr = a[i];

/*3*/ int j = i-1;

/*4*/ while(j>=0 && a[j] > curr) {

/*5*/ a[j+1] = a[j];

/*6*/ j–;

/*7*/ }

/*8*/ a[j+1] = curr;

/*9*/ }

До початкової iтерацiї
зi значенням i=0 3 1 4 1 5 9 2
i щойно стало 2 1 3 4 1 5 9 2
i щойно стало 3 1 3 4 1 5 9 2
i щойно стало 4 1 1 3 4 5 9 2
i щойно стало 5 1 1 3 4 5 9 2
i щойно стало 6 1 1 3 4 5 9 2
i щойно стало 7 1 1 2 3 4 5 9

curr = a[i] a[j+1] = a[j] a[j+1] = a[j]

(рядок 2) (рядок 5) при j=5 (рядок 5) при j=4

1 1 3 4 5 9 2
0 1 2 3 4 5 6

curr

1 1 3 4 5 9
0 1 2 3 4 5 6

curr 2
1 1 3 4 5 9
0 1 2 3 4 5 6

curr 2

a[j+1] = a[j] a[j+1] = a[j] a[j+1] = curr

(рядок 5) при j=3 (рядок 5) при j=2 (рядок 8)

1 1 3 4 5 9
0 1 2 3 4 5 6

curr 2
1 1 3 4 5 9
0 1 2 3 4 5 6

curr 2
1 1 3 4 5 9
0 1 2 3 4 5 6

curr 2

Приклад покрокового виконання рядкiв 2–8 при i=6

Загальна суть
усього

внутр. циклу

𝑥⋆≤ 𝑥⋆ > 𝑥⋆ ???

𝑥⋆≤ 𝑥⋆ > 𝑥⋆ ???

curr 𝑥⋆

áóëî âiäñîðòîâàíèì

ñòàëî âiäñîðòîâàíèì

Одна iтерацiя зовнiшнього циклу (рядки 2–8 алгоритму) збiльшує розмiр вже вiдсортованого
початку на 1
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Iнварiант зовнiшнього циклу— «у стандартний для iнварiантiв момент, першi i елементiв
являють собою переставленi у вiдсортованому порядку першi i елементiв початкового масиву».
Тобто, на вiдмiну вiд сортування вибором, цi елементи не обов’язково мiстять остато́чнi значення;
цiлком можливо, що тi значення ще будуть зсунутi праворуч, щоб вставити подальшi меншi
значення. Але тут виконується iнше (що не виконується для сортування вставками): у будь-
який стандартний для iнварiантiв момент, значення перших i елементiв однi й тi самi, лише
переставленi мiж собою.

Строге доведення усього сортування повинно було б включати у себе строге доведення (iз
використанням свого iнварiанта) твердження «виконання рядкiв 2–8 збiльшує розмiр вже вiдсор-
тованого початку на 1». На жаль, це виходить дещо громiздко й заплутано, тому пропонується
сформулювати не зовсiм строгу аргументацiю, вважаючи це твердження очевидним на основi
тексту програми та рисункiв.

При такому пiдходi, не строга аргументацiя сортування дуже проста:

П. 1: при i=1, промiжок з єдиного елемента a[0] неминуче вiдсортований (для порушення
вiдсортованостi потрiбнi хоча б 2 елементи).

П. 2 якраз i є твердженням, сприйнятим за очевидне.

П. 3: стандартний for гарантовано завершується при i= N, «вiдсортованi першi N елементiв»
являють собою вiдсортований увесь масив. �

Приклад 5 ((2i+5)!). У розглянутих досi прикладах, iнварiант обґрунтовував правильнiсть
вже готового циклу, i це типове його використання. Але iнодi зручно змiстити ролi, використавши
iнварiант для побудови циклу.

Нехай потрiбно написати про- double fact(int n) {

double res = 1.0;

for(int i=1; i<=n; i++)

res *= i;

return res;

}

. . . . . . . . . . . . .

cout << i << "∖t"
<< 2*i+5 << "∖t"
<< fact(2*i+5)<<endl;

i 2i+5 (2i+5)!

0 5 120

1 7 5040

2 9 362880

3 11 3.99168e+007

4 13 6.22702e+009

5 15 1.30767e+012

6 17 3.55687e+014

7 19 1.21645e+017

8 21 5.10909e+019

граму, яка послiдовно для всiх 𝑖 =
0, 1, 2, 3, . . . , 50 виведе значення 𝑖,
2𝑖+5 та (2𝑖+5)!; факторiал рахува-
ти в типi double, бо в цiлочисельнi
все одно не помiститься.

У правiй сторонi таблички вка-
зано кiлька перших рядкiв тих ре-
зультатiв, якi слiд отримати. У лi-
вiй — два рiзнi фрагменти програми (окремо функцiя fact, окремо, десь у iншiй функцiї, виклики
функцiї fact), якi взагалi-то розв’язують цю задачу. Якщо на перше мiсце ставити читабельнiсть
(зазвичай са́ме так i є), то якраз це i є найкращим розв’язком.

Але якщо ефективнiсть важливiша за читабельнiсть, погано те, що кожен факторiал рахується
заново, хоча взагалi-то включає в себе попереднiй, як-то 7!=

(︀
1×2×3×4×5

)︀
× 6×7. За рахунок

цього можна зменшити об’єм обчислень.

Тож побудуємо цикл, що перебирає i вiд 0 до 50, cпо-
double f = /*треба дописати*/;

for(int i=0; i<=50; i++) {

f *= /*треба дописати*/;

cout << i << "∖t"
<< 2*i+5 << "∖t"
<< f << endl;

}

чатку iз ще не дописаними виразами. Потiм допишемо тi
вирази так, щоб вийшов iнварiант «у стандартний для iнва-
рiантiв момент, f=(2*i+5)!».

Поєднавши iнварiант та формулу, що виражає 7! через 5!,
легко здогадатися, що (2𝑖+5)! при черговому i вiдрiзняє-
ться вiд (2𝑖+5)! при попередньому i в точностi множниками
(2𝑖+4) · (2𝑖+5). Отже, перший рядок тiла циклу набуває вигляду f*=(2*i+4)*(2*i+5).

Пiсля того, як сформовано оператор f*=(2*i+4)*(2*i+5), бачимо, що значення (2·0 + 5)!=
=5!=120 має досягтися пiсля домноження на (2·0 + 4)× (2·0 + 5)=4×5, значить, до циклу треба
iнiцiалiзувати f як 1×2×3=6.

(Са́ме так. Са́ме спочатку пiдбирається, яку дiю виконувати на кожнiй iтерацiї, а потiм залежно вiд того
пiдбирається iнiцiалiзацiя. Хоча б тому, що дiю з iтерацiї виконувати багато разiв, i варто подбати в першу чергу
про неї. А iнiцiалiзацiю, яка вiдбувається один раз, можна й якось пiдлаштувати.)
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Приклад 6 (алгоритм Евклiда). Спiльний дiльник чисел 𝑎 та 𝑏 — число, на яке дiляться (нацi-
ло, без остачi) одночасно i 𝑎, i 𝑏. Термiн найбiльший спiльний дiльник 𝑎 та 𝑏, скорочено НСД (𝑎, 𝑏),
вводиться очевидним чином, як найбiльший серед спiльних дiльникiв. Наприклад: НСД(7, 9)=1,
НСД(8, 10)=2, НСД(20, 30)=10, НСД(4, 8)=4.

Коли треба писати код, що шукає НСД, зручно користуватися алгоритмом Евклiда, який
i легко писати, i швидко виконується. Класична версiя алгоритму Евклiда: «Поки чи́сла не рiвнi
мiж собою, вiднiмати з бiльшого менше». Наприклад, для 8 i 10: (8, 10)→ (8, 2)→ (6, 2)→ (4, 2)→
→ (2, 2). Недолiк цiєї версiї: якщо одне з чисел значно бiльше iншого, можна дуже багато разiв
вiднiмати з великого числа́ одне й те са́ме мале́.

Тому́ сучасна версiя алгоритму Евклiда замiнює вiднiмання на взяття залишку; внаслiдок
цього, умову «чи́сла стали рiвними» доводиться змiнити на «одне з чисел стало нулем». Напри-
клад, для тих самих 8 i 10 це буде (8, 10)→ (8, 2)→ (0, 2).

Вхiдними даними алгоритму Евклiда можуть бути лише цiлi невiд’ємнi чи́сла. Крiм того, для
вхiдних даних 𝑎=𝑏=0 вiн вертає як результат 0, що навряд чи правильно (чи може 0 взагалi бути
дiльником? а чи не краще взяти 100, для якого 100>0, 0 ··· 100? а чи не краще не 100, а ще бiльше
число? то це тодi так збiльшувати аж до нескiнче́нностi включно?).

(Тут можна згадати задачу 26 зi стор. 78. Там елемент 0 виявився максимальним та найбiльшим (у смислi
означень зi стор. 67) щодо нелiнiйного вiдношення порядку (𝑥 4 𝑦)⇔ (𝑦 ··· 𝑥). Якщо уявити, що взяли са́ме таке
нелiнiйне вiдношення порядку, i провели топологiчне сортування так, що для додатних чисел порядок вiдповiдає
звичайному числовому порядку, а 0 так i лишили найбiльшим— в таких умовах результат НСД(0, 0)= 0 стає
осмисленим. Само собою, при такiй пiдмiнi поняття «найбiльший» виникають деякi iншi проблеми, тому питання,
чи варто вважати НСД(0, 0)=0, лишається вiдкритим. Тут лише показано, що можлива ситуацiя, коли це доречно.)

Тож просто запам’ятаємо, що випадок 𝑎=𝑏=0 мо-
unsigned long long gcd(

unsigned long long a,

unsigned long long b) {

while(a>0 && b>0) {

if(a>b) a%=b;

else b%=a;

}

return a+b;//одне (невiдомо яке) 0

} // тож вертається значення iншого

Алгоритм Евклiда (сучасна версiя)

же потребува́ти окремого розгляду, а коли потрiбно
шукати НСД чисел довiльних знакiв — варто взяти їх
по модулю ще до початку робо́ти алгоритму.

Правильнiсть алгоритму Евклiда зовсiм не очеви-
дна; са́ме це й робить цiнним його доведення.

Iнварiант циклу (теж не очевидний) має вигляд
«перелiк спiльних дiльникiв поточних значень 𝑎 та 𝑏
такий самий, як i перелiк спiльних дiльникiв початко-
вих значень 𝑎 та 𝑏». Цей iнварiант виконується завжди
(не лише в якiсь окремi моменти).

П. 1: перелiк спiльних дiльникiв не змiнився, бо не змiнилися сам́i 𝑎 та 𝑏.
П. 2: цикл ще продовжується — значить, на початку iтерацiї 𝑎>0, 𝑏>0.
Розглянемо випадок 𝑎>𝑏>0. Позначимо 𝑎 mod 𝑏 як 𝑐 (можливо як 𝑐>0, так i 𝑐=0). Тодi 𝑎 мо-

жна подати як 𝑎=𝑏×𝑑+ 𝑐, де 𝑑=𝑎 div 𝑏 є натуральним. (Мова не йде про включення додаткових
змiнних у алгоритм. Величи́ни 𝑐, 𝑑, 𝑝, 𝑎1, 𝑏1, 𝑞, 𝑏2, 𝑐2 розглядаються лише у доведеннi.) Нехай
деяке 𝑝 є спiльним дiльником 𝑎 та 𝑏 (не обов’язково найбiльшим). Тобто, 𝑎1=𝑎/𝑝 та 𝑏1=𝑏/𝑝 на-
туральнi. Тодi, 𝑐=𝑎− 𝑏×𝑑=𝑎1×𝑝− 𝑏1×𝑝×𝑑=(𝑎1−𝑏1×𝑑)× 𝑝, тобто 𝑐 ··· 𝑝. Цим показано, що якщо
число було спiльним дiльником 𝑎 та 𝑏 (старих значень змiнних алгоритму Евклiда a та b), воно
лишається спiльним дiльником i для 𝑐 та 𝑏 (нових значень змiнних a та b).

Тепер нехай деяке 𝑞 (можливо як 𝑞=𝑝, так i 𝑞 ̸=𝑝) є спiльним дiльником 𝑏 та 𝑐, тобто 𝑏2=𝑏/𝑞 та
𝑐2=𝑐/𝑞 є цiлими. Тодi 𝑎=𝑏×𝑑+ 𝑐=𝑏2×𝑞×𝑑+ 𝑐2×𝑞=(𝑏2×𝑑+ 𝑐2)× 𝑞, тобто 𝑎 ··· 𝑞. Цим показано, що
серед спiльних дiльникiв 𝑐 та 𝑏 (нових значень змiнних a та b) не з’явилося нiяких нових значень,
якi не є спiльними дiльниками 𝑎 та 𝑏 (старих значень змiнних a та b).

Формально кажучи, у попереднiх двох абзацах розглядався лише випадок 𝑎>𝑏>0, тож пра-
вильнiсть iнварiанта циклу поки що доведена лише частково, для 𝑎>𝑏>0. Але при 0<𝑎6𝑏 можна
провести всi тi ж мiркування для 𝑏, 𝑎 та 𝑐= 𝑏 mod 𝑎, а iнших, крiм цих двох, випадкiв у рам-
ках 𝑎>0, 𝑏>0 не буває. Тому висновки двох попереднiх абзацiв можна посилити до «виконання
усього циклу while(a>0&&b>0)... не змiнює сукупностi спiльних дiльникiв», тобто п. 2 аналiзу
iнварiанта упiшно завершений.

Починаємо аналiзувати п. 3. Вище вже згадано про особливiсть вхiдних даних 𝑎=𝑏=0, тож
розглядаємо лише випадок, коли хоча б одне з початкових значень 𝑎, 𝑏 (як правило, обидва)
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строго бiльше 0. За одну iтерацiю змiнюється значення лише однiєї зi змiнних a або b, тож
умова продовження циклу a>0 && b>0 порушиться са́ме у ситуацiї, коли одне зi значень a або
b дорiвнює 0, iнше̸=0. Функцiя вертає як вiдповiдь «iнше» (ненульове) значення. Це справдi
НСД, бо абсолютно всi дiльники будь-якого додатного числа́ є дiльниками нуля, тож перелiк
спiльних дiльникiв додатного числа́ i нуля дорiвнює просто перелiку дiльникiв цього додатного
числа́, i саме́ це число є найбiльшим зi своїх дiльникiв. А враховуючи iнварiант «перелiк спiльних
дiльникiв незмiнний», це число є найбiльшим також i серед усiх спiльних дiльникiв початкових
значень a та b, тобто шуканим НСД.

Тiльки це ще не кiнець п. 3, бо досi доведено лише те, що якщо алгоритм завершує роботу, то
результат правильний. Те, що вiн при будь-яких 𝑎>0, 𝑏>0 справдi завершить роботу, а не зацикли-
ться, треба доводити окремо. Це робиться так: при 𝑎>𝑏>0, дiя a%=b, не чiпаючи натурального b,
замiнює значення a на цiле невiд’ємне, строго менше старого a; iнакше (при 𝑏>𝑎>0), дiя b%=a,
не чiпаючи натурального a, замiнює значення b на цiле невiд’ємне, строго менше старого b. Тобто,
на кожнiй iтерацiї циклу, сума a+b, лишаючись натуральною, стає строго меншою. А це не може
тривати вiчно. �

Приклад 7 (швидке пiднесення до степеню, iтеративне). Пiдносити до степеню можна й
швидше, нiж циклом з прикладу 1. Часто найкращим є спосiб «використати формулу 𝑎𝑛=𝑒𝑛·ln 𝑎

та розгалуження, щоб розiбратися з випадком, коли 𝑎60, але, хоч ln 𝑎 й не iснує, пiднести до
степеню все-таки можна, бо 𝑛 цiле»; бiльшiсть компiляторiв, в яких є стандартна (бiблiотечна)
функцiя pow(double a, double n), са́ме так її й реалiзують.

Але до степеню пiдносять не лише чи́сла, а також квадратнi матрицi. Або цiлi чи́сла у кiльцi
за модулем 𝑝 (вхiдними даними є три натуральнi числа́ 𝑎, 𝑁 , 𝑝, i треба знайти 𝑎𝑁 mod 𝑝). При-
чому, якщо рокiв з 50 тому це здавалося дивною забаганкою математикiв, за́раз вираз 𝑎𝑁 mod 𝑝
використовується в багатьох методах шифрування. Причому, його обчислюють для, наприклад,
1024-бiтових 𝑎, 𝑁 та 𝑝. Застосувати тут стандартнi exp та ln просто неможливо. А простий алго-
ритм з прикладу 1 працював би дуже довго, значно довше, нiж iснує планета Земля.

Алгоритм швидкого пiднесення до степеню одночасно i значно швидший за цикл з прикладу 1,
i придатний для ситуацiй, коли формула 𝑎𝑛=𝑒𝑛·ln 𝑎 втратила смисл/зручнiсть (правда, накладає
своє обмеження: показник 𝑛 мусить бути цiлим невiд’ємним).

(На жаль, у цього алгоритму чимало рiзних назв, i жодна з них не є загальноприйнятою. Укр. та
рос. мовами досить поширена назва «iндiйський алгоритм», але, наскiльки вiдомо автору посiбника,
нiякої схожої назви англiйською нема; англiйською поширенi на́зви «exponentiation by squaring», «repeating
squaring» та «Russian peasant method».)

У табличцi наведено зразу двi версiї цього алгори- double b = a;

int m = n;

double res = 1.0;

while (m > 0) {

if (m % 2 == 1)

res *= b;

m /= 2;

b *= b;

}

double res = 1.0;

while (true) {

if (n % 2 == 1)

res *= a;

n /= 2;

if (n == 0)

break;

a *= a;

}

тму; ще одна (рекурсивна) наведена у розд. 3.3.
Чому це швидше, нiж цикл з прикладу 1? Тому́,

що зменшення показника степеню удвiчi (для па́рних)
супроводжується лише одним множенням, або змен-
шення трохи бiльш, як удвiчi (для непарних) — лише
двома. Наприклад, вiд 𝑛=9876 за одне множення пере-
ходимо до 4938, за ще одне до 2469, за ще два до 1234,
ще одне до 617, ще два до 308, ще одне до 154, ще одне
до 77, ще два до 38, ще два до 19, ще два до 9, ще два до 4, ще одне до 2, ще одне до 1, ще одне–два
(залежно вiд версiї) зменшують показник до 0 i завершують алгоритм. Тобто, для обчислення
𝑎9876, замiсть 9876 чи 9875 множень, досить 20–21. Говорячи загально, сумарна кiлькiсть множень
цього алгоритму не перевищує 1+2 log2 𝑛 (що для 𝑛≈1000 становить до ≈20, для 𝑛≈109 —до ≈60,
для 𝑛≈1018 —до ≈120).

Цей спосiб дуже неочевидний. Тим важливiше його довести! Доводити зручнiше 1-шу (лiвiшу)
версiю. Iнварiант: «у стандартний для iнварiантiв момент, an=res× bm».

П. 1 очевидний: зразу пiсля b=a, m=n, res=1 має мiсце res×bm=1×an.
При доведеннi п. 2, розглянемо випадки m=2𝑘 (m па́рне) та m=2𝑘+1 (m непарне). Не змiни-

мо програму, а розглянемо теоретично у рамках доведення. Так само теоретично скажемо, що
змiнна b на початку iтерацiї циклу мiстить значення 𝑏⋆, а дiя b*=b перетворює його у (𝑏⋆)2.
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У випадку m=2𝑘, до iтерацiї res×bm дорiвнювало res×(𝑏⋆)2𝑘, пiсля iтерацiї стало дорiвнювати
res×((𝑏⋆)2)𝑘, причому значення res незмiнне. Отже, враховуючи (𝑏⋆)2𝑘=((𝑏⋆)2)

𝑘, увесь добуток
res×bm не змiнився.

У випадку m=2𝑘+1, значення res змiнюється. Позначимо значення res до iтерацiї за 𝑟. Тодi
до iтерацiї res×bm дорiвнювало 𝑟×(𝑏⋆)2𝑘+1, пiсля iтерацiї стало дорiвнювати (𝑟×𝑏⋆)⏟  ⏞  

нове res

× ((𝑏⋆)2)𝑘⏟  ⏞  
нове bm

=

=𝑟×𝑏⋆× (𝑏⋆)2𝑘=𝑟× (𝑏⋆)2𝑘+1. Тобто, увесь добуток res×bm знов не змiнився.
Що й закiнчує формальне доведення п. 2, адже iнших випадкiв, крiм m=2𝑘 та m=2𝑘+1, для

цiлих невiд’ємних m не буває.
Доведення п. 3 елементарне: якщо початкове значення m цiле невiд’ємне, при багатократних

цiлочисельних дiленнях на 2 змiнене значення m обов’язково кiнець кiнцем стане рiвним 0, бо на
кожнiй iтерацiї зменшується принаймнi удвiчi, лишаючись цiлим. Пiдставивши кiнцеве значення
m=0 у iнварiант «an=res× bm», отримаємо 𝑎𝑛=res× 𝑏0⏟ ⏞ 

=1

, тобто res=𝑎𝑛. �

(До останнього кроку можна поставитися як до унiверсального, а можна сказати, що вiн лише для b̸=0; тодi
випадок b=0 (фактично, 𝑎=0) можна проаналiзувати окремо й побачити, що для нього, при n>0, теж правильно
знаходитиметься res=0.)

Для неформального розумiння корисно подивитися на хiд виконання алгоритму, уявляючи n

та m у двiйковiй системi числення. (Мiняти щось у програмi не треба; са́ме уявити теоретично.)
Наприклад, див. наведене пiднесення res m b

1.0 50𝐷𝑒𝑐=110010𝐵𝑖𝑛 𝑎
1.0=𝑎0𝐷𝑒𝑐=𝑎0𝐵𝑖𝑛 25𝐷𝑒𝑐=11001𝐵𝑖𝑛 𝑎2𝐷𝑒𝑐=10𝐵𝑖𝑛

𝑎2𝐷𝑒𝑐=𝑎10𝐵𝑖𝑛 12𝐷𝑒𝑐=1100𝐵𝑖𝑛 𝑎4𝐷𝑒𝑐=𝑎100𝐵𝑖𝑛

𝑎2𝐷𝑒𝑐=𝑎010𝐵𝑖𝑛 6𝐷𝑒𝑐 =110𝐵𝑖𝑛 𝑎8𝐷𝑒𝑐=𝑎1000𝐵𝑖𝑛

𝑎2𝐷𝑒𝑐=𝑎0010𝐵𝑖𝑛 3𝐷𝑒𝑐 =11𝐵𝑖𝑛 𝑎16𝐷𝑒𝑐=𝑎10000𝐵𝑖𝑛

𝑎18𝐷𝑒𝑐=𝑎10010𝐵𝑖𝑛 1𝐷𝑒𝑐 =1𝐵𝑖𝑛 𝑎32𝐷𝑒𝑐=𝑎100000𝐵𝑖𝑛

𝑎50𝐷𝑒𝑐=𝑎110010𝐵𝑖𝑛 0𝐷𝑒𝑐 =0𝐵𝑖𝑛 𝑎64𝐷𝑒𝑐=𝑎1000000𝐵𝑖𝑛

до степеню 50, що у двiйковому записi має
вигляд 110010. Кожна дiя m/=2 забирає
останню двiйкову цифру з m, а виконана
щойно перед тим дiя if(m%2==1) res*=b

додає таку саму цифру спереду показни-
ка степеню 𝑎 в res. Тож наприкiнцi циклу
все число бiт за бiтом переписане з m у по-
казник степеню 𝑎 в res.

Iнша наведена версiя вiдрiзняється лише двома дрiбними оптимiзацiями: (1) уникає дода-
ткових змiнних b та m, замiсть цього «псуючи» (безповоротньо змiнюючи) сам́i змiннi a та n;
(2) уникає останнього непотрiбного множення a*=a, коли щойно стало n==0. Якщо множення
фактично є викликом дуже складно́ї та повiльної функцiї, такi дрiбницi бувають вартi уваги.

3.3 Доведення правильностi рекурсивних пiдпрограм (вступ)

З рекурсiєю все ще складнiше (чим з циклами): i за рахунок того, що рекурсiя буває i пряма (пiд-
програма викликає себе), i непряма (пiдпрограми взаємно викликають одна о́дну); i за рахунок
того, що навiть у прямiй рекурсiї кiлькiсть викликiв само́ї себе може бути рiзною; i за раху-
нок того, що у загальному виглядi однi виклики можуть впливати на iншi i через повернутi
(return-ом) значення, i через змiни значень глобальних змiнних. Тому наведений тут матерiал
зовсiм не претендує на вичерпнiсть, будучи лише вступним оглядом лише одного часткового ви-
падку: коли рекурсiя лише пряма та зсере́дини цiєї рекурсiї не змiнюються нiякi глобальнi змiннi
(це називають також «функцiя не має побiчних ефектiв»). При таких обмеженнях, загальну схему
доведення правильностi рекурсивної пiдпрограми можна сформулювати так:

1. Довести скiнченнiсть
1.1. Показати, що аргумент(и) рекурсивн(ого/их) виклик(у/iв) бiльшої вкладеностi зав-

жди менш(ий/i), нiж поточного виклику.
1.2. Показати, що будь-яка можлива послiдовнiсть аргумент(у/iв) завершується деяким

мiнiмальним елементом, який означений не рекурсивно.
(Це забезпечує, що будь-яке заглиблення у рекурсiю рано чи пiзно завершується виходом з ре-
курсiї.)

(Хоча часто можна брати звичайне числове «менше», буває й так, що для нього цi умови не викону-
ються, але виконуються, якщо спецiально пiдiбрати деяке (можливо, нелiнiйне) вiдношення порядку
(див. розд. 2.6.3 та наступну сторiнку).)
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2. Показати, що умови виходу з рекурсiї повертають правильнi значення.
(Це є певним аналогом бази матiндукцiї.)

3. Показати, що рекурсивна функцiя правильно збирає результати бiльших пiдзадач з резуль-
татiв менших.
(Це є певним аналогом кроку матiндукцiї; але, на вiдмiну вiд кроку класичного ММI, тут не завжди
слiд спиратися на 𝑃 (𝑘) i доводити 𝑃 (𝑘+1). Конкретний вигляд того, що дано i що треба довести,
визначається конкретним виглядом тiєї рекурисвної функцiї, правильнiсть якої доводять.)

(Потреби вводити якийсь аналог iнварiанта циклу нема, але це лише тому, що ми розглядаємо час-
тковий випадок, коли рекурсивна функцiя не має побiчних ефектiв. Коли побiчнi ефекти допускаються,
може з’являтися потреба поєднувати засоби цього пiдроздiлу iз засобами попереднього. Так що все може
виходити дуже, дуже складно.)

Приклад 1 (факторiал). (Повторимо класичне зауваже-
double fact(int n) {

if (n==0)

return 1.0;

else

return n * fact(n-1);

}

ння, що цей код є прикладом правильного, але не доцiльного
використання рекурсiї, й наведений тут лише як приклад про-
стої рекурсiї, яку легко проаналiзувати. А коли треба рахувати
факторiал на практицi, краще робити це циклом, без рекурсiї.)

П. 1.1: fact(n) викликає fact(n-1), тож аргумент бiльшої
вкладеностi (𝑛−1) справдi менший за поточний аргумент (𝑛).

П. 1.2: якщо початковий виклик з iншої функцiї вiдбувається з (цiлим) аргументом n > 0, то
чи то зразу (при n=0), чи то пiсля рiвно n викликiв (кожен наступний отримує значення рiвно
на 1 менше) отримаємо виклик, де 𝑛 = 0, а це умова виходу.

П. 2: єдиною умовою виходу є n==0, у цьому випадку вiдбувається return 1.0. Це вiдповiдає
властивостi факторiала 0! = 1.

П. 3: якщо виклик fact(n-1) повернув правильне значення (𝑛−1)!, то внаслiдок його домно-
ження на 𝑛 отримається правильне значення (𝑛−1)!×𝑛 = 𝑛!, це одна з властивостей факторiала.

Приклад 2 (швидке пiднесення до степеню, рекурсивне). Очевидно правильнi з точки зору
алгебри формули

𝑎0 = 1, 𝑎2𝑘=
(︀
𝑎2
)︀𝑘
, 𝑎2𝑘+1=

(︀
𝑎2
)︀𝑘 · 𝑎 (55)

дають ключ до iншої, нiж на стор. 88–89, версiї алгоритму швидкого пiднесення до степеню, яку
значно легше запам’ятовувати й доводити.

Внаслiдок накладних витрат на рекурсiю, ця вер-
double pow_rs(double a, int n)

{

if (n == 0)

return 1.0;

if (n % 2 == 0)

return pow_rs(a*a, n/2);

else

return pow_rs(a*a, n/2) * a;

}

сiя трохи менш ефективна, нiж ранiше розглянута iте-
ративна, але са́ме «трохи»; залежно вiд особливостей
компiлятора та «залiза», вiдмiннiсть у швидкодiї може
становити вiд кiлькох вiдсоткiв до, щонайгiрше, 2–3 ра-
зiв. А принциповий виграш «не бiльше 1+2 log2 𝑛 мно-
жень замiсть 𝑛» зберiгається.

П. 1.1: pow_rs(n) викликає pow_rs(a*a, n/2), тож
дру́гий аргумент бiльшої вкладеностi (n/2, дiлен-
ня цiлочисельне) справдi менший (враховуючи не-
вiд’ємнiсть) за поточний аргумент (𝑛).

(Те, що 1-й аргумент бiльшої вкладеностi a*a виявляється (при |a|>1) бiльшим за a, несуттєво, бо
у доведеннi можна використовувати будь-яке вiдношення порядку у смислi розд. 2.6.3; наприклад, «по-
рiвнювати 𝑛 за звичайним числовим порiвнянням та iгнорувати 𝑎»; це вiдношення порядку, бо його анти-
симетричнiсть та транзитивнiсть слiдують з антисиметричностi та транзитивностi звичайного числового
порiвняння.)

П. 1.2: оскiльки при кожному рекурсивному виклику вiдбувається цiлочисельне дiлення на 2
невiд’ємного цiлого числа́, обов’язково отримаємо виклик, де n = 0, а це умова виходу.

П. 2: єдиною умовою виходу є n==0, у цьому випадку вiдбувається return 1.0. Це вiдповiдає
властивостi степеню 𝑎0 = 1.

(Див. також мiркування щодо 00 у доведеннi iтеративної версiї.)
П. 3: якщо при па́рному n (де цiлочисельне дiлення на 2 дає такий самий результат, як звичай-

не) виклик pow_rs(a*a, n/2) повернув правильне значення степеню (𝑎2)𝑛/2, то це i є правильний
результат, бо (𝑎2)𝑛/2=𝑎𝑛. Iнакше, тобто при непа́рному 𝑛, можна подати (не у програмi, а суто
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в рамках доведення) непа́рне 𝑛 як 𝑛=2𝑘+1, причому са́ме це 𝑘 й буде результатом цiлочисель-
ного дiлення n/2. Тодi рекурсивний виклик у гiлцi, вiдповiднiй непа́рному 𝑛, поверне (правильне
за iндуктивним припущенням) значення (𝑎2)𝑘, а оскiльки в цiй гiлцi розгалуження вiдбувається
ще домноження результату на 𝑎, то вийде (𝑎2)𝑘 · 𝑎=𝑎2𝑘+1, що якраз i є 𝑎𝑛. Оскiльки iнших гi-
лок розгалуження, крiм вже розглянутих, в алгоритмi нема, виходить, що pow_rs(a, n) завжди
правильно повертає 𝑎𝑛.

Для рекурсивної та iтеративної версiй швидкого пiднесення до степеню потрiбнi окремi неза-
лежнi доведення, причому не лише тому, що для рекурсiї iншi засоби доведення, нiж для циклу,
а ще й тому, що версiї лише схожi, але не еквiвалентнi. Наприклад, при обчисленнi 𝑎50 рекурсив-
на версiя буде обчислювати промiжне значення 𝑎48, якого нема в iтеративнiй версiї, але не буде
обчислювати 𝑎18, яке там є.

3.4 Завдання до роздiлу 3

1. Довести (методом матiндукцiї) 1 + 2 + . . .+ 𝑛= 𝑛(𝑛+1)
2 .

2. Довести (методом матiндукцiї) (𝑛+ 1)! > 2𝑛 (де “!” означає факторiал).

3. Довести (методом матiндукцiї) 1 + 3 + 5 + . . .+ 2𝑛− 1=𝑛2.

4. Довести (методом матiндукцiї) 20+21+22 + . . . + 2𝑛=2𝑛+1 − 1.

5. Довести (методом матiндукцiї) (4𝑛 + 2) ··· 3 (де “ ··· ” — «кратне»).

6. Довести (методом матiндукцiї)
(︀
11 · 32𝑛 + 10 · 2𝑛

)︀
··· 7.

7. Довести (методом матiндукцiї) (4𝑛 + 15𝑛− 1) ··· 9.
8. Знайти у теоретичних викладках розд. 1 «Вступ до математичної логiки» доведення, яке

по сутi являло собою застосування матiндукцiї (просто там не вживався цей термiн).

9. Довести (методом матiндукцiї), що число, десятковий запис якого складається з 3𝑛 одиниць,
дiлиться нацiло на 3𝑛. (Зокрема, при 𝑛 = 1 отримуємо 111 ··· 3, а при 𝑛 = 2 отримуємо
111111111⏟  ⏞  

9

··· 9.)

Застереження. Переконатися, що Ваше доведення не намагається доводити чи використо-
вувати твердження «аналогiчно до 3 та 9, число дiлиться на 3𝑛 тодi й тiльки тодi коли на 3𝑛

дiлиться сума цифр». Це неправда. Наприклад, 1899: (1 + 8 + 9 + 9)=27, але 1899=27 · 70+
+9, тобто 1899 ··· 27. (Що не заважає бути правильним тому твердженню, яке просять до-
вести, бо там йдеться не про суму цифр.)

10. Довести (методом матiндукцiї), що у матрицi(︂
1 1
1 0

)︂𝑛

елементи 1-го рядка являють собою 𝑛-е та (𝑛−1)-е чи́сла Фiбоначчi.

11. З яким са́ме матерiалом цього розд. 3 можна поєднати попереднє завдання, щоб отримати
неочевидний ефективний алгоритм знаходження чисел Фiбоначчi?

12. Провести формальне доведення правильностi стандартного простого iтеративного способу
побудови чисел Фiбоначчi (суть способу згадати або знайти у лiтературi з програмування).

13. Провести формальне доведення правильностi стандартного простого рекурсивного способу
побудови чисел Фiбоначчi (суть способу згадати або знайти у лiтературi з програмування).
Звернути увагу на п. 1.2, котрий тут виявляється складнiшим, нiж у досi розглянутих
прикладах. Пояснити, чому такий спосiб має суто теоретичне значення, а з практичної
точки зору вiн жахливий.

14. Чому засоби цього роздiлу непридатнi для доведення правильностi пошуку вглиб, що роз-
глядається у розд. 5.6.2?
(Це просте питання, для вiдповiдi на яке не обов’язково розумiти отой пошук углиб, до-
сить розумiння цього роздiлу i побiжного перегляду коду функцiї dfs та коментарiв до неї
на стор. 134.)
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Додатковi завдання пiдвищеного рiвня складностi

1*. Довести нерiвнiсть 2𝑛 > 𝑛2 − 1, використавши iдеї методу математичної iндукцiї, але дещо
модифiкувавши їх.

2*. Вказати помилку в «доведеннi», нiби всi натуральнi чи́сла рiвнi:
«Доведемо 𝑛 = 𝑛+ 1 для 𝑛 ∈ N. Спираючись на 𝑘 = 𝑘 + 1, дуже легко (додавши по одиничцi
до обох сторiн рiвностi) отримати 𝑘 + 1=(𝑘 + 1) + 1, тобто 𝑃 (𝑘)→𝑃 (𝑘 + 1); отже, будь-якi
два «сусiднi» числа́ рiвнi мiж собою, а звiдси — всi натуральнi чи́сла рiвнi мiж собою.»

Це «доведення» мiстить помилку, воно неправильно використовує метод математичної
iндукцiї. Cуть завдання — пояснити, в чому са́ме полягає помилка.

3*. Довести (методом матiндукцiї)

√︃
𝑛+

√︂
𝑛− 1 + . . .+

√︁
3 +

√︀
2 +

√
1<

√
𝑛+ 2 (𝑛 ∈ N).

4*. У самому кiнцi розд. 2.6.5 (стор. 72) заявлено, що рефлексивно-транзитивне замикання вiд-
ношення, заданого матрицею 𝑅, можна будувати хоч як 𝐼𝐴∪𝑅∪𝑅2∪𝑅3∪ . . .∪𝑅𝑛−1, хоч як
(𝐼𝐴 ∪𝑅)𝑛−1. Довести еквiвалентнiсть цих формул методом матiндукцiї.

5*. Знайти помилку в «доведеннi», нiби всi монети мають однаковий номiнал.
«Переформулюємо твердження, щоб воно залежало вiд 𝑛: «яку б не взяли сукупнiсть з 𝑛 мо-
нет, усi вони мають однаковий номiнал». База iндукцiї (𝑛 = 1) виконується: якщо взяти
групу з єдиної монети, її номiнал однаковий сам iз собою.

Крок iндукцiї. Як завжди, вважаємо, що при 𝑛 = 𝑘 твердження виконується, тобто будь-якi
𝑘 монет мають однаковий номiнал. Тодi можна розглянути будь-яку групу з (𝑘 + 1) монет,
i видiлити у нiй пiдгрупи з 𝑘 монет двома способами (див. рис.).

Перша й дру́га монети мають однаковий номiнал, бо належать
однiй групi з 𝑘 монет (видiлено згори); дру́га й остання монети
теж мають однаковий номiнал, бо належать однiй групi з 𝑘 мо-
нет (видiлено знизу). Отже, перша й остання монети теж мають
однаковий номiнал, а звiдси — всi монети групи розмiром 𝑘 + 1
мають однаковий номiнал.

𝑘 монет⏞  ⏟  
O O O · · · O O

⏟  ⏞  
𝑘 монет

Таким чином (раз вдалося побудувати i базу, i крок) твердження правильне для всiх 𝑛 ∈ N;
загальна кiлькiсть монет, якi iснують у свiтi, є натуральним числом; звiдси — всi монети
мають однаковий номiнал.»

Це «доведення» мiстить помилку, воно неправильно використовує метод матiндукцiї. Але
чiтко вказати цю помилку не так просто; в цьому й полягає суть завдання. . .

6*. Провести формальне доведення правильностi алгоритму рекурсивної версiї принципу вклю-
чень та виключень (розд. 4.3, стор. 99).

7*. Придумати ефективний (час роботи лiнiйно проопорцiйний розмiру вхiдних даних) алго-
ритм вирiшення такої задачi та довести його правильнiсть.
«Солдати iнопланетної армiї перед походом шикуються у шеренгу, повертаючись до коман-
дира або правим, або лiвим боком. За командою вони починають готуватися до руху. Якщо
двоє сусiднiх солдатiв повернутi обличчями один до одного, обоє розвертаються на 180∘ за
1 с. Розвороти рiзних пар солдатiв вiдбуваються одночасно. За початковим розташуванням
солдатiв потрiбно визначити, чи зможе армiя коли-небудь вирушити у похiд, i якщо так, то
через скiльки секунд i яку загальну кiлькiсть розворотiв виконають усi солдати. Початко-
ве розташування задається зi стандартного входу в єдиному рядку послiдовнiстю символiв
“<” i “>”: “<” означає, що солдат стоїть обличчям лiворуч, “>” — праворуч. Результати ви-
вести на стандартний вихiд у одному рядку: якщо армiя зможе вирушити у похiд, то (через
пробiл) час i загальну кiлькiсть розворотiв, якщо не зможе— слово infinite.»

Приклади:

Вхiд Вихiд

>><< 3 4

<> 0 0

>><>< 3 5

(Задача також доступна для online-перевiрки:
www.olymp.vinnica.ua/index_ua.php?lng=ua&cid=729)
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4 Комбiнаторика

Пiд термiном «комбiнаторика» у рiзних джерелах мають на увазi дещо рiзнi речi. Будемо вважа-
ти, що комбiнаторика —це роздiл дискретної математики, що вивчає способи пiдрахунку кiль-
костей рiзних наборiв, якi задовольняють певним правилам (пiдрахунок мусить бути швидшим
та/або простiшим за перебiр всiх конкретних значень наборiв). У ширшому розумiннi, комбiна-
торика може включати також i способи генерацiї таких наборiв та дослiдження ще деяких їх
властивостей. Але цей посiбник зосереджується на вищезгаданому вужчому розумiннi.

Приклад класичної задачi комбiнаторики: «У змаганнях беруть участь 8 команд. Скiльки
може бути рiзних результатiв, якщо iстотнi лише призовi мiсця (1-е, 2-е, 3-є), але для призових
мiсць суттєво, хто 1-ий, хто 2-ий i хто 3-iй?». Вiдповiдь на цю задачу— кiлькiсть розмiщень з 8
по 3, тобто 𝐴3

8=8 · 7 · 6=336.
Але це «занадто класична» задача, що зводиться до застосування стандартної формули 𝐴𝑘

𝑛.
Комбiнаторика не зводиться до кiлькох стандартних формул. I для розумiння сутi «усiєї» ком-
бiнаторики варто почати з основних правил— правила суми та правила добутку. Са́ме на них
(та ще на деякi прийоми) спирається дуже значна частина комбiнаторики, в т. ч. й стандартнi
формули кiлькостей перестановок 𝑃𝑛, розмiщень 𝐴𝑘

𝑛 та сполучень 𝐶𝑘
𝑛.

4.1 Правила суми та добутку

Правило суми (рос. «правило суммы», англ. «rule of sum», «addition principle»). Розглянемо
два еквiвалентнi формулювання.

А) Нехай усi способи можна розподiлити по 𝑛 групам так, що кожен спосiб належить до рiвно
однiєї з цих груп (тобто, нема нi способу, не належного жоднiй з груп, нi способу, належного
вiдразу кiльком групам). Нехай вiдомi кiлькостi способiв у кожнiй групi: 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛. Тодi
загальна кiлькiсть способiв дорiвнює 𝑘1+𝑘2 + . . .+𝑘𝑛.

Б) Якщо деяка множина розбита (див. стор. 65) на скiче́нну кiлькiсть скiче́нних класiв та
вiдомi кiлькiсть класiв 𝑛 та кiлькостi елементiв кожного з цих класiв 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛, то загальна
кiлькiсть елементiв усiєї множини́ дорiвнює 𝑘1+𝑘2 + . . .+𝑘𝑛.

Приклад. Умова: «Є 3 зелених чашки i 4 червоних; скiлькома способами можна вибрати одну
з цих чашок?» Розв’язок: чашка не може бути одночасно зеленою й червоною, iнших чашок нема,
значить дiє правило суми й кiлькiсть таких способiв 3+4=7.

Правило добутку (рос. «правило произведения», англ. «rule of product», «multiplication princi-

ple»). Розглянемо три еквiвалентнi формулювання.
А) Нехай скла́дена дiя мiстить 𝑛 послiдовних етапiв, перший етап можна виконати 𝑘1 спосо-

бами, другий— 𝑘2 способами, . . . , i для виконання дiї в цiлому слiд виконати будь-яким спосо-
бом 1-ий етап, потiм будь-яким способом 2-ий етап, i т. д. Тодi дiю в цiлому можна виконати
𝑘1 · 𝑘2 · . . . · 𝑘𝑛 способами.

Б) Нехай набiр складається з 𝑛 частин, причому в якостi першої частини можна взяти будь-
який з 𝑘1 предметiв 1-ого типу, другої — будь-який з 𝑘2 предметiв 2-ого типу, i т. д. Нехай до
того ж у наборi можна поєднувати будь-який предмет 1-ого типу з будь-яким предметом 2-ого
i т. д. Тодi набiр в цiлому можна зiбрати 𝑘1 · 𝑘2 · . . . · 𝑘𝑛 способами.

В) Нехай є скiнче́ннi множи́ни 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, причому 𝐴1 мiстить 𝑘1 елементiв, 𝐴2 мiстить
𝑘2 елементiв, i т. д., 𝐴𝑛 мiстить 𝑘𝑛 елементiв. Тодi декартiв добуток 𝐴1×𝐴2× . . .×𝐴𝑛 мiстить
𝑘1 · 𝑘2 · . . . · 𝑘𝑛 елементiв-енок.

Приклад. Нехай є 3 тарiлки i 4 ложки (причому, як то зазвичай буває в гуртожитках, серед
них нема однакових). Тодi є 3 · 4 = 12 рiзних способiв скласти набiр з тарiлки та ложки:

⟨тарiлка 1, ложка 1⟩, ⟨тарiлка 1, ложка 2⟩, ⟨тарiлка 1, ложка 3⟩, ⟨тарiлка 1, ложка 4⟩,
⟨тарiлка 2, ложка 1⟩, ⟨тарiлка 2, ложка 2⟩, ⟨тарiлка 2, ложка 3⟩, ⟨тарiлка 2, ложка 4⟩,
⟨тарiлка 3, ложка 1⟩, ⟨тарiлка 3, ложка 2⟩, ⟨тарiлка 3, ложка 3⟩, ⟨тарiлка 3, ложка 4⟩.
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Приклад. Нехай з мiста 𝐴 до мiста 𝐷 можна дiстатися або через мiсто 𝐵,
або через мiсто 𝐶. Причому, дiстатися з 𝐴 до 𝐵 можна 𝑘1 способами, з 𝐴
до 𝐶 — 𝑘2 способами, з 𝐵 до 𝐷— 𝑘3 способами, з 𝐶 до 𝐷— 𝑘4 способами.
Скiльки є рiзних способiв дiстатися з 𝐴 до 𝐷?

𝐴
𝐵

𝐶

𝐷
𝑘1

𝑘2

𝑘3

𝑘4

Оскiльки всi дороги проходять або через 𝐵, або через 𝐶, тут справедливе правило суми: треба
порахувати кiлькiсть шляхiв через 𝐵, кiлькiсть шляхiв через 𝐶 i результати додати. Кiлькiсть
рiзних шляхiв з 𝐴 до 𝐷 через 𝐵 можна визначити за правилом добутку, бо кожен спосiб дiстатися
з 𝐴 до 𝐵 можна комбiнувати з кожним способом дiстатися з 𝐵 до 𝐷. Аналогiчно зi шляхами з 𝐴
до 𝐷 через 𝐶. Отже, остаточна вiдповiдь задачi: 𝑘1𝑘3+𝑘2𝑘4.

Приклад. «АТП має у розпоря-

сiдельний тягач напiвпричiп вантажний фургон

дженнi 𝑘1 водiїв однакової квалiфi-
кацiї, 𝑘2 сiдельних тягачiв, 𝑘3 напiв-
причепiв, 𝑘4 вантажних фургонiв.

У документацiї на конкретне
перевезення (яке вiдбуватиметься
одним транспортним засобом) ма-
ють бути вказанi всi данi про цей Т.З. та про водiя. Скiльки всього може бути рiзних варiантiв
такої документацiї?»

Спочатку розберемося з транспортними засобами (Т.З.). Це або фургон, або тягач iз напiвпри-
чепом. Всi способи сформувати «тягач iз напiвпричепом» передбачають, що можна поєднувати
будь-який тягач з будь-яким напiвпричепом, тобто дiє правило добутку й виходить 𝑘2·𝑘3 способiв.
До них додається 𝑘4, бо або фургон, або тягач iз напiвпричепом. Отже, варiантiв вибору одного
Т.З. є 𝑘2·𝑘3+𝑘4. Водiїв 𝑘1, i вони однакової квалiфiкацiї — за вiдсутностi додаткової iнформацiї
слiд трактувати, що будь-якого водiя можна призначити на будь-який Т.З., а це правило добутку.
Таким чином, остато́чна вiдповiдь: 𝑘1 · (𝑘2·𝑘3+𝑘4).

Рiзниця й частка використовуються в комбiнаторицi рiдше, нiж сума й добуток, i їх не прийня-
то виносити у стандартнi правила. Тим не менш, iнодi вони все ж використовуються. Приклади
використання частки можна знайти, зокрема, у доведеннях з розд. 4.2.3 та 4.2.4, i в цьому по-
сiбнику це називається «правилом частки», але в лапках, бо такий термiн все ж не є загально-
прийнятим. Вiднiмання використовується, зокрема, у розд. 4.3.

Що з цими правилами робити далi? Перш за все, запам’ятати умови, коли слiд додавати,
й умови, коли слiд множити (а не лише «правило суми додає, а правило добутку множить»).
При розв’язуваннi задач пiдбирати правило, перевiряючи, чи виконуються цi умови.

Чотири при́клади застосувань цих правил вже наведено вище. Тепер розглянемо при́клади,
де застосовувати цi правила не варто.

Наприклад, «задача» «У магазинi є у продажу 4 телефони фiрми Samsung та 6 телефонiв
розмiру 5 дюймiв. Скiльки всього є способiв купити телефон у цьому магазинi?» не є коректною.
Деяка схожiсть на правило суми тут є (бувають такi телефони, бувають сякi телефони, скiль-
ки є способiв вибрати серед них усiх один телефон?). Але якщо деякi з телефонiв одночасно
i фiрми Samsung, i розмiру 5 дюймiв, вони будуть врахованi двiчi, хоча треба один раз. А теле-
фони одночасно iншого виробника та iншого розмiру взагалi не будуть врахованi. Тобто, умови
застосовностi правила суми тут порушенi, причому аж двiчi.

Сумнiвною є також коректнiсть «задачi» «У селi 20 неодружених парубкiв та 25 незамiжнiх
дiвчат. Скiлькома способами можна вибрати пару, що може взяти шлюб?». Поєднання в парi
чоловiка та жiнки створює деяку схожiсть на правило добутку. Але такий добуток передбачає
«кожного можна поєднувати з кожною», чим iгноруються i бажання цих людей, i законодавча за-
борона укладання шлюбу мiж близькими родичами. Що якраз i є порушенням умов застосовностi
правила добутку.

На жаль, деякi задачi з комбiнаторики якраз «грiшать» нехтуванням такого роду додаткових
обмежень. . . Наприклад, у розглянутiй задачi, де дiставалися з 𝐴 у 𝐷 або через 𝐵, або через 𝐶,
iгнорувалося, що таке отi 𝑘1 способiв з 𝐴 в 𝐵, 𝑘3 способiв з 𝐵 у 𝐷, тощо. Якщо це регулярнi рейси
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громадського транспорту, то цiлком можливо, що мiж деякими з них пересадки зручнi, а мiж
деякими — жахливi (наприклад, потрiбно надто довго чекати, або, навпаки, завеликий ризик
не встигнути на пересадку). Коли застосовується правило добутку, мається на увазi поєднання
кожного рейсу з кожним, i питання зручностi пересадок iгнорується.

Аналогiчно, в реальних АТП можуть не любити перечеплювати напiвпричепи чи пересаджу-
вати водiїв на iншу машину; це може навiть порушувати якiсь технiчнi регламенти, трудовi угоди,
тощо. Але там питали про всi можливi варiанти документацiї, не вказуючи нiяких додаткових
обмежень; з цих мiркувань, розв’язок правильний.

Питання про вiдповiднiсть мiж математичною моделлю i практикою взагалi складне́ i фiло-
софське. У комбiнаторицi часто доводиться мати справу з текстовими задачами (сформульова-
ними фразами природньою мовою), тому тут це проявляється вiдносно часто. Але при бажаннi
можна шукати невiдповiдностi у застосуваннях самих рiзних галузей математики. Навiть до рiв-
ностi «1+1=2» можна висловити претензiї. Претензiя №1: «якщо одна з “1” означає купiвлю
цiлого одного автомобiля, а iнша“1” — купiвлю всього-навсього одного блокнотика, хiба нормаль-
на людина казатиме, що зроблено двi покупки?». Претензiя №2: «коли один плюс один, то двоє,
а коли один плюс одна, то може ж вийти й бiльше!».

Але все це — не привiд скасовувати дiю додавання й оголошувати неправильною рiвнiсть
«1+1=2». . . Так i з комбiнаторикою — треба просто вивчити, в яких (насправдi, дуже багатьох)
ситуацiях її результати доречнi, а в яких (насправдi, окремих) — не дуже.

4.2 Основнi стандартнi типи виборок

4.2.1 Перестановки

Перестановками (рос. «перестановки», англ. «permutations») називають послiдовностi, що вiдрi-
зняються порядком, складаючись з одного й того ж набору елементiв. Повний перелiк перестано-
вок трьох елементiв: ⟨1, 2, 3⟩; ⟨1, 3, 2⟩; ⟨2, 1, 3⟩; ⟨2, 3, 1⟩; ⟨3, 1, 2⟩; ⟨3, 2, 1⟩. Класичний приклад задачi
на кiлькiсть перестановок: «Скiлькома рiзними способами можна розставити книжки на полицi?»

Кiлькiсть перестановок 𝑛-елементної множини́ позначається 𝑃𝑛 i визначається формулою

𝑃𝑛 = 𝑛 · (𝑛− 1) · . . . · 2 · 1 = 𝑛! (56)

(Позначення 𝑃𝑛 виявилося довшим за його значенння 𝑛!, тому на практицi зазвичай зразу пишуть 𝑛!)
Доведення. Зазвичай, цю формулу доводять так. Будемо отримувати перестановки, спочатку оби-

раючи, який елемент займе перше мiсце, потiм елемент на дру́ге мiсце, i т. д. На перше мiсце можна
поставити будь-який з 𝑛 елементiв, на дру́ге — будь-який з (𝑛−1) решти (крiм уже використаного на пер-
шому мiсцi), i т. д., доки не дiйдемо до останнього мiсця, для якого лишається єдиний елемент. Оскiльки
послiдовнiсть в цiлому визначається значеннями всiх елементiв, то, за правилом добутку, отримуємо (56).

(Строго кажучи, класичне формулювання правила добутку передбачає, що у рiзних наборах (на рi-
зних етапах) предмети (дiї) обираються з незалежних i заранi вiдомих множин. А зараз набiр предметiв,
якi можна використати на дру́гому мiсцi послiдовностi, залежить вiд того, який предмет розмiстили на
першому, i т. д. Але вибiр конкретних елементiв для початкових мiсць не впливає на кiлькiсть решти
елементiв. Тому використання добутку все ж виправдане, i формула (56) все-таки правильна.) �

4.2.2 Розмiщення

Розмiщеннями з 𝑛 по 𝑘 (рос. «размещения из 𝑛 по 𝑘») називають виборки по 𝑘 елементiв з 𝑛 мо-
жливих, причому порядок елементiв у виборцi суттєвий. Повний перелiк розмiщень з 4 по 2:
⟨1, 2⟩; ⟨1, 3⟩; ⟨1, 4⟩; ⟨2, 1⟩; ⟨2, 3⟩; ⟨2, 4⟩; ⟨3, 1⟩; ⟨3, 2⟩; ⟨3, 4⟩; ⟨4, 1⟩; ⟨4, 2⟩; ⟨4, 3⟩. Класичний приклад
задачi на кiлькiсть розмiщень уже згадувався: «У змаганнях беруть участь 8 команд. Скiльки
може бути рiзних результатiв, якщо iстотнi лише призовi мiсця (1-е, 2-е, 3-є), але для призових
мiсць суттєво, хто 1-й, хто 2-й i хто 3-й?».

(Англ. мовою це перекладають як «𝑘-permutations of 𝑛-element sequence», тобто (враховуючи, що
«permutations» — перестановки) окремого термiну для цього поняття нема.)

Кiлькiсть розмiщень з 𝑛 по 𝑘 за (пост)радянською традицiєю позначається 𝐴𝑘
𝑛, а за амери-

канською [𝑛]𝑘, i визначається формулою

𝐴𝑘
𝑛 = 𝑛 · (𝑛− 1) · . . . · (𝑛− 𝑘 + 1) =

𝑛!

(𝑛− 𝑘)!
. (57)
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Другий вигляд формули (частка факторiалiв) зручнiший для аналiтичних перетворень, а для
обчислень безумовно краще перший (добуток).

Доведення. Аналогiчно попередньому, але спиняємося на 𝑘-ому мiсцi, де можна розмiстити будь-
який з (𝑛−𝑘+1) решти предметiв. �

4.2.3 Сполучення

Сполученнями (або комбiнацiями) з 𝑛 по 𝑘 (рос. «сочетания из 𝑛 по 𝑘»; англ. «𝑘-combinations of
𝑛-element set») називають виборки по 𝑘 елементiв з 𝑛 можливих, якщо порядок елементiв у вибор-
цi не iстотний (тобто виборки, що складаються з однакових елементiв, вважаються однаковими
незалежно вiд порядку елементiв). Повний перелiк рiзних сполучень з 4 по 2: {1, 2}; {1, 3}; {1, 4};
{2, 3}; {2, 4}; {3, 4}. Класичний приклад задачi на кiлькiсть сполучень: «З 𝑛 учнiв треба вибра-
ти 𝑘 учнiв у екскурсiйну групу. Скiлькома рiзними способами це можна зробити, якщо суттєво
тiльки те, хто потрапляє до групи, а хто нi?».

Кiлькiсть сполучень з 𝑛 по 𝑘 за (пост)радянською традицiєю позначається 𝐶𝑘
𝑛, а за американ-

ською—
(︀
𝑛
𝑘

)︀
i визначається формулою28

𝐶𝑘
𝑛 =

𝑛 · (𝑛−1) · . . . · (𝑛−𝑘+1)

1 · 2 · . . . · 𝑘
=

𝑛!

𝑘! · (𝑛− 𝑘)!
. (58)

I знову, другий вигляд формули зручнiший для аналiтичних перетворень, а для обчислень
безумовно краще перший. Причому, зазвичай доцiльно спочатку порахувати (n*(n-1))/2, потiм
помножити на (n-2), потiм подiлити цiлочисельно на 3, i т. д. Це дозволяє, лишаючись у рамках
цiлочисельної арифметики, у значнiй мiрi уникнути великих промiжних значень при не дуже
великому остаточному результатi.

Доведення. Враховуючи (57), достатньо довести 𝐶𝑘
𝑛 =

𝐴𝑘
𝑛

𝑘! .
Розглянемо всi сполучення й усi розмiщення для деяких (довiльно вибраних, але однакових про-

тягом усього доведення) 𝑛 i 𝑘. Кожному сполученню вiдповiдає група розмiщень (наприклад, сполучен-
ню {2, 3}— група розмiщень ⟨2, 3⟩ i ⟨3, 2⟩). Рiзних розмiщень, вiдповiдних одному сполученню, 𝑘!, бо всi мо-
жливi перестановки розмiщення є iншими розмiщеннями (перестановки мiняють порядок ⇒ розмiщення
iнше), вiдповiдаючи тому са́мому сполученню (перестановки не мiняють набiр ⇒ сполучення те са́ме).

Кожне окремо взяте розмiщення мусить потрапити в деяку групу, причому лише в одну (адже розмi-
щення складається з деяких 𝑘 елементiв, отже вони однозначно визначають його групу). Тобто, вiдомо,
що в кожнiй групi однаково по 𝑘! розмiщень, а сумарна по всiм групам кiлькiсть розмiщень становить 𝐴𝑘

𝑛.
Значить, кiлькiсть груп (котрi якраз i вiдповiдають сполученнями) дорiвнює 𝐴𝑘

𝑛/𝑘!. �
Схожi мiркування час вiд часу використовуються у комбiнаторицi. Ми навiть будемо називати

їх «правилом частки», але пишучи в лапках, бо це не є загальноприйнятим термiном.
Виразити формулювання «правила частки» бiльш загально можна, наприклад, так: «Нехай

вiдома загальна кiлькiсть деяких виборок 𝑎, i вiдомо, що всi цi виборки утворюють розбиття
(у смислi стор. 65) на класи однакового розмiру 𝑏. Тодi кiлькiсть таких класiв дорiвнює 𝑎/𝑏.».
Можна сформулювати й без посилань на матерiал розд. 2.6.2, але тодi треба пояснювати не лише
те, що класи повиннi бути одного розмiру, а й те, що кожен елемент мусить належати рiвно
одному класу (не бiльше й не менше).

4.2.4 Перестановки з повтореннями

Перестановками з повтореннями складу (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛) (рос. «перестановки с повторениями

состава (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛)») називають послiдовностi довжини́ 𝑘1+𝑘2+ . . .+𝑘𝑛, якi мiстять 𝑘1 еле-
ментiв першого типу, 𝑘2 —другого, . . . , 𝑘𝑛 — 𝑛-го типу i вiдрiзняються одна вiд одної порядком
слiдування елементiв рiзних типiв. Повний перелiк перестановок з повтореннями складу (2, 3)
(де 2 i 3 — кратностi елементiв 𝑎 i 𝑏 вiдповiдно): ⟨𝑎, 𝑎, 𝑏, 𝑏, 𝑏⟩, ⟨𝑎, 𝑏, 𝑎, 𝑏, 𝑏⟩, ⟨𝑎, 𝑏, 𝑏, 𝑎, 𝑏⟩, ⟨𝑎, 𝑏, 𝑏, 𝑏, 𝑎⟩,
⟨𝑏, 𝑎, 𝑎, 𝑏, 𝑏⟩, ⟨𝑏, 𝑎, 𝑏, 𝑎, 𝑏⟩, ⟨𝑏, 𝑎, 𝑏, 𝑏, 𝑎⟩, ⟨𝑏, 𝑏, 𝑎, 𝑎, 𝑏⟩, ⟨𝑏, 𝑏, 𝑎, 𝑏, 𝑎⟩, ⟨𝑏, 𝑏, 𝑏, 𝑎, 𝑎⟩.

(Англiйською мовою нема стандартного вiдповiдника словосполученню «складу (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛)»,
а перестановки з повтореннями називають «permutations of multiset», вказуючи, якої мультимножини́ це
перестановки: такої, що мiстить 𝑘1 елементiв 𝑎1, 𝑘2 елементiв 𝑎2, . . . , 𝑘𝑛 елементiв 𝑎𝑛. Що кiнець кiнцем
те са́ме, навiть зрозумiлiше.)

28звернiть увагу, що у (пост)радянському записi загальна кiлькiсть елементiв 𝑛 знизу, кiлькiсть обраних еле-
ментiв 𝑘 згори, а в американському навпаки
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Класичний приклад задачi на кiлькiсть перестановок з повтореннями: «Скiльки рiзних “слiв”
(послiдовностей букв) можна отримати, переставляючи (але не видаляючи i не додаючи) букви
у словi “математика”?»;

Кiлькiсть перестановок з повтореннями складу (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛) позначається 𝑃 (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛) i
визначається формулою

𝑃 (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛) =
(𝑘1 + 𝑘2 + . . .+ 𝑘𝑛)!

𝑘1! · 𝑘2! · . . . · 𝑘𝑛!
. (59)

Доведення. «Понавiшуємо» на невiдрiз-

3!

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎1 𝑏1 𝑎2 𝑎3 𝑏2 𝑎1 𝑏2 𝑎2 𝑎3 𝑏1
𝑎1 𝑏1 𝑎3 𝑎2 𝑏2 𝑎1 𝑏2 𝑎3 𝑎2 𝑏1
𝑎2 𝑏1 𝑎1 𝑎3 𝑏2 𝑎2 𝑏2 𝑎1 𝑎3 𝑏1
𝑎2 𝑏1 𝑎3 𝑎1 𝑏2 𝑎2 𝑏2 𝑎3 𝑎1 𝑏1
𝑎3 𝑏1 𝑎1 𝑎2 𝑏2 𝑎3 𝑏2 𝑎1 𝑎2 𝑏1
𝑎3 𝑏1 𝑎2 𝑎1 𝑏2 𝑎3 𝑏2 𝑎2 𝑎1 𝑏1⏟  ⏞  

2!

нюванi об’єкти додатковi «мiтки», щоб вони
стали вiдрiзнюваними; тодi кiлькiсть рiзних
виборок суть кiлькiсть («звичайних») переста-
новок, тобто (𝑘1+𝑘2+ . . .+𝑘𝑛) ! .

Кожнiй перестановцi з повтореннями вiд-
повiдають 𝑘1! · 𝑘2!· . . . ·𝑘𝑛! («звичайних») пе-
рестановок. (Наприклад, на рис. наведенi всi
3! · 2! перестановок, рiзних з урахуванням «мi-
ток», але однакових з точки зору перестановок з повтореннями (при 𝑘1 = 3, 𝑘2 = 2).)

Отже, тут застосовне «правило частки» (стор. 96), що й доводить формулу (59). �

4.2.5 Розмiщення з повтореннями

Розмiщеннями з повтореннями з 𝑛 по 𝑘 (рос. «размещения с повторениями из 𝑛 по 𝑘») нази-
вають виборки по 𝑘 елементiв з 𝑛 можливих, причому: один i той самий елемент дозволяється
вибирати багатократно; порядок елементiв у виборцi iстотний. Повний перелiк розмiщень з повто-
реннями з 3 по 2: ⟨1, 1⟩; ⟨1, 2⟩; ⟨1, 3⟩; ⟨2, 1⟩; ⟨2, 2⟩; ⟨2, 3⟩; ⟨3, 1⟩; ⟨3, 2⟩; ⟨3, 3⟩. Легко бачити, що це по
сутi сукупнiсть взагалi всiх можливих послiдовностей. Тому́, англiйською мовою прийнято нази-
вати цей тип виборки «strings» (рядки). Приклад задачi на кiлькiсть розмiщень з повтореннями:
«Скiльки може бути рiзних серiй заводського номера деякого виробу, якщо серiя складається
з трьох латинських лiтер (якi можуть повторюватися)?». (Тут розмiр виборки 𝑘 = 3, кiлькiсть
можливих елементiв 𝑛 = 26.)

Кiлькiсть розмiщень з повтореннями позначається 𝐴𝑘
𝑛 i визначається формулою

𝐴𝑘
𝑛 = 𝑛𝑘. (60)

Доведення. Формула випливає безпосередньо з правила добутку: є 𝑘 позицiй, у кожнiй з яких може
перебувати будь-яке з 𝑛 можливих значень. �

4.2.6 Сполучення з повтореннями

Сполученнями з повтореннями з 𝑛 по 𝑘 (рос. «сочетания с повторениями из 𝑛 по 𝑘»; англ. «𝑘-
combinations with repetitions of 𝑛-element set», «𝑘-multicombinations of 𝑛-element set») називають
виборки по 𝑘 елементiв з 𝑛 можливих, причому: один i той самий елемент дозволяється вибирати
багатократно; порядок елементiв у виборцi не iстотний, тобто виборки, якi вiдрiзняються лише
порядком елементiв, вважаються однаковими. Повний перелiк сполучень iз повтореннями з 3 по 2:
{1, 1}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 2}, {2, 3}, {3, 3}. Приклад задачi на кiлькiсть сполучень iз повтореннями:
«Скiлькома способами можна купити 5 штук булочок у магазинi, де продають 8 видiв булочок?»
(вибираються 𝑘=5 елементiв з 𝑛=8 можливих).

(Для виборок iз повтореннями осмислений також i випадок 𝑘 > 𝑛: нiщо не заважає купити 3 штуки
булочок у магазинi, що торгує лише 2-ма видами; тiльки й того, що повтори виявляться не просто можливi,
а неминучi. Способами такої покупки будуть сполучення з повтореннями з 2 по 3: {1, 1, 1}, {1, 1, 2}, {1, 2, 2},
{2, 2, 2}.)

Кiлькiсть сполучень iз повтореннями позначається за (пост)радянською традицiєю 𝐶𝑘
𝑛, за

американською
(︀(︀
𝑛
𝑘

)︀)︀
i визначається формулою

𝐶𝑘
𝑛 = 𝐶𝑘

𝑛+𝑘−1 =
(𝑛+ 𝑘 − 1)!

𝑘!(𝑛− 1)!
. (61)

(Доведення пропустимо.)
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(Для сполучень з повтореннями та розмiщень з повтореннями 𝐶𝑘
𝑛 ̸=𝐴𝑘

𝑛/𝑘!; аналогiчної частки з яким би
не було iншим знаменником теж нема. Наприклад, сполученню з повтореннями {1, 1, 2, 3, 4} вiдповiдають
𝑃 (2, 1, 1, 1)=60 рiзних розмiщень з повтореннями, а наприклад, сполученню з повтореннями {1, 1, 2, 2, 2}
лише 𝑃 (2, 3)=10 розмiщень з повтореннями, тобто групи (класи еквiвалентностi) виходять рiзних розмi-
рiв. А це значить, що умови застосовностi «правила частки» (стор. 96) не виконуються.)

Повторимо, що у прийнятiй у посiбнику (пост)радянськiй системi позначень кiлькостi виборок
без повторень позначаються 𝑃 , 𝐴, 𝐶, а аналогiчних їм виборок з повтореннями — 𝑃 , 𝐴, 𝐶. Тобто,
наявнiсть чи вiдсутнiсть верхньої риски впливає на смисл та числове значення.

4.3 Принцип включень та виключень; його рекурсивна реалiзацiя

Нехай є три круги 𝐴, 𝐵, 𝐶, якi можуть перетинатися. Все, що потрапило до цих
кругiв, замальовується (причому, щiльнiсть замальовування однакова i для просто
кругiв, i для їхнiх перетинiв). Тодi площу замальованої частини площини можна
порахувати таким чином:

1) Спочатку порахуємо суму площ кругiв: 𝑆 = 𝑆(𝐴)+𝑆(𝐵)+𝑆(𝐶).

2) Перетини кругiв були порахованi двiчi, тому їх треба вiдняти: 𝑆−=
(︀
𝑆(𝐴 ∩𝐵)+𝑆(𝐴 ∩ 𝐶)+

+𝑆(𝐵 ∩ 𝐶)
)︀
;29

3) Перетин усiх трьох кругiв спочатку тричi додали, а потiм тричi вiдняли, тобто не враху-
вали; отже, його треба додати: 𝑆+=𝑆(𝐴 ∩𝐵 ∩ 𝐶).

Або, все разом i у чисто-математичних позначеннях, 𝑆(𝐴∪𝐵∪𝐶) = 𝑆(𝐴) + 𝑆(𝐵) + 𝑆(𝐶)−
−𝑆(𝐴∩𝐵)−𝑆(𝐴∩𝐶)−𝑆(𝐵∩𝐶)+𝑆(𝐴∩𝐵∩𝐶).

Цi мiркування являють собою частковий випадок так званого принципу включень та виклю-
чень (рос. «принцип включений и исключений», англ. «inclusion–exclusion principle»).

Бiльш повне формулювання принципу таке. Якщо є 𝑛 множин 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, то мiра (кiль-
кiсть елементiв, площа, . . . ) об’єднання усiх цих множин 𝐴1∪𝐴2∪ . . .∪𝐴𝑛 дорiвнює сумi мiр усiх
окремо взятих множин, мiнус мiри всiх можливих попарних перетинiв, плюс мiри всiх можливих
потрiйних перетинiв, мiнус мiри всiх можливих перетинiв групами по чотири, i т. д., до мiри
перетину всiх 𝑛 множин включно. Знаки так i продовжують чергуватися (+, −, +, −, . . . ), так
що мiра перетину всiх 𝑛 множин додається, якщо 𝑛 непарне, i вiднiмається, якщо па́рне.

(Цей принцип можна строго довести, користуючись матiндукцiєю.)

Рекурсивна реалiзацiя принципу включень та виключень. Ми навели словесне форму-
лювання принципу включень та виключень для довiльного 𝑛, але не стали писати вiдповiдну
аналiтичну формулу, бо вона дуже складна i неприємна. Але виявляється, що цю неприємну
формулу можна запрограмувати рекурсивною функцiєю.

Нехай кiлькiсть множин подається у (глобальнiй) змiннiй int N, сам́i множи́ни— у (глобально-
му) масивi TMySet A[] (де TMySet— власний тип, котрий якось подає множину i для котрого якось
реалiзована пiдпрограма знаходження перетину). Побудуємо функцiю double CountM(TMySet X,

int i), котра рахує мiру частини множини́ X, що не перетинається з множи́нами, номери яких
строго бiльшi i.

res = 0;

for(int i=0; i<N; i++)

res += countM(A[i],i);

0

1

2

3

(a)

0
1

2

3

(b)
29Звернiть увагу, що тут не рiвнiсть, а -=, у смислi C/C++-подiбних мов програмування
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Тодi наведенi на рис. багатократнi виклики цiєї функцiї призведуть до обчислення мiри 𝐴0∪
∪𝐴1 ∪ . . . ∪𝐴𝑁−1. Справдi, countM(A[0],0) обчислить мiру всього того, що належить лише мно-
жинi 𝐴0 i жоднiй iншiй множинi (див. область 0 на рис. (b)); countM(A[1],1)—мiру того, що
належить 𝐴1 i не належить 𝐴2, . . . , 𝐴𝑁−1 (не зважаючи на належнiсть чи не належнiсть до 𝐴0)
(див. область 1 на рис. (b)); i т. д.

Сама́ функцiя може мати приблизно такий вигляд:
double CountM(TMySet X, int i)

{

if(X==∅) /* якщо множина порожня, то */

return 0; /* порожнi будуть i подальшi перетини */

double res = |X|; /* рахуємо мiру само́ї множини́ */

for(int j=i+1; j<N; j++) /* вiднiмаємо перетини з */

res -= CountM(X ∩ A[j], j); /* ‘‘подальшими’’ множинами */

return res;

}
(Звичайно, це все не очевидно; але й безмежно складного нiчого нема, цей алгоритм можна формально

довести засобами розд. 3.3.
Цiкаво вiдзначити, що в наведенiй реалiзацiї нема явного чергування знакiв (+, −, +, −, . . . ), але воно

(чергування) з’являється саме́ внаслiдок того, що значення, якi вертаються рекурсивними викликами,
вiднiмаються: 𝑎− (𝑏− (𝑐− . . .))=𝑎− 𝑏+ 𝑐− . . .)

4.4 Бiномiальнi коефiцiенти та бiно́м Ньютона

Бiномiальними коефiцiентами будемо називати кiлькостi сполучень (без повторень) 𝐶𝑘
𝑛=

𝑛!
𝑘!(𝑛−𝑘)! .

(Пiзнiше буде пояснено, чому.) Для них вiдомо багато тотожностей. Зокрема:

𝐶𝑛−𝑘
𝑛 = 𝐶𝑘

𝑛, (62)

𝐶𝑘−1
𝑛−1 + 𝐶𝑘

𝑛−1 = 𝐶𝑘
𝑛. (63)

Доведення. Наведемо два доведення кожної тотожностi — через аналiз комбiнаторного смислу та
через формальнi перетворення формул.

1-А) Права частина формули (62) задає кiлькiсть способiв вибрати 𝑘 об’єктiв серед 𝑛 можливих.
Але кожен спосiб вибрати 𝑘 об’єктiв взаємнооднозначно (бiєктивно) вiдповiдає способу вибрати 𝑛− 𝑘
об’єктiв — узяти решту (все, що не було вибране). Значить, кiлькостi таких виборок однаковi.

1-Б) 𝐶𝑛−𝑘
𝑛 =

𝑛!

(𝑛− 𝑘)!(𝑛− (𝑛− 𝑘))!
=

𝑛!

(𝑛− 𝑘)!𝑘!
=𝐶𝑘

𝑛.

2-А) Видiлимо серед 𝑛 можливих об’єктiв один, доля (судьба) котрого нас особливо цiкавить. Кожну
виборку 𝑘 об’єктiв серед (усiх) 𝑛 можливих (їх 𝐶𝑘

𝑛) можна вiднести до одного з двох взаємовиключних
випадкiв: або видiлений об’єкт потрапляє до виборки, або не потрапляє. У першому випадку серед ре-
шти 𝑛− 1 можливих об’єктiв треба вибрати решту 𝑘 − 1 (𝐶𝑘−1

𝑛−1 способiв); у дру́гому всi 𝑘 об’єктiв треба
вибирати серед решти 𝑛− 1 можливих (𝐶𝑘

𝑛−1 способiв).

2-Б) 𝐶𝑘−1
𝑛−1+𝐶𝑘

𝑛−1 = стандартна формула (58)

=
(𝑛−1)!

(𝑘−1)!((𝑛−1)−(𝑘−1))!
+

(𝑛−1)!

𝑘!((𝑛−1)−𝑘))!
= (𝑛−1)− (𝑘−1)=(𝑛− 𝑘)

=
(𝑛− 1)!

(𝑘 − 1)!(𝑛− 𝑘)!
+

(𝑛− 1)!

𝑘!(𝑛− 𝑘 − 1)!
=

(𝑛−𝑘)! = (𝑛−𝑘) · (𝑛−𝑘−1)!,
𝑘! = 𝑘 · (𝑘−1)!

=
(𝑛− 1)!

(𝑘 − 1)! · (𝑛− 𝑘) · (𝑛− 𝑘 − 1)!
+

+
(𝑛− 1)!

𝑘 · (𝑘 − 1)! · (𝑛− 𝑘 − 1)!
=

винесли спiльне (великий дрiб) за дужки

=
(𝑛− 1)!

(𝑘 − 1)!(𝑛− 𝑘 − 1)!
·
(︁ 1

𝑛− 𝑘
+

1

𝑘

)︁
= у дужках привели до спiльного знаменника i додали

=
(𝑛− 1)!

(𝑘 − 1)!(𝑛− 𝑘 − 1)!
· 𝑘 + (𝑛− 𝑘)

(𝑛− 𝑘)𝑘
= 𝑘+(𝑛−𝑘)=𝑛; попереносили окремi множники 𝑛, 𝑘, 𝑛−𝑘

туди, де вони потрiбнiшi

=
(𝑛− 1)! · 𝑛

(𝑘 − 1)! · 𝑘 · (𝑛− 𝑘 − 1)! · (𝑛− 𝑘)
=

𝑛 · (𝑛−1)! = 𝑛!,
(𝑛−𝑘) · (𝑛−𝑘−1)! = (𝑛−𝑘)!

=
𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
=𝐶𝑘

𝑛. стандартна формула (58) �
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Тотожнiсть (63) дає ключ до т. зв. трикутника Паскаля (рос.
«треугольник Паскаля», англ. «Pascal’s triangle»; названий на честь
само́го Блеза Паскаля, а не мови). Це числовий трикутник (див. рис.),
по краям якого записанi одиницi, а решта елементiв визначається як
сума двох верхнiх сусiднiх. Якщо розпочати нумерацiю рядкiв та чи-
сел всере́динi рядка з нуля, то вийде, що 𝑘-е число у 𝑛-му рядку = 𝐶𝑘

𝑛.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑛=0

𝑛=1

𝑛=2

𝑛=3

𝑛=4

𝑘=0

𝑘=1

𝑘=2

𝑘=3

𝑘=4

Бiном Ньютона —це формула

(𝑎+ 𝑏)𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝑎

𝑘𝑏𝑛−𝑘 (𝑛 ∈ N). (64)

Са́ме тому 𝐶𝑘
𝑛 i називають бiномiальними коефiцiентами: вони виявляються коефiцiентами у

правiй частинi цiєї формули. Зокрема, шкiльнi «формули скороченого множення» (𝑎+𝑏)2=𝑎2+
+2𝑎𝑏+ 𝑏2 та (𝑎+𝑏)3=𝑎3+3𝑎2𝑏+3𝑎𝑏2+ 𝑏3 є частковими випадками бiнома Ньютона при 𝑛=2 та
𝑛=3. Щоб показати це чiткiше, перепишемо їх, наголошуючи на коефiцiентах:

(𝑎+𝑏)2 = 1 · 𝑏2⏟  ⏞  
𝐶0

2=1

+2 · 𝑎𝑏⏟  ⏞  
𝐶1

2=2

+1 · 𝑎2⏟  ⏞  
𝐶2

2=1

; (𝑎+𝑏)3 = 1 · 𝑏3⏟  ⏞  
𝐶0

3=1

+3 · 𝑎𝑏2⏟  ⏞  
𝐶1

3=3

+3 · 𝑎2𝑏⏟  ⏞  
𝐶2

3=3

+1 · 𝑎3⏟  ⏞  
𝐶3

3=1

.

Саме́ слово «бiном» означає «сума чи рiзниця рiвно двох величин», тобто бiномом (просто
бiномом, а не бiномом Ньютона) є вираз у дужках «𝑎+𝑏». Взагалi кажучи, формула (64) була
вiдома й до Ньютона; Ньютон лише запропонував новi способи її доведення та узагальнення.
Так що назва «бiном Ньютона» традицiйна, широко вживана, але не зовсiм правильна. До речi,
англiйською мовою цю формулу зазвичай називають «binomial expansion» або «binomial theorem»,
без прямої згадки Ньютона.

Нарештi, наведемо доведення формули (64), знов двома рiзними незалежними способами.
Доведення. А) Очевидно, кожен доданок многочлену мiстить 𝑛 спiвмножникiв — деяку кiлькiсть 𝑘

множникiв 𝑎 та 𝑛− 𝑘 множникiв 𝑏, тобто має вигляд 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘, де 0 6 𝑘 6 𝑛. Кожен такий доданок взаємно
однозначно вiдповiдає пiдмножинi номерiв дужок, з яких для утворення доданку взятий спiвмножник 𝑎.
Тому доданкiв 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘 стiльки, скiльки таких пiдмножин, тобто 𝐶𝑘

𝑛.
Б) Доведемо формулу (64) через метод математичної iндукцiї.
При 𝑛=1 формула набуває вигляду (𝑎+𝑏)1=𝐶0

1 ·𝑎0·𝑏1+𝐶1
1 ·𝑎1·𝑏0; оскiльки 𝐶0

1 =𝐶1
1 =1 та 𝑎0= 𝑏0=1, то

обидвi частини рiвностi перетворюються до 𝑎+ 𝑏. Отже, при 𝑛 = 1 формула правильна. (База ok.)
Тепер, вважаючи рiвнiсть (𝑎 + 𝑏)𝑘 =

∑︀𝑘
𝑖=0 𝐶

𝑖
𝑘𝑎

𝑖𝑏𝑘−𝑖 гарантовано правильною, доведемо (𝑎 + 𝑏)𝑘+1 =

=
∑︀𝑘+1

𝑖=0 𝐶𝑖
𝑘+1𝑎

𝑖𝑏𝑘+1−𝑖.

(𝑎+ 𝑏)𝑘+1 = (𝑎+ 𝑏)𝑘 · (𝑎+ 𝑏) = замiнимо (𝑎 + 𝑏)𝑘 на рiвну (за припущенням кроку iн-
дукцiї) суму

=
(︁∑︀𝑘

𝑖=0 𝐶
𝑖
𝑘𝑎

𝑖𝑏𝑘−𝑖
)︁
· (𝑎+ 𝑏) = “(𝑎+𝑏)” не залежить вiд 𝑖, тому добуток суми на (𝑎+𝑏)

дорiвнює сумi, в якiй кожен доданок окремо помноже-
ний на (𝑎+𝑏)

=
∑︀𝑘

𝑖=0

(︀
𝐶𝑖

𝑘𝑎
𝑖𝑏𝑘−𝑖(𝑎+ 𝑏)

)︀
= розкриємо дужки в добутку 𝑎𝑖𝑏𝑘−𝑖(𝑎+ 𝑏)

=
∑︀𝑘

𝑖=0

(︀
𝐶𝑖

𝑘(𝑎
𝑖+1𝑏𝑘−𝑖+𝑎𝑖𝑏𝑘+1−𝑖)

)︀
= перегрупуємо доданки (аналогiчно замiнi (𝑥1+𝑦1) +

+ (𝑥2+𝑦2) + . . . + (𝑥𝑚+𝑦𝑚) на (𝑥1+𝑥2+ . . .+𝑥𝑚) +
+(𝑦1+𝑦2+ . . .+𝑦𝑚))

=
∑︀𝑘

𝑖=0 𝐶
𝑖
𝑘𝑎

𝑖+1𝑏𝑘−𝑖+
∑︀𝑘

𝑖=0 𝐶
𝑖
𝑘𝑎

𝑖𝑏𝑘+1−𝑖 = у 1-iй сумi перейдемо до сумування по 𝑗= 𝑖+ 1; у 2-iй —
перейменуємо 𝑖 на 𝑗

=
𝑘+1∑︀
𝑗=1

𝐶𝑗−1
𝑘 𝑎𝑗𝑏𝑘−(𝑗−1)+

𝑘∑︀
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘𝑎

𝑗𝑏𝑘+1−𝑗 = «вiдщепляємо» вiд 1-ої суми доданок при 𝑗=𝑘 + 1, вiд
2-ої — при 𝑗 = 0
помiчаємо, що 𝑘 − (𝑗 − 1)=𝑘 + 1− 𝑗

= 𝐶𝑘
𝑘𝑎

𝑘+1𝑏0+
∑︀𝑘

𝑗=1 𝐶
𝑗−1
𝑘 𝑎𝑗𝑏𝑘+1−𝑗 +

+
∑︀𝑘

𝑗=1 𝐶
𝑗
𝑘𝑎

𝑗𝑏𝑘+1−𝑗 +𝐶0
𝑘𝑎

0𝑏𝑘+1 =

для 16𝑗6𝑘 перегруповуємо доданки у спiльну суму та
виносимо за дужки спiльний множник 𝑎𝑗𝑏(𝑘+1)−𝑗

= 𝐶𝑘
𝑘𝑎

𝑘+1𝑏0+𝐶0
𝑘𝑎

0𝑏𝑘+1+

+
∑︀𝑘

𝑗=1

(︁(︀
𝐶𝑗−1

𝑘 + 𝐶𝑗
𝑘

)︀
𝑎𝑗𝑏𝑘+1−𝑗

)︁
=

користуємося тотожнiстю 𝐶𝑗−1
𝑘 +𝐶𝑗

𝑘=𝐶𝑗
𝑘+1

помiчаємо, що 𝐶𝑘
𝑘 =1=𝐶𝑘+1

𝑘+1 , 𝐶
0
𝑘 =1=𝐶0

𝑘+1
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= 𝐶𝑘+1
𝑘+1𝑎

𝑘+1𝑏0+𝐶0
𝑘+1𝑎

0𝑏𝑘+1+

+
∑︀𝑘

𝑗=1 𝐶
𝑗
𝑘+1𝑎

𝑗𝑏𝑘+1−𝑗 =

помiчаємо, що доданки, не включенi в суму, рiвнi до-
данкам суми при 𝑗 = 𝑘 + 1 та 𝑗 = 0

=
∑︀𝑘+1

𝑖=0 𝐶𝑖
𝑘+1𝑎

𝑖𝑏𝑘+1−𝑖. що й треба було отримати (Крок ok) �
На основi бiнома Ньютона можна доводити iншi тотожностi з бiномiальними коефiцiентами.

Наприклад,
𝐶0
𝑛 + 𝐶1

𝑛 + . . .+ 𝐶𝑛
𝑛 = 2𝑛. (65)

Доведення. Отримується з (64) при 𝑎=𝑏=1. �
(Формула (65) має також доведення, незалежне вiд бiнома Ньютона: 𝐶𝑘

𝑛 являє собою кiлькiсть рiзних
𝑘-елементних пiдмножин; тодi

∑︀𝑛
𝑘=0 𝐶

𝑘
𝑛 —кiлькiсть 0-елементних пiдмножин плюс кiлькiсть 1-елементних

пiдмножин плюс i т. д. — тобто, кiлькiсть взагалi всiх пiдмножин. А кiлькiсть взагалi всiх пiдмножин 2𝑛.)

Вiдомо дуже багато iнших тотожностей з бiномiальними коефiцiентами. Але ми обмежимося
вже розглянутими— найбiльш цiкавими та корисними.

4.5 Рекурентнi спiввiдношення

Розглянутi досi засоби комбiнаторики не вичерпують можливi комбiнаторнi об’єкти. Тобто, всi
тi засоби кориснi, бо чимало задач якраз i слiд розв’язувати, якимсь способом поєднуючи якiсь
вже розглянутi стандартнi засоби.

Але буває корисно також i знати додатковi засоби.
Тому́, за́раз перейдемо до розгляду ще одного засобу комбiнаторики: побудови та застосуван-

ня рекурентних спiввiдношень (рос. «рекуррентные соотношения», англ. «recurrence relations»),
тобто формул, де кiлькiсть об’єктiв виражається через кiлькостi об’єктiв аналогiчної структу-
ри менших розмiрiв. «Аналогiчна структура менших розмiрiв» передбачає деяку серiю пiдзадач,
коли є допомiжна задача, що формулюється однаковими фразами, але для рiзних «частин» по-
чаткової задачi; наприклад, але зовсiм не обов’язково — рiзних клiтинок деякої таблицi.

Далi це буде частково пояснено на при́кладах, i настiйливо рекомендується перечитати попе-
реднiй абзац ще кiлька разiв по мiрi ознайомлення з тими при́кладами. Але деталi все одно треба
продумувати для кожної задачi окремо, бо правила цього пiдходу все одно надто загальнi.

У деяких книжках, особливо орiєнтованих на «чистих» математикiв, до рекурентних спiввiд-
ношень ставляться як до чогось промiжного, яке «треба» перетворити до аналiтичного вигля-
ду, а коли це не вдається, кажуть, що «розв’язати спiввiдношення не вдалося». Ми ж питання
перетворення до аналiтичного вигляду взагалi не будемо дослiджувати, а ситуацiю, коли для
початкової текстової задачi комбiнаторики зумiли побудувати рекурентне спiввiдношення, яке
можна обчислити на комп’ютерi (запрограмувавши або зробивши формули в електронних табли-
цях), вважатимемо цiлком повноцiнним розв’язком. I якщо таким чином вдаватиметься знайти
розв’язок задачi, яку не зумiли розв’язати через аналiтичнi формули — вважатимемо це прикла-
дами ситуацiй, в яких рекурентнi спiввiдношення виявилися кращими.

У деяких джерелах, особливо орiєнтованих на олiмпiадне програмування, рекурентнi спiввiд-
ношення комбiнаторики називають «динамiчним програмуванням» або «табличною технiкою».
На думку автора посiбника, тi термiни гiршi, бо назва «таблична технiка» надто загальна (за до-
помогою таблиць роблять дуже багато дуже рiзних дiй), а «динамiчне програмування» за пер-
шопочатковими уявленнями передбачало не пiдрахунок кiлькостi, а максимiзацiю чи мiнiмiзацiю
деякої цiльової функцiї. Але такi назви цього пiдходу все ж досить поширенi.

Розглянемо кiлька задач комбiнаторики, якi зручно розв’язувати са́ме рекурентними спiв-
вiдношеннями. Як вже сказано, деталi iнших задачi все одно треба продумувати окремо. Втiм,
потреба ретельно думати над кожною задачею окремо взагалi характе́рна для комбiнаторики. . .

4.5.1 Шляхи у таблицi

«Є прямокутна таблиця 𝑁 рядкiв на 𝑀 стовпчикiв. Скiльки є способiв пройти по
нiй згори донизу, починаючи з будь-якої клiтинки верхнього рядка, далi переходя-
чи щоразу в одну з «нижньо-сусiднiх» i закiнчити маршрут у якiй-небудь клiтинцi
нижнього рядка?
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Iнакше кажучи, при нумерацiї рядкiв згори донизу, з клiтинки (𝑖, 𝑗) можна перейти у
(𝑖+1, 𝑗−1), або у (𝑖+1, 𝑗), або у (𝑖+1, 𝑗+1), але не виходячи за межi таблицi, тобто при 𝑗=1
перший з цих варiантiв стає неможливим, а при 𝑗=𝑀 — останнiй.

Наприклад, для 𝑁=2, 𝑀=3 вiдповiддю є 7. Цi сiм способiв мають такий вигляд: 1) ;

2) ; 3) ; 4) ; 5) ; 6) ; 7) .»
(Як розв’язати цю задачу iншими (крiм рекурентних спiввiдношень) засобами, не ясно. При 𝑀=2

результат рiвний 2𝑁 , бо у кожному з 𝑁 рядкiв можна бра́ти будь-який з 2 стовпчикiв. Але це не уза-
гальнюється на потрiбну задачу, бо при бiльших значеннях 𝑀 вже не можна перескакувати з будь-якого
стовпчика у будь-який. Якби прямокутник був «закручений у цилiндр», щоб крок праворуч з найправi-
шого стовпчика приводив у найлiвiший стовпчик (i, симетрично, лiворуч з найлiвiшого — у найправiший),
результатом було б 𝑀×3𝑁−1 (𝑀 варiантiв, з якого стовпчика почати; далi, на кожному з 𝑁−1 крокiв,
3 варiанти, до якої з нижньо-сусiднiх перейти). Але для звичайного прямокутника так не виходить: з
крайнiх клiтинок є два можливi продовження маршруту, з промiжних — три, i неясно, як це врахувати.)

Поставимо серiю пiдзадач «Скiльки є рiзних способiв дiстатися вiд верхнього рядка до клi-
тинки номер (𝑖, 𝑗)?» i позначимо цi кiлькостi як 𝑇 (𝑖, 𝑗).

Для кожної з клiтинок 1-го (крайнього верхнього) рядка вiдповiдь рiвна 1 (𝑇 (1, 𝑗) = 1),
бо це одноклiтинковi маршрути, без переходiв, котрi закiнчуються тут же, де почалися; таких
маршрутiв по одному для кожної клiтинки.

Для клiтинок подальших рядкiв, цi кiлькостi можна обчислювати як

𝑇 (𝑖, 𝑗) = 𝑇 (𝑖−1, 𝑗−1) + 𝑇 (𝑖−1, 𝑗) + 𝑇 (𝑖−1, 𝑗+1)
(пропускаючи варiанти, якi
виводять за межi таблицi)

(66)

тобто знаходити значення в усiх рядках, починаючи з 2-го, як суму двох чи трьох верхньо-сусiднiх.
Це правильно (правило суми застосовне), бо всi можливi шляхи до кожної такої клiтинки при-
ходять у неї з однiєї з верхньо-сусiднiх, нiякий шлях не може бути нi пропущений (не можна
прийти нiзвiдки, крiм них), нi врахований неоднократно (рiзнi верхньо-сусiднi гарантують, що
шляхи вiдрiзняються щонайменше тим попереднiм рядком).

Остато́чна вiдповiдь (кiлькiсть усiх шляхiв) визначається як сума чисел останнього рядка.
Адже шлях може закiнчуватись або у 1-й клiтинцi останнього рядка, або у 2-й, . . . , або у 𝑀 -й,
так що тут теж дiє правило суми.

Приклади (чотири окремi):
𝑁=2, 𝑀=3
1 1 1
2 3 2
Вiдповiдь:
2+3+2=7.

𝑁=4, 𝑀=2
1 1
2 2
4 4
8 8

Вiдповiдь:
8+8=16.

𝑁=5, 𝑀=4
1 1 1 1
2 3 3 2
5 8 8 5
13 21 21 13
34 55 55 34

Вiдповiдь: 34+55+55+34=178.

𝑁=4, 𝑀=5
1 1 1 1 1
2 3 3 3 2
5 8 9 8 5
13 22 25 22 13

Вiдповiдь:
13+22+25+22+13=95.

4.5.2 Шляхи у квадратних кварталах

(Задача присвячується генеральному плану забудови Черкас 1826 року.)

«Є мiсто з квадратними кварталами. У такому мiстi зазвичай є багато рi-

...
...
...
...
...

...
...
...
...
...

· · ·
· · ·
· · ·
· · ·

· · ·
· · ·
· · ·
· · ·зних шляхiв однакової мiнiмальної довжини́, якi з’єднують одну й ту саму па-

ру перехресть: --6 -6
-

6
--

Занумеруємо вертикальнi на картi вулицi
злiва направо, горизонтальнi — знизу догори; щоб задати координати перехре-
стя, будемо вказувати спочатку номер горизонтальної на картi вулицi, потiм
вертикальної. Вiдомо, що деякi перехрестя перекритi (через них проходити
не можна). Сформулювати алгоритм, як за початковим i кiнцевим перехре-
стями та перелiком перекритих перехресть знайти кiлькiсть дозволених найкоротших шляхiв.
Гарантовано, що початкове i кiнцеве перехрестя не перекритi. У випадку, якщо всi найкоротшi
шляхи перекритi, вiдповiдь=0 (навiть якщо iснують довшi шляхи, якi проходять через не пере-
критi перехрестя). Вхiднi данi: координати початкового та кiнцевого перехресть, кiлькiсть та
координати перекритих перехресть. Результат: кiлькiсть шляхiв.»

102



Порубльов I. М., посiбник «Дискретна математика»

Ключ до розв’язку дає спостереження, що найкоротшими є тi й лише тi шляхи, в яких усi

одноквартальнi перемiщення вiдбуваються у «правильних» напрямках. Наприклад, якщо кiнцева
клiтинка вища й правiша початкової, кожен «крок» має бути або праворуч, або догори.

(Са́ме для випадку «праворуч-догори» сформульованi подальшi мiркування, але в остаточному варi-
антi програми треба застосувати їх до усiх можливих взаємних розташувань старту та фiнiшу.)

Так що будемо шукати для кожного перехрестя (всере́динi прямокутника, утвореного початко-
вим та кiнцевим перехрестями) кiлькiсть способiв потрапити на нього, рухаючись лише праворуч
або догори. Сукупнiсть усiх шляхiв, якими можна дiйти до перехрестя, рухаючись лише право-
руч або догори, природньо розбивається на двi групи: шляхи, що приходять на останньому кроцi
з сусiднього злiва i шляхи, що приходять на останньому кроцi з сусiднього знизу перехрестя.

Отже, застосовне правило суми: кiлькiсть способiв при- 5 1 3 7 16 36 77 77
4 1 2 4 9 20 41 ×
3 1 1 2 5 11 21 36
2 1 × 1 3 6 10 15
1 1 × 1 2 3 4 5
0 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6

йти до будь-якого промiжного перехрестя дорiвнює кiлькостi
способiв прийти до сусiднього злiва плюс кiлькiсть способiв
прийти до сусiднього знизу.

Якщо для деякого перехрестя лiвий або нижнiй сусiд ви-
являється лiвiше/нижче початкового, вважаємо вiдповiдний
доданок рiвним нулю; якщо сусiд виявляється перекритим пе-
рехрестям, теж вважаємо доданок рiвним нулю. Для початко-
вого ж перехрестя кiлькiсть способiв дорiвнює одиницi.

Приклад застосування описаних правил наведено у табличцi (хрестиками позначенi перекритi
перехрестя). Вiдповiддю є 77 (рiзних найкоротших шляхiв дiстатися з (0; 0) до (5; 6) при трьох
перекритих (1; 1), (2; 1) та (4; 6)).

(У частковому випадку, коли нема перекритих перехресть, така табличка виявляється повернутим
трикутником Паскаля, i вiдповiдь можна виразити простою формулою 𝐶Δ𝑥

Δ𝑥+Δ𝑦 (де Δ𝑥 i Δ𝑦— вiдстанi мiж
початковим i кiнцевим перехрестями по горизонталi i по вертикалi). Формулу 𝐶Δ𝑥

Δ𝑥+Δ𝑦 можна вивести й
без трикутника Паскаля: загальна кiлькiсть перемiщень становить Δ𝑥+Δ𝑦, з них треба вибрати Δ𝑥 штук
горизонтальних. Тiльки формулу 𝐶Δ𝑥

Δ𝑥+Δ𝑦 дуже важко, майже неможливо, узагальнити, коли з’являються
перекритi перехрестя. А для рекурентних спiввiдношень це очевидне додавання простого if-а.)

4.5.3 Кiлькiсть правильних дужкових виразiв

«Скiльки всього є правильних дужкових виразiв, що мiстять 2𝑛 символiв (тобто 𝑛 пар дужок)?
Дужковий вираз правильний, якщо кiлькiсть “(” рiвна кiлькостi “)” i у кожнiй парi дужок споча-
тку йде “(”, а потiм “)”. Вхiд: кiлькiсть пар дужок. Вихiд: кiлькiсть правильних виразiв. Напри-
клад, при 𝑛=1 такий вираз єдиний: “()”; при 𝑛=3 таких виразiв 5: “((()))”, “(()())”, “(())()”,
“()(())”, “()()()”.»

Будемо користуватись термiнами «позицiя у словi» (тобто номер лiтери; нумерацiю почина-
ємо з одиницi) та «[𝑖..𝑗]-пiдслово» (тобто слово, куди входять усi пiдряд лiтери вiд 𝑖-ої до 𝑗-ої
включно). Термiн «правильний дужковий вираз» будемо скорочувати до «п. д. в.».

Очевидно, на 1-iй позицiї п. д. в. може бути лише “(”. Розглянемо, на яких позицiях у словi
може опинитися парна до неї закривна дужка. Вона може бути або зразу ж у 2-iй позицiї, або
десь далi. Якщо вона опиняється десь далi, то мiж цими дужками щось є. Причому, раз дужки

парнi, це «щось» обов’язково мусить бути п. д. в. Якщо пiсля згаданої “)” є деякий «залишок»
рядка, вiн теж мусить бути п. д. в. А якщо покласти, що порожнiй рядок— теж п. д. в. (причому
єдиний п. д. в. довжини́ 0), то будь-який непорожнiй п. д. в. можна записати у виглядi

( . . . . . .⏟  ⏞  ) . . . . . .⏟  ⏞  , 1 6 𝑖 6 𝑛.

↑
1

п. д. в.
довжини́
2(𝑖− 1)

↑
2𝑖

п. д. в.
довжини́
2(𝑛− 𝑖)

(67)

Очевидно, що значення 𝑖 зручно використати для розбиття всiх п. д. в. на 𝑛 груп. Для цих
груп виконується правило суми, а всере́динi кожної групи виконується правило добутку, бо кожен
«лiвий» п. д. в. (довжини́ 2·(𝑖−1)) можна поєднувати з кожним «правим» п. д. в. (довжини́
2·(𝑛−𝑖)). Так отримуємо формулу

𝐾(𝑛) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾(𝑖− 1) ·𝐾(𝑛− 𝑖). (68)
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(З точки зору ефективностi, її слiд програмувати з використанням циклу та одновимiрного масиву,
а не рекурсивно.)

Кiлькiсть правильних дужкових виразiв довжини́ 2𝑛 називають також 𝑛-им числом Каталана. На-
ведемо без доведень iншу формулу точного обчислення чисел Каталана

𝐾(𝑛) =
𝐶𝑛

2𝑛

𝑛+ 1
(69)

i формулу, яка дозволяє швидко оцiнити приблизне значення

𝐾(𝑛) ≈ 0,564 · 4𝑛

𝑛
√
𝑛
. (70)

4.5.4 Щасливi квитки

«У мiстi Глуповi прийнята 𝑝-кова система числення (замiсть десяткової), а номери тролейбусних
квиткiв складаються з 2𝑘 розрядiв (кожен розряд— одна 𝑝-кова цифра). Квиток вважається ща-
сливим, якщо сума перших 𝑘 розрядiв дорiвнює сумi останнiх 𝑘 розрядiв. Розробити алгоритм,
який за вхiдними даними 𝑝 i 𝑘 знаходитиме кiлькiсть щасливих квиткiв.»

За умовою, сума лiвих 𝑘 розрядiв i сума правих 𝑘 розрядiв мають дорiвнювати одна однiй,
але обидвi цi суми разом узятi можуть набувати будь-яке значення (у дiапазонi вiд 0, коли всi
цифри нулi, до 𝑘(𝑝− 1), коли всi цифри максимальнi можливi в 𝑝-ковiй системi числення). Отже,
доцiльно розбити всi можливi щасливi квитки на групи вiдповiдно значенням цих сум. Очевидно,
що для цього розбиття застосовне правило суми.

Розглянемо для прикладу групу з сумами 𝑠=2 при 𝑘=3, 𝑝=10. Повний перелiк щасливих
квиткiв можна подати як

002
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110
200

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
×
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Лiворуч i праворуч записанi всi трицифровi послiдовностi, якi мають суму 2, поєднання кожної
трицифрової послiдовностi лiворуч з кожною трицифровою послiдовнiстю праворуч дає (єдиний)
номер щасливого квитка, суми якого дорiвнюють 2, i кожен щасливий квиток, суми якого дорiв-
нюють 2, є поєднанням (однiєю парою) якихось з цих послiдовностей. Тобто, всере́динi кожної
такої групи застосовне правило добутку.

Так приходимо до формули

𝑁𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =

𝑘(𝑝−1)∑︁
𝑠=0

(𝑁(𝑠))2, (71)

де 𝑁(𝑠)—кiлькiсть таких послiдовностей (з 𝑘 цифр 𝑝-кової системи числення), що їхня сума
дорiвнює 𝑠.

Практично застосувати (71) до розв’язування задачi можна буде тодi, коли побудуємо алго-
ритм знаходження 𝑁(𝑠).

Можна перебрати всi послiдовностi з 𝑘 цифр 𝑝-кової системи числення. Кожна з них має якусь
суму, от i будемо щоразу збiльшувати на один кiлькiсть послiдовностей, якi мають цю суму. Але
оцiнимо кiлькiсть дiй такого алгоритму. Вiн вимагає розглянути 𝑝𝑘 чисел — «половинок» номеру
квитка. Це суттєво менше, нiж найтупiший лобовий метод (перебiр взагалi всiх номерiв вiд 0
до 𝑝2𝑘 − 1 i перевiрка кожного на щасливiсть), але теж забагато. А головне, при розв’язаннi
комбiнаторної задачi бажано взагалi уникнути такого етапу, як перебори i додавання одиничок.
А поки що такий етап є.

Покажемо, як знайти 𝑁(𝑠) (яке краще називати його справжнiм позначенням 𝑁(𝑠, 𝑝, 𝑘), бо
𝑁(𝑠) залежить вiд 𝑝 i 𝑘) комбiнаторно. Будь-яка послiдовнiсть 𝑝-кових цифр закiчується якоюсь
iз цифр 0, 1, . . . , 𝑝−1. Цю ознаку можна використати для розбиття на групи, до яких застосовне
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правило суми. 𝑘′-значна послiдовнiсть (𝑘′ > 2) може мати суму 𝑠, якщо вона закiнчується нулем,
а решта 𝑘′ − 1 розрядiв мають суму 𝑠, або ж якщо вона закiнчується одиницею, а решта 𝑘′ − 1
розрядiв мають суму цифр 𝑠− 1, i так далi до 𝑝− 1:

𝑁(𝑠, 𝑝, 𝑘′) =

𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝑁(𝑠− 𝑖, 𝑝, 𝑘′ − 1). (72)

При 𝑘′=1, для всiх 𝑠 значення 𝑁(𝑠, 𝑝, 1)=1; спираючись на них i на формулу (72), можна
знайти значення 𝑁(𝑠, 𝑝, 2) для всiх 𝑠 вiд 0 до 2(𝑝−1), спираючись на них— значення 𝑁(𝑠, 𝑝, 3), i
так далi до заданого на входi 𝑘. Так що треба просто завести масив i заповнити його.

Само собою, пiсля заповнення останнього рядка масиву 𝑁 треба використати формулу (71).
(Треба ще врахувати, що при обчисленнях за формулою (72) будуть звернення до вельми дивних еле-

ментiв: наприклад, при обчисленнi 𝑁(17, 10, 2) треба використати значення 𝑁(17, 10, 1) (тобто кiлькiсть
послiдовностей десяткових цифр довжини́ 1, якi мають суму 17), а при обчисленнi 𝑁(7, 10, 2)— значе-
ння 𝑁(−2, 10, 1). Аналогiчнi ситуацiї можливi i в iнших задачах комбiнаторики— наприклад, 𝐶5

3 , тобто
кiлькiсть способiв вибрати 5 (рiзних! ) елементiв з 3-х можливих. У таких випадках слiд не дивувати-
ся, а просто вiдзначати, що раз такого не буває, то кiлькiсть способiв рiвна нулю. Можна, наприклад,
написати додатковi if-и, щоб перевiряти, чи знаходиться iндекс у межах розумних значень.)

4.6 Завдання до роздiлу 4

1. У старшiй групi дитячого садочка 15 хлопчикiв та 12 дiвчаток.

(а) Скiльки є рiзних способiв вибрати одне дитя, яке має прочитати вiршика?

(б) Скiльки є рiзних способiв вибрати пару, що має складатися з дiвчинки та хлопчика?

2. Чому стандартний 8-бiтовий байт може набувати са́ме 256 значень?

3. Мiський телефонний номер мусить складатися з 6 цифр i не може починатися з 0, з 1 та
з 8. Яка максимально можлива кiлькiсть номерiв?

4. Яка максимально можлива кiлькiсть рiзних автомобiльних номерiв, якщо брати до уваги
лише українськi номери, лише сучасний наймасовiший варiант?

5. Любитель мiтингувати має 𝑘1 табличок, якi слiд носити у лiвiй руцi, 𝑘2 табличок, якi слiд
носити у правiй руцi, та 𝑘3 плакатiв, якi потрiбно носити обома руками (отже, якщо узяти
плакат, доведеться не взяти жодної таблички). Зi скiлькома рiзними наборами гасел вiн
може вийти на мiтинг. . .

(а) якщо необхiдно, щоб обидвi його руки були зайнятi?

(б) якщо такої вимоги не ставиться?

6. Нехай вiдомо, що пароль складається рiвно з 8 символiв. Нехай є програма, яка може авто-
матично перевiряти правильнiсть/неправильнiсть паролiв зi швидкiстю 10 тис. паролiв за
секунду. За скiльки часу така програма зможе гарантовано пiдiбрати пароль (бо перебере
всi можливi варiанти), якщо пароль може мiстити. . .

(а) . . . лише десятковi цифри;

(б) лише малi латинськi лiтери;

(в) будь-яким чином перемiшанi малi латинськi лiтери та цифри (в т. ч. й лише лiтери або
лише цифри);

(г) будь-яким чином перемiшанi малi латинськi лiтери та цифри, причому щонайменше
один iз символiв — цифра, i щонайменше один — лiтера;

(д) будь-яким чином перемiшанi малi та/або великi латинськi лiтери, цифри та символи
“!”, “@”, “#”, “$”, “%”, “^”, “&”, “*”, “(”, “)”, “|”, “\”, “-”, “_”, “+”, “=”, “{”, “}”, “[”, “]”, “<”,
“>”, “:”, “;”, “’”, “"”, “,”, “.”, “/”, “?”

Вiдповiдi i виразити формулами, i довести до зручного для сприйняття людиною вигляду
(як-то «стiльки-то годин, стiльки-то хвилин», «стiльки-то рокiв», тощо).
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7. Пан Мирослав бажає придбати записи композицiй “Червона рута”, “Yesterday” та “В после-
днюю осень”. Скiлькома рiзними способами вiн може це зробити, якщо у музичнiй крамницi
є 5 збiрок, до яких входить лише “Червона рута”, 7 збiрок — лише “Yesterday”, 4 збiрки—
лише “В последнюю осень”, 2 збiрки мiстять одночасно “Yesterday” та “В последнюю осень”,
1 збiрка — одночасно “Червону руту” та “В последнюю осень”? Враховувати лише тi способи,
в результатi яких пан Мирослав купує по одному примiрнику кожної з названих композицiй.
Увесь набiр купується одночасно.

8. Скiлькома способами можна розподiлити 6 (рiзних) листiв мiж трьома кур’єрами? Будь-
який лист можна вiддати будь-якому кур’єру, розглядаються всi способи, включно з тими,
де з усiма листами бiгає один кур’єр, а решта б’ють байдики.

9. Є необмежений запас однакових предметiв. Є 𝑘 рiзних нерухомих ящикiв, у кожен з яких
може помiститися не бiльше, нiж 𝑚 предметiв. Скiльки є способiв заповнення ящикiв?
Пiдказка. Наприклад, при 𝑛=𝑘=2 таких способiв є 9: (0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2),
(2, 0), (2, 1), (2, 2), де 1-е число у дужках — кiлькiсть предметiв у 1-му ящику, 2-е — у 2-му.

10. Нехай число 𝑛 розкладається на простi множники як 𝑝𝑚1
1 · 𝑝𝑚2

2 · . . . · 𝑝𝑚𝑘
𝑘 . Скiльки рiзних

дiльникiв у числа́ 𝑛? Вiдповiдi виразити як формули, залежнi вiд змiнних 𝑘, 𝑚1, . . . , 𝑚𝑘,
𝑝1, . . . , 𝑝𝑘. Для перевiрки: при 12=22 · 31 (𝑘 = 2, 𝑚1=2, 𝑚2=1, 𝑝1=2, 𝑝2=3) вiдповiддю є 6,
i цими шiстьма дiльниками є 1, 2, 3, 4, 6 та 12.
Вказiвка. Завдання має зв’язок iз попереднiм (про не бiльше, нiж 𝑚 предметiв у кожен
з 𝑘 рiзних нерухомих ящикiв). Щоб зрозумiти, який са́ме, варто подати кожен з перелiчених
дiльникiв 1, 2, 3, 4, 6 та 12 у виглядi розкладення на простi множники 2𝑎·3𝑏.

11. Скiльки є рiзних способiв поставити двi рiзнi фiгури на два рiзнi по́ля (клiтинки) шахової
дошки (стандартної, 8×8)? А якщо треба, щоб цi поля́ були рiзних кольорiв (одне чорне,
iнше бiле)?

12. Заводський номер деякого виробу мiстить спочатку 3 латинськi лiтери, потiм 6 цифр. Як
лiтери, так i цифри можуть повторюватися. Скiльки може iснувати рiзних номерiв?

13. На рисунках зображено, через якi промiжнi пункти можливо дiстатися з пункту 𝐴 до пун-
кту 𝐷. Пiдписи ребер означають «мiж цими населеними пунктами є стiльки-то рiзних рей-
сiв». Скiльки всього є способiв дiстатися з пункту 𝐴 до пункту 𝐷? Рахувати треба всi
способи, не намагаючись вибирати найкоротшi чи ще якiсь; переходи дозволенi лише у вiд-
повiдностi з наведеними напрямками ребер; вiдповiдi виразити як формули вiд 𝑘1, 𝑘2, . . .

пункт “a” пункт “b” пункт “c”

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝑘1
𝑘2

𝑘3
𝑘4

𝐴

𝐵

𝐶
𝐷

𝑘1 𝑘2

𝑘3
𝑘4

𝑘5

𝐴

𝐵

𝐶
𝐷

𝑘1 𝑘2

𝑘3
𝑘4

𝑘5

14. (а) Скiльки всього iснує рiзних булевих функцiй вiд 𝑛 змiнних?
(б) Скiльки серед них зберiгають константу 0 (у смислi розд. 1.7.2)?
(в) Скiльки константу 1?
(г) Скiльки зберiгають i константу 0, i константу 1?
(д) Скiльки є самодвоїстими?

15. Iдентифiкатор може мiстити лише латинськi лiтери (великi та маленькi вважаються рiзни-
ми), знак пiдкреслення (“_”) та цифри, причому цифра не може бути першим символом
iдентифiкатора.
(а) Скiльки iснує рiзних iдентифiкаторiв довжиною рiвно 𝑛 символiв?
(б) Скiльки з них є палiндромами? (Тобто, однаково читаються злiва направо i справа

налiво, наприклад azza, rotor.)
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16. Скiлькома способами можна розсадити 𝑁 людей уздовж довгої лавки?

17. Скiлькома способами можна розсадити 𝑁 людей (𝑁 > 2) за круглим столом, що повiльно
обертається? (Способи, що вiдрiзняються лише поворотом стола, вважаються однаковими.)

18. Скiльки дiагоналей мiстить опуклий 17-кутник?

19. Заводський номер деякого виробу мiстить спочатку 3 латинськi лiтери, потiм 6 цифр, при-
чому лiтери мусять бути всi рiзнi, а цифри можуть повторюватися. Скiльки може iснувати
рiзних номерiв?

20. У вищiй лiзi грають 17 команд. Скiльки може бути рiзних результатiв чемпiонату, якщо ва-
жливо, якi команди вибороли золоту, срiбну та бронзову медалi, та якi 4 найслабшi команди
вибули з вищої лiги?

21. У класi навчаються 25 учнiв. Скiлькома рiзними способами можна сформувати з них екс-
курсiйну групу з 16 учнiв. . .

(а) . . . при вiдсутностi додаткових обмежень

(б) . . . якщо найлiпшi подруги Марiчка, Тетянка та Оксанка або поїдуть всi разом, або
не поїде нiхто з них

(в) . . . якщо злiйших ворогiв Грицька i Федька не можна одночасно включати до групи
(але можна обох залишити вдома)

(г) . . . якщо слiд врахувати обмеження обох попереднiх пунктiв

22. У класi навчаються 30 учнiв, причому хлопцiв та дiвчат порiвну (по 15). Скiлькома рiзними
способами можна сформувати екскурсiйну групу з 16 учнiв так, щоб у групi дiвчат i хлопцiв
теж було порiвну?

23. Нехай у колодi є 52 карти (4 мастi, у кожнiй Т, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, В, Д, К), гравець
отримує 5 (рiзних) карт. Яка ймовiрнiсть, що цей набiр виявиться “full house”-ом, тобто
в ньому будуть три карти якогось одного номiнала i двi карти iншого (наприклад, три сiмки i
двi дами)? Гравець має право перевпорядкувати свої карти, тобто, наприклад, послiдовнiсть
«двi сiмки, дама, ще одна сiмка, ще одна дама» теж являє собою три сiмки i двi дами.

24. Скiльки є iдентифiкаторiв довжини́ 7, якi . . .

(а) . . . складаються лише з малих латинських букв?

(б) . . . складаються лише з малих латинських букв i в яких усi букви рiзнi?

(в) . . . складаються лише з малих латинських букв i в яких хоча б двi букви однаковi?

(г) . . . складаються лише з малих латинських букв i в яких точно двi букви однаковi?

(д) . . . складаються лише з малих латинських букв i в яких жодна лiтера не повторює-
ться на сусiднiх позицiях (наприклад, “azzaone” та “abbbcde” не враховуємо, тодi як
“alalala” враховуємо)?

25. Якщо буквально врахувати стандарт мови C++ (а також мiркування з кiнця розд. 4.1 щодо
вiдповiдностi мiж математичною моделлю та практикою), розв’язок попереднього завд. 24,
iдеальний з точки зору загальнокомбiнаторного пiдходу, потребу́є деяких не те щоб склад-
ни́х, але марудних уточнень. Чому потребу́є? Яких уточнень?

26. Є 2 лейтенанти, 5 сержантiв та 25 рядових. Скiлькома способами можна сформувати з них
патрульну групу, котра повинна складатися з командира та 2 пiдлеглих, якщо командир
має бути старшим у групi за званням, а пiдлеглi — мати однаковi звання?

27. З 10 викладачiв та 12 студентiв треба утворити штаб конференцiї, який має складатися
з голови, трьох заступникiв (з наукових, полiграфiчних та органiзацiйних питань), а та-
кож 10 технiчних секретарiв. Скiлькома способами можна утворити цей штаб (голова та
заступники— викладачi, технiчнi секретарi — студенти)?
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28. У спортивнiй секцiї навчаються 22 хлопчики. На змагання з бiгу слiд виставити команду,
що складається з 4 дiтей. Cекцiя виставляє одну команду, яка буде змагатися з командами,
виставленими iншими секцiями. Скiльки є способiв сформувати команду, якщо. . .

(а) . . . пiд час змагання вся команда одночасно бiжить 2000 м;
(б) . . . змагання являє собою естафету, де спочатку 1-й учасник команди отримує естафе-

тну паличку й бiжить з нею 100 м; коли прибiжить, передає естафетну паличку 2-му
учаснику команди, який бiжить з нею 200 м; коли прибiжить, передає паличку 3-му,
який бiжить з нею 400 м; коли прибiжить, передає 4-му, який бiжить з нею 800 м.

29. (а) Обчислити кiлькiсть способiв, якими з 7-и кольорiв можна утворити 3-кольоровий пра-
пор з горизонтальних смуг однакової ширини.

(б) Обчислити кiлькiсть способiв, якими з 7-и кольорiв можна утворити прапор з 3-х ко-
льорових горизонтальних смуг однакової ширини.

(в) Розв’язати варiант задачi з 3-кольоровим прапором, якщо одним iз кольорiв
обов’язково повинен бути зелений (де зелений є одним iз цих 7-и кольорiв).

30. В iспаномовних країнах прийнято давати людям по багато iмен. Будемо казати, що “повне”
iм’я людини складається з кiлькох “простих”.

(а) Скiльки можна утворити “повних” чоловiчих iмен довжиною вiд трьох до п’яти “про-
стих”, якщо простi iмена не повиннi повторюватися, а загальна кiлькiсть простих чо-
ловiчих iмен складає 40?

(б) Якщо в якостi 2-го iменi (але не iнших) можна використатитакож якесь iз 50 жiночих?
(«також» вводить додатковi варiанти, не скасовуючи основних.)

31. Є 5 рiзних книжок з вищої математики, 3 рiзнi книжки з дискретної математики та 4 рiзнi
книжки з програмування (вважаємо, що кожна книжка стосується лише одного з предме-
тiв). Скiлькома рiзними способами можна розставити їх уздовж полицi, якщо потрiбно щоб
книжки з кожної диспиплiни стояли пiдряд?

32. Є 7 книжок, причому 3 iз цих 7 однаковi (невiдрiзнюванi). Скiлькома способами можна
розставити їх уздовж полицi?

33. Скiльки рiзних iдентифiкаторiв можна утворити, переставляючи (але не викидаючи i не
додаючи) символи в iдентифiкаторах:

(а) univ,
(б) student,
(в) www_cdu_edu_ua,
(г) o_elzy_911 (починати iдентифiкатори з цифри не можна)?

34. Знайти кiлькiсть 𝑘-значних десяткових чисел, послiдовностi цифр яких монотонно не зро-
стають (наприклад, 4321, 4220, 7777 враховувати треба, а 2008—нi, бо 0 < 8).

35. У грi домiно використовуються «дощечки» (вони ж «плитки», вони ж «костi»), що складаю-
ться з двох половинок, на кожнiй з яких крапками зображено цiле число вiд нуля («пусто»)
до 6. На обох половинках однiєї дощечки може бути двiчi зображено одне й те саме чи-
сло (як-то 1 1 ; це називається «дупль» або «дубль»). Але нема, наприклад, двох рiзних
дощечок 2 5 та 5 2 — є лише одна дощечка, яку можна перевернути будь-яким з цих
способiв. Скiльки дощечок у наборi?
Навести два способи розв’язання: в одному спертися на одну з виборок з повтореннями,
в iншому— на загальнi мiркування. Переконатися, що вiдповiдi виявилися однаковими.

36. Скiльки є рiзних способiв початкової роздачi при грi в домiно двох гравцiв? Скiльки всього
в наборi дощечок — з’ясовано у попередньому завданнi; кожен гравець спочатку отримує
по 7 дощечок; суттєво, кому якi дощечки дiсталися, але порядок дощечок у гравця не сут-
тєвий, бо вiн сам вирiшує (у рамках правил), коли якою ходити.
Навести два способи розв’язання: в одному спертися на одну з виборок з повтореннями,
в iншому— на виборки без повторення та загальнi мiркування. Переконатися, що вiдповiдi
виявилися однаковими.

108



Порубльов I. М., посiбник «Дискретна математика»

37. У групi з 10 студентiв вiдбувається full random екзамен, на якому кожен може отримати
будь-яку з оцiнок 2, 3, 4 або 5. Скiльки може бути рiзних результатiв екзамену:

(а) рахуючи з точки зору студентiв, котрим суттєво, хто яку оцiнку отримав;

(б) рахуючи з точки зору статистичної звiтностi, для якої важливi лише кiлькостi двiйок,
трiйок, четвiрок та п’ятiрок.

Вiдповiдi подати як у виглядi формул, так i у виглядi чисел.

38. В будинку нелегально проживають 𝑘 мишей. Одного разу кiт вирiшив навести порядок,
виловивши їх усiх за 𝑛 захо́дiв. Скiлькома способами вiн може це зробити:

(а) рахуючи з точки зору бiдолашних мишок?

(б) рахуючи з точки зору кота, котрому всi мишi сiрi?

Мiж рiзними захо́дами проходить досить тривалий час, а в межах одного захо́ду мишi
ловляться одночасно.

39. Знайти кiлькiсть розв’язкiв нерiвностi 𝑥1+𝑥2+𝑥3+𝑥4 6 17, якщо 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 —невiд’ємнi
цiлi чи́сла. Отримати вiдповiдь, не користуючись технiчними засобами, а потiм обчислити
за допомогою комп’ютера й порiвняти результати.

40. У групi 60% студентiв знають дискретну математику, 70% студентiв — програмування,
50%— обидва предмети. Яка частина студентiв групи знають хоча б один з предметiв?

41. В унiверситетi випускають три мiсцевих газети (𝐴, 𝐵 та 𝐶). 60% студентiв читають газету 𝐴,
50%— газету 𝐵, 50%— газету 𝐶, 30%— газети 𝐴 i 𝐵, 20%—𝐵 i 𝐶, 40%—𝐴 i 𝐶, 10%—
читають усi три газети. Скiльки вiдсоткiв студентiв не читають жодної з цих газет?

42. Скiльки чисел на промiжку вiд 1 до 109 не кратнi нi 2, нi 5? Отримати вiдповiдь, не кори-
стуючись технiчними засобами, а потiм обчислити за допомогою комп’ютера й порiвняти
результати.

43. Скiльки чисел на промiжку вiд 1 до 109 не кратнi нi 2, нi 3, нi 5, нi 7? Отримати вiдпо-
вiдь, не користуючись технiчними засобами, а потiм обчислити за допомогою комп’ютера й
порiвняти результати.

44. Чому дорiвнює 10025? Отримати вiдповiдь, не користуючись технiчними засобами, а потiм
обчислити за допомогою комп’ютера й порiвняти результати.

45. Чому дорiвнює 𝐶0
𝑛−𝐶1

𝑛+𝐶2
𝑛−𝐶3

𝑛 + . . . +(−1)𝑛𝐶𝑛
𝑛? Отримати вiдповiдь, не користуючись

технiчними засобами, а потiм обчислити за допомогою комп’ютера й порiвняти результати.

Додатковi завдання пiдвищеного рiвня складностi

1*. До роздорiжжя пiд’їхав загiн iз 𝑛 лицарiв, причому 𝑙 iз них нi в якому разi не поїдуть
далi праворуч, 𝑟—лiворуч, 𝑠—прямо, а рештi байдуже (𝑙 + 𝑟 + 𝑠 < 𝑛). Скiлькома рiзними
способами лицарi можуть розбитися на загони для подальшої подорожi?

2*. Скiльки iснує точок перетину дiагоналей опуклого 𝑛-кутника? (Рахуються лише перетини
всере́динi 𝑛-кутника, а сходження дiагоналей в одну вершину перетином не вважається;
вважати, що бiльш нiж двi дiагоналi в однiй точцi не перетинаються.)

3*. Нехай число 𝑛 розкладається на простi множники як 𝑝𝑚1
1 ·𝑝𝑚2

2 · . . . ·𝑝𝑚𝑘
𝑘 . Скiльки у числа́ 𝑛

рiзних дiльникiв, якi є точними квадратами? Вiдповiдi виразити як формули, залежнi вiд
змiнних 𝑘, 𝑚1, . . . , 𝑚𝑘, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘. Для перевiрки: при 12=22 · 31 (𝑘 = 2, 𝑚1 = 2, 𝑚2 = 1,
𝑝1 = 2, 𝑝2 = 3) вiдповiддю є 2, i цими двома дiльниками й одночасно точними квадратами
є 1 = 12 та 4 = 22.)
Вказiвка. Це завдання є вiдносно нескладним узагальненням завдання 10 (стор. 106).
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4*. За одним iз варiантiв лотереї «Кєно», грає 80 номерiв, гравець вказує довiльнi 10 номерiв,
пiд час розiгришу вибираються (випадають) довiльнi 20 номерiв. Яка ймовiрнiсть. . .
(а) . . . отримати виграш, встановлений за те, що «вгадав 10 номерiв», тобто всi 10 вказаних

гравцем номерiв виявляються серед 20 вибраних?
(б) . . . отримати виграш, встановлений за те, що «не вгадав жодного номеру», тобто жоден

з 10 вказаних гравцем номерiв не виявився серед 20 вибраних?
(в) . . . «вгадати 2 номери», тобто серед 10 вказаних гравцем i 20 вибраних пiд час розiгришу

буде рiвно 2 спiльнi? (За це виграшу не передбачено, ймовiрнiсть такого результату
значно вища, нiж «не вгадати жодного номеру».)

Приблизнi числовi вiдповiдi можна знайти готовi в багатьох мiсцях, зокрема, на сторiнцi
ru.wikipedia.org/wiki/Кено_(игра)#Вероятность_выигрыша Але ж треба отримати їх то-
чнiшими, i з поясненнями, звiдки вони беруться. . .

5*. Задача «Dividers» (www.olymp.vinnica.ua/index_ua.php?lng=ua&cid=1364)

� повнiстю, повний розв’язок передбачає i зарахування програми сайтом, i написання
мiкрореферату та його захист.

� частково: є програма, яка працює правильно i швидко хоча б для 𝑁6107 (мають про-
ходити тести по 12-й включно, а на подальших вердикт або OK, або перевищення часу
роботи); мiкрореферату не треба, усний захист треба.

Слiд захищати або перше, або дру́ге. Обов’язкова вимога — програма повинна чесно знахо-
дити результати, не користуючись якими б не було готовими табличками.

6*. Є 𝑚 хлопцiв i 𝑛 дiвчат. Скiлькома способами можна утворити 𝑘 пар для танцю (𝑘 6
6min(𝑚,𝑛))? Пари невпорядкованi, тобто способи «Iван танцює з Марiчкою, а Гнат з Ївгою»
та «Гнат танцює з Ївгою, а Iван з Марiчкою» вважаються за один.

7*. Для завдання 41 стор. 109 (про читачiв мiсцевих газет), знайти, скiльки студентiв читають
рiвно двi газети, та скiльки рiвно одну.

8*. Реалiзувати пiдпрограми (6 штук), якi явно перераховують (виводять на екран або у файл)
всi можливi варiанти вивчених стандартних виборок (перестановки, розмiщення, сполучен-
ня, перестановки з повтореннями, розмiщення з повтореннями, сполучення з повтореннями).

Наприклад, пiдпрограма генерацiї сполучень при аргументах (4, 2) має вивести
6 рядкiв, наведенi праворуч.
(Це завдання не зовсiм стосується «комбiнаторики у вузькому смислi», що займається мето-
дами швидкого пiдрахунку кiлькостей, але цiлком належить до «комбiнаторики у широкому
смислi»; див. також стор. 93.)

1 2

1 3

1 4

2 3

2 4

3 4

9*. На стор. 11 розказано про ситуацiї, коли a & b= 0, хоча a && b= true, i сказано, що їх
небагато. Знайти конкретнi ймовiрностi, припускаючи, що int (a) 8-бiтовий; (b) 16-бiтовий;
(c) 32-бiтовий; (d) 64-бiтовий i вважаючи, нiби a та b можуть рiвноймовiрно набувати будь-
яких значень з дiапазону свого типу (що насправдi не вiдповiдає практицi використання
int для подання логiчних значень, тому практична значимiсть цiєї задачi невелика; тим
не менш, розв’язати слiд са́ме таку задачу).
Для 8-бiтових та 16-бiтових чисел провести також прямий обчислювальний експеримент
(знайти й порiвняти значення a & b та a && b для всiх можливих пар a, b) i переконатися,
що вiдповiдi обчислювального експерименту та комбiнаторних розрахункiв зiйшлися.

10*. Задача «Dictionary» (www.olymp.vinnica.ua/index_ua.php?lng=ua&cid=127) — повний
розв’язок передбачає i зарахування програми сайтом, i написання мiкрореферату та йо-
го захист.

11*. Написати та захистити мiкрореферат на тему «Доведення формули 𝐶
𝑘
𝑛=𝐶𝑘

𝑛+𝑘−1».

12*. Написати та захистити мiкрореферат на тему «Доведення формули включень та виключень
для довiльного 𝑛».

13*. Довести тотожнiсть 𝐶𝑘
𝑚+𝑛 =

∑︀𝑘
𝑖=0𝐶

𝑖
𝑚 · 𝐶𝑘−𝑖

𝑛 , для 0 6 𝑘6 min(𝑚,𝑛) (достатньо будь-яким
одним способом, рекомендується через аналiз комбiнаторного смислу).
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14*. Реалiзувати програму, котра працює за тим же принципом, що ручне розв’язання завдан-
ня 43 зi стор. 109 (про некратнi 2, 3, 5, 7). Можливi мiри виконання завдання:
(а) межi дiапазону та значення простих дiльникiв вводяться, але кiлькiсть рiзних простих

дiльникiв константно дорiвнює 4;
(б) вводяться i межi дiапазону, i довiльна кiлькiсть довiльних простих значень дiльникiв;
(в) вводяться i межi дiапазону, i довiльна кiлькiсть довiльних значень дiльникiв, i цi дiль-

ники не зобов’язанi бути простими.

15*. Задача «AreaPlus» (www.olymp.vinnica.ua/index_ua.php?lng=ua&cid=133) — повний
розв’язок передбачає i зарахування програми сайтом, i написання мiкрореферату та його
захист. (Вказiвка. Застосувати рекурсивну реалiзацiю формули включень та виключень.)

16*. Довести спiввiдношення
∑︀𝑛−2

𝑘=2 (𝑘 − 1)(𝑛− 𝑘 − 1)=𝐶3
𝑛−1 (при 𝑛 > 4) двома способами: мето-

дом математичної iндукцiї та шляхом аналiзу комбiнаторного смислу частин спiввiдношен-
ня. (Вказiвка. Комбiнаторний смисл обох частин пов’язаний з дiагоналями многокутника;
як са́ме — слiд придумати.)

17*. Одного разу двоє випадкових знайомих, котрих звати 𝐴1 та 𝐴2, розговорилися про далеке
мiсто Н-ськ, у котрому проживає 𝑁 жителiв. З’ясувалося: 𝐴1 особисто знає 𝑚1 жителiв
Н-ська, а 𝐴2 —𝑚2 жителiв.
(а) Яка ймовiрнiсть того, що 𝐴1 та 𝐴2 обидва знають са́ме того жителя Н-ська, що виграв

у мiськiй лотереї? Хто саме виграв, не знаємо нi ми, нi 𝐴1 з 𝐴2, але це одна чiтко
визначена особа.

(б) Яка ймовiрнiсть того, що 𝐴1 та 𝐴2 мають серед жителiв Н-ська хоча б одного спiльного
знайомого?

18*. Довести, що при 𝑛 > 2, для всiх 0 < 𝑘 < 𝑛 виконується 𝐶𝑘
𝑛 6

𝑛𝑛

𝑘𝑘(𝑛− 𝑘)𝑛−𝑘
. (Вказiвка.

Один з можливих способiв доведення включає етап «довести для 𝑘 6 𝑛/2 модифiкованим
методом математичної iндукцiї».)

19*. Довести, що 𝐶𝑗+𝑘
𝑛 6𝐶𝑗

𝑛 ·𝐶𝑘
𝑛−𝑗 (двома способами: (1) перетворенням формул та матiндукцiєю;

(2) аналiзом комбiнаторного смислу).

20*. Обчислити 𝐶0
𝑛−𝐶2

𝑛+𝐶4
𝑛−𝐶6

𝑛+ . . . +(−1)(𝑛div2) mod 2𝐶
2(𝑛div2)
𝑛 .

Вказiвка. Придумати нестандартний спосiб поєднати бiном Ньютона та бiльш-менш вiдому
формулу, що вивчається в iншiй галузi математики (не дискретної).

21*. Задача «Pavement» (www.olymp.vinnica.ua/index_ua.php?lng=ua&cid=205) — повний
розв’язок передбачає i зарахування програми сайтом, i написання мiкрореферату та йо-
го захист.

22*. Задача «Racing» (www.olymp.vinnica.ua/index_ua.php?lng=ua&cid=183) — повний розв’язок
передбачає i зарахування програми сайтом, i написання мiкрореферату та його захист.

111



Порубльов I. М., посiбник «Дискретна математика»

5 Теорiя графiв та алгоритми на графах

5.1 Основнi означення теорiї графiв

5.1.1 Поняття графа. Основнi види графiв

Iнодi графи означають як «сукупнiсть точок площини, деякi пари яких з’єднанi лiнiями». Але нам
як програмiстам таке означення незручне, бо незручно подавати у комп’ютерi площину, точки i
лiнiї30. Тим паче, що головне у графi — сукупнiсть зв’язкíв, а не геометричне розмiщення.

(Наприклад, задача «Спортивний турнiр проходить за круговою системою (кожен грає з кожним
iншим учасником по однiй партiї, яка закiнчується перемогою одного з гравцiв). Знаючи всi результати,
з’ясувати, чи утворилося хоча б одне «зачароване коло» (𝑖1-й гравець виграв у 𝑖2-го, 𝑖2-й виграв у 𝑖3-го, . . . ,
𝑖𝑘−1-й виграв у 𝑖𝑘-го, i при цьому 𝑖𝑘-й виграв у 𝑖1-го)?» геть не геометрична, але типово «гра́фова».)

Тож будемо активно користуватися графiчними зображеннями (дiаграмами) графiв, але вва-
жати їх лише iлюстрацiями; «справжнє» ж означення графа спирається не на геометрiю чи
топологiю, а на теорiю множин.

Граф —це пара ⟨𝑉,𝐸⟩, де 𝑉 ̸=∅—множина вершин, 𝐸 —множина ре́бер, причому кожне ребро́
є парою вершин. Позначення 𝐺, 𝑉 та 𝐸 походять вiд англомовних термiнiв graph (граф), vertex 31

(вершина) та edge (ребро).
Кiлькiсть вершин графа (|𝑉 |) традицiйно позначають як 𝑛, кiлькiсть ребер (|𝐸|) — як 𝑚.

Вершини графа найчастiше позначають 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛 (або 𝑣[1], 𝑣[2], . . . , 𝑣[𝑛]). В разi потреби
можуть бути використанi й iншi позначення (наприклад, номери, але не по порядку, або навiть
словеснi назви) — аби лише позначення усiх вершин були попарно рiзними. Ре́бра графа часто
не позначають, а задають безпосередньо парами вершин.

Орiєнтованi та неорiєнтованi Для неорiєнтованих графiв (геометрично — лiнiям, якi
з’єднують вершини, не заданi напрямки) ре́бра є невпорядкованими парами вершин, тобто
{𝑣𝑖, 𝑣𝑗}— те саме, що {𝑣𝑗 , 𝑣𝑖}.

Наприклад, граф, який можна зобразити будь-яким з наведених рисун-
кiв, складається з множини́ вершин 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} та множини́ ребер 𝐸 =
={{𝑣1, 𝑣2}, {𝑣2, 𝑣3}}.

𝑣1
𝑣2 𝑣3 𝑣1

𝑣2 𝑣3

Для орiєнтованих графiв (геометрично — лiнiям, що з’єднують вершини, приписанi напрямки,
i наявнiсть зв’язку в один бiк не залежить вiд наявностi зв’язку в iнший бiк) ре́бра є впорядко-
ваними парами. Ре́бра орграфiв називають також ду́гами (укр., рос. — «дуга́», англ. — «arc»).

Переклади iнших термiнiв: «неорiєнтований граф»— рос. «неориентированный граф», англ.
«undirected graph»; «орiєнтований граф»— рос. «ориентированный граф», англ. «directed graph»;
укр. та рос. мовами «орiєнтований граф» дуже часто скорочують до «орграф», аналогiчне скоро-
чення англ. мовою «digraph» iснує, але не настiльки широко вживане.

Ми будемо записувати пари вершин неорiєнтованих ребер у фiгурних дужках (наприклад,
{𝑣𝑖, 𝑣𝑗}) i казати, що таке ребро має два кiнцi 𝑣𝑖 та 𝑣𝑗 , або ж з’єднує 𝑣𝑖 та 𝑣𝑗 ; пари вершин дуг — у
кутових дужках (наприклад, ⟨𝑣𝑖, 𝑣𝑗⟩)32 i казати, що 𝑣𝑖 — початок дуги́, 𝑣𝑗 — кiнець (або що дуга
виходить з 𝑣𝑖 i заходить у 𝑣𝑗).

Рос. переклади цих термiнiв: «два конца»; «соединяет 𝑣𝑖 и 𝑣𝑗»; «начало»; «конец»; «выхо-
дит из 𝑣𝑖»; «заходит в 𝑣𝑗». Англ. переклади: «two endpoints»; «joins 𝑣𝑖 and 𝑣𝑗», or «connects 𝑣𝑖
and 𝑣𝑗», or «is incident on 𝑣𝑖 and 𝑣𝑗»; «initial vertex» or «tail»; «terminal vertex» or «head»;
«leaves 𝑣𝑖» or «is incident from 𝑣𝑖»; «enters 𝑣𝑗» or «is incident to 𝑣𝑗».

Пе́тлi Петля́ (рос. «петля́», англ. «self-loop») — це ребро, що заходить у ту ж вершину, з якої
вийшло. Часто вважають, що орграфи можуть мiстити пе́тлi, а неорiєнтованi графи— нi; але це
обмеження може й порушуватися.
𝑣1 𝑣2

𝑣3

Наприклад, орграф з петлями (див. рис.) складається з множини́ вершин
𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} та множини́ дуг 𝐸 = {⟨𝑣1, 𝑣2⟩ , ⟨𝑣2, 𝑣1⟩ , ⟨𝑣2, 𝑣3⟩ , ⟨𝑣3, 𝑣3⟩}.

30причому лiнiї не зобов’язанi бути вiдрiзками прямих!
31множи́нна форма (у граматичному смислi, рос. «множественное число», англ. «plural») сло́ва vertex утворює-

ться не за правилами англiйської мови, а сумiшшю правил латинської та англiйської мов: vertices
32У багатьох книжках використовується iнша система позначень: i неорiєнтованi ре́бра, i ду́ги записують у кру-

глих дужках: (𝑣𝑖, 𝑣𝑗). Але ж це менш iнформативно. . .
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(Таким чином, для орграфiв з петлями дуга може бути будь-якою впорядкованою парою вершин,
тобто будь-яким елементом декартового квадрата 𝑉 2; вiдповiдно, множина дуг 𝐸 може бути довiльною
пiдмножиною 𝑉 2. А пiдмножина 𝑉 2 є бiнарним («у вузькому смислi») вiдношенням на множинi 𝑉 . Отже,
орграфи з петлями являють собою бiнарнi вiдношення, неорiєнтованi безпетельнi графи можна вважати
iррефлексивними симетричними вiдношеннями, тощо. Ми не будемо сильно заглиблюватися у цей вза-
ємозв’язок (бо iсторично склалося, що теорiю графiв розглядають як окремий роздiл), але iнодi все ж
використовуватимемо його.)

Мультиграфи та графи без кратних ребер У мультиграфах (рос. «мультиграф», англ.
«multigraph») дозволенi рiзнi ре́бра, що з’єднують одну й ту ж пару вершин; формально, 𝐸 —
не класична множина, а мультимножина (пари вершин належать 𝐸 стiльки разiв, скiльки є
вiдповiдних ребер).

(Наприклад, мультиграфи потрiбнi, коли дослiджують питання «яку мiнiмальну кiлькiсть дорiг по-
трiбно перекрити, щоб стало неможливим доїхати з пункту 𝐴 до пункту 𝐵», а деякi пари пунктiв зв’язанi
бiльш нiж однiєю дорогою.

Властивiсть «мульти-» незалежна вiд попереднiх розглянутих. Тобто, можна розглядати i неорiєнто-
ванi мультиграфи, i мультиорграфи. . . )

Для мультиграфiв слiд нумерувати ре́бра, бо коли задана лише пара вершин, може бути
не ясно, про яке са́ме ребро йде мова.

Зваженi та не зваженi Зва́женi (рос. «взве́шенные», англ. «weighted») графи передбачають,
що кожному ребру приписане дiйсне число, яке називають довжиною або вагою (рос. «длина́»,
«вес», англ. «weight»).

(Наприклад, для автомобiльної дороги суттєвий не лише факт її наявностi, а ще й довжина (у кiло-
метрах); при плануваннi поїздки мiжмiським громадським транспортом суттєва не лише наявнiсть рейсу,
а й вартiсть проїзду; тощо.

Властивiсть зваженостi теж незалежна вiд попереднiх розглянутих.

Зважений граф називають також «мережа» (рос. «сеть», англ. «network»); ми не вживатимемо цей
термiн, бо вiн має надто багато iнших значень.)

За такою класифiкацiєю, в принципi можливi 2×2×2×2=16 рiзновидiв графiв. Деякi з них
розглядають значно частiше за iншi. Зокрема, часто розглядають простi (рос. «простые»,
англ. «simple») — неорiєнтованi, не зваженi, без кратних ребер («не мульти-»), без петель.

Степенi вершин Степiнь (рос. «степень», англ. «degree») вершини неорiєнтованого графа—
це кiлькiсть ребер, для яких ця вершина є одним з кiнцiв. Степiнь вершини 𝑣𝑖 позначається 𝑑(𝑣𝑖).
Якщо розглядають неорiєнтованi графи з петлями, вважають, що петля {𝑣𝑖, 𝑣𝑖} збiльшує 𝑑(𝑣𝑖)
на 2.

Для вершин орграфiв рахують окремо напiвстепiнь ви́ходу (кiлькiсть дуг, для яких вершина є
початком; рос. «полустепень исхо́да», англ. «out-degree»; позначатимемо 𝑑𝑜𝑢𝑡(𝑣𝑖)) та напiвстепiнь
захо́ду (вiн же напiвстепiнь входу — кiлькiсть дуг, для яких вершина є кiнцем; рос. «полустепень
захо́да», англ. «in-degree»; 𝑑𝑖𝑛(𝑣𝑖)). Петля додає по 1 в обидва напiвстепенi.

(Поширена також красива й коротка нотацiя, де напiвстепенi входу та виходу позначають 𝑑+ та 𝑑−

вiдповiдно. Але, на жаль, у деяких книгах 𝑑− i 𝑑+ мають в точностi протилежний смисл: 𝑑−(𝑣𝑖)—кiлькiсть
дуг, що заходять у 𝑣𝑖, 𝑑+(𝑣𝑖)—кiлькiсть дуг, що виходять з 𝑣𝑖. Тому́ в цьому посiбнику вибрано позначення
𝑑𝑖𝑛 та 𝑑𝑜𝑢𝑡.)

Для будь-якого орграфа сума напiвстепенiв виходу всiх вершин дорiвнює сумi напiвстепенiв

заходу всiх вершин; для будь-якого неорiєнтованого графа сума степенiв усiх вершин па́рна.

Доведення. Напiвстепенi ви́ходу та захо́ду «з’являються» лише «завдяки» ду́гам; кожна дуга вно-
сить по одиничцi i в напiвстепiнь ви́ходу (свого початку), i в напiвстепiнь захо́ду (свого кiнця). Для неорi-
єнтованих графiв, кожне ребро збiльшує суму степенiв вершин на 2 (по одиничцi для кожного зi своїх
кiнцiв, якщо не петля, або згiдно примiтки в означеннi, якщо петля). �

(Частину цього твердження, що стосується неорiєнтованих графiв без петель, називають лемою про
рукостискання (рос. «лемма о рукопожатиях», англ. «handshaking lemma»). Ця назва пов’язана з тим,
що її можна сформулювати як «нехай зустрiлася група людей; частина з них привiталися, потиснувши
один о́дному руки; порахуємо для кожної людини, зi скiлькома iншими людьми вона привiталась; якщо
додати цi кiлькостi (для всiх людей), гарантовано вийде па́рне число».)
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У будь-якому простому графi (крiм одновершинного) є щонайменше двi вершини однакового

степеню.
Доведення. Максимально можливе значення степеню дорiвнює 𝑛−1.
А) Нехай у графi є (хоча б одна) iзольована вершина. Тодi не може бути вершини зi степенем 𝑛−1

(з неї ре́бра мали б iти в усi iншi вершини, в т. ч. в iзольовану, а такого не може бути). Значить, степенi
вершин такого графа можуть набувати лише значення 0, 1, . . . , 𝑛−3, 𝑛−2— всього 𝑛−1 варiант.

Б) Нехай у графi нема iзольованих вершин. Тодi степенi можуть набувати значення 1, 2, . . . , 𝑛−2,
𝑛−1— теж 𝑛−1 варiант.

У кожному з випадкiв 𝑛 «примiрникiв значень» степеню (для кожної вершини), i вони мусять роз-
подiлитися по 𝑛−1 «типам значень». Значить (за принципом Дирихле, див. також стор. 73), хоча б два
«примiрники» потраплять до одного й того ж «типу». �

Спецiальнi означення для простих графiв Вершину, степiнь якої=0, називають iзольованою
(рос. «изолированная», англ. «isolated»). Вершину, степiнь якої=1— висячою, або кiнцевою (рос.
«висячая», «концева́я»; англ. «leaf », рiдше «pendant»)33. На рис. (c) 𝑣4 та 𝑣10 iзольованi, 𝑣3, 𝑣8
та 𝑣9 висячi.

𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑣4

𝑣5
(a)

𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑣4

𝑣5
(b)

𝑣1
𝑣2
𝑣3
𝑣4
𝑣5

𝑣6
𝑣7
𝑣8
𝑣9
𝑣10

(c)

𝑣1
𝑣2
𝑣3
𝑣4
𝑣5

𝑣6

𝑣7

(d)
Граф, усi вершини якого мають однаковi (рiвнi) степенi, називають регулярним (або одно-

рiдним; рос. «регулярный», «однородный», англ. «regular»). Графи з рис. (a) та (b) регулярнi,
з рис. (c) та (d) — нi.

Граф, у якому кожна пара вершин з’єднана ребром, називають повним (рос. «полный», англ.
«complete») i позначають 𝐾𝑛. Такий граф регулярний, степенi його вершин = 𝑛−1 (бо ре́бра
йдуть в усi iншi вершини). На рис. (b) зображено 𝐾5.

Граф, множина вершин якого 𝑉 може бути розбита34 на двi пiдмножини́ 𝑉1 та 𝑉2 так, що для
кожного ребра́ один з кiнцiв належить 𝑉1, а iнший — 𝑉2, називають дводольним (iнодi двочастко-
вим; рос. «двудольный», англ. «bipartite»). Якщо кожна вершина 𝑉1 зв’язана ребром з кожною
вершиною 𝑉2, такий граф називають повним дводольним i позначають 𝐾𝑝,𝑞 (де 𝑝 = |𝑉1|, 𝑞 = |𝑉2|).
На рис. (d) зображено 𝐾5,2. На рис. (c) зображено неповний дводольний граф. Очевидне з дi-
аграми розбиття його вершин на «лiву» та «праву» долi ({𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} та {𝑣6, 𝑣7, 𝑣8, 𝑣9, 𝑣10})
не єдине; приклад iншого розбиття — {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣8, 𝑣9, 𝑣10} та {𝑣5, 𝑣6, 𝑣7}.
Спецiальнi означення для орграфiв Вершину, обидва напiвстепенi якої = 0, називають iзо-
льованою. Вершину, в яку не заходить жодна дуга (𝑑𝑖𝑛(𝑣𝑖) = 0), називають недосяжною. Вершину,
з якої не виходить жодна дуга (𝑑𝑜𝑢𝑡(𝑣𝑖) = 0), називають тупиковою.

(Поширена також термiнологiя, де не iзольовану недосяжну вершину називають джерело (рос. «исто-
чник», англ. «source»), не iзольовану тупикову — стiк (рос. «сток», англ. «sink»). Але пiд цими ж словами
часто мають на увазi iншi поняття. . . )

5.1.2 Iзоморфiзм

Ми вже вiдзначали, що граф визначається сукупнiстю зв’язкiв (а не геометричними спiввiдно-
шеннями), i наводили приклади геометрично рiзних зображень одного й того ж графа.

А графи з рис. праворуч вважаються рiзними: перший мiстить ре-
бро {𝑣2, 𝑣3} й не мiстить ребра́ {𝑣1, 𝑣3}, дру́гий — навпаки.

𝑣1
𝑣2 𝑣3

𝑣2
𝑣1 𝑣3

Але ж природньо вважати їх якщо не «однаковими», то хоча б «схожими» або «рiвноцiнними».
Са́ме такого роду «схожiсть» i формалiзується за допомогою поняття iзоморфiзму графiв.

33слово «pendant» вiдповiдає слову «висяча», тож пiсля «pendant» слiд писати «vertex»; слово ж «leaf» само по
собi вiдповiдає всьому словосполученню «висяча вершина»

34у смислi теоретико-множинного розбиття: 𝑉1 ∩ 𝑉2 = ∅, 𝑉1 ∪ 𝑉2 = 𝑉 ; див. також стор. 65
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Графи 𝐺1 = ⟨𝑉1, 𝐸1⟩ та 𝐺2 = ⟨𝑉2, 𝐸2⟩ iзоморфнi (рос. «изоморфны», англ. «isomorphic»), коли
iснує бiєктивна функцiя 𝜙 : 𝑉1 → 𝑉2 така, що {𝜙(𝑣𝑖), 𝜙(𝑣𝑗)} ∈ 𝐸2⇔{𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ∈ 𝐸1.

(Зокрема, для щойно згаданих графiв можна розглянути бiєкцiю 𝜙(𝑣1)= 𝑣2, 𝜙(𝑣2)= 𝑣1, 𝜙(𝑣3)= 𝑣3;
тодi ребро {𝑣1, 𝑣2} 1-го графа вiдповiдає ребру {𝑣2, 𝑣1}={𝑣1, 𝑣2} дру́гого, ребро {𝑣2, 𝑣3}—ребру {𝑣1, 𝑣3}.)

Простiше кажучи, два графи iзоморфнi, коли можна провести таке перенумерування вершин
одного з них, що внаслiдок нього стануть однаковими i множи́ни вершин, i множи́ни ребер.

Звичайно, iзоморфними можуть бути лише графи однакового виду. Причому, для орграфiв
ду́ги мають стати однаковими са́ме як ду́ги (з урахуванням напрямку); для мультиграфiв мають
стати однаковими кiлькостi ребер; для зважених графiв — довжи́ни ребер.

(Поняття iзоморфiзму (як невiдрiзнюваностi пiсля деякого перетворення) використовується не тiльки
у теорiї графiв, а й у багатьох iнших галузях математики (не лише дискретної). А дослiвний переклад
сло́ва «iзоморфiзм»— «однаковоформнiсть».)

Перевiрка iзоморфностi графiв — досить складна́ задача. Причому, в теорiї все просто: досить перебра-
ти можливi бiєкцiї вершин i для кожної перевiрити, чи однаковi вийшли множи́ни ребер. . . Але кiлькiсть
усiх можливих бiєкцiй дорiвнює 𝑛! (де 𝑛—кiлькiсть вершин графа), а це забагато навiть для комп’ютера.
Програма, що перебирає всi можливi бiєкцiї, при 𝑛 = 11 працюватиме на сучасному (тактова частота
кiлька гiгагерцiв) комп’ютерi кiлька секунд, при 𝑛 = 14—кiлька годин, при 𝑛 = 17—кiлька рокiв. Причо-
му, прогрес «залiза» майже не вирiшує проблему: якщо взяти суперкомп’ютер (швидший у тисячi разiв),
при 𝑛 = 17 така програма працюватиме багато годин (замiсть кiлькох рокiв), але варто узяти 𝑛 > 20, як
рахунок знову пiде на роки, сторiччя, тощо.

На щастя, насправдi нема потреби перебирати абсолютно всi 𝑛! бiєкцiй. З наведеного далi прикладу
видно, що об’єм перебору можна зменшити за рахунок простої iдеї: як тiльки вибрана якась частина бiєкцiї
(спiвставленi лише деякi пари вершин), зразу ж перевiряти, чи не утворює такий «початок» суперечностi;
якщо утворює, то доуточняти вiдповiднiсть по iншим вершинам нема потреби, бо потрiбного результату
все одно не буде. Бiльш детально про цю iдею див. у лiтературi з програмування та аналiзу алгоритмiв
за ключовими словами «back-tracking» та «вiдтинання при переборi».

Але вiдтинання дозволяють лише дещо оптимiзувати перебiр; способiв, що дозволили б повнiстю по-
збутися перебору при дослiдженнi iзоморфiзму, наука не знає. До того ж, вплив вiдтинань на скорочення
обсягу перебору дуже сильно залежить вiд конкретних вхiдних даних. Трапляються i пари великих (на-
приклад, 𝑛 > 100) графiв, iзоморфiзм яких можна перевiрити досить швидко, i «особливо незручнi» пари
вiдносно невеликих (наприклад, 𝑛 ≈ 40) графiв, дослiдження iзоморфiзму яких потребу́є нереально вели-
кого часу роботи сучасного комп’ютера.

Перш нiж запускати перебiр можливих бiєкцiй, варто перевiрити деякi iнварiанти, тобто властивостi,
якi для iзоморфних графiв гарантовано однаковi.

Найпростiшим iнварiантом є кiлькiсть вершин та кiлькiсть ребер. Трохи «потужнiший» iнварiант —
сукупнiсть (мультимножина) степенiв вершин графа (для орграфiв — сукупнiсть пар ⟨𝑑𝑖𝑛, 𝑑𝑜𝑢𝑡⟩).

Якщо у графах рiзна кiлькiсть вершин або ребер, графи точно не iзоморфнi. Так само, якщо у графiв
рiзна сукупнiсть степенiв вершин, вони теж не можуть бути iзоморфними. Але нi однаковiсть кiлькостей
вершин та ребер, нi однаковiсть мультимножин степенiв не гарантує iзоморфностi.

Наприклад, графи, наведенi на рис. праворуч, не iзоморфнi, хоча вищезгаданi iнварiанти
для них однаковi.

Вiдомi ще кiлька (трохи складнiших) iнварiантiв iзоморфiзму. Тiльки всi вони теж є обов’язковими,
але не достатнiми умовами. Тому́ й виходить, що аналiз iнварiантiв допомагає сильно скоротити перебiр,
але не позбутися його повнiстю.

Наведемо приклад дослiдження iзоморфностi двох графiв (див.

𝑣[2]

𝑣[5]

𝑣[1]

𝑣[3]

𝑣[6]

𝑣[4]

𝑤[1]

𝑤[3]

𝑤[4] 𝑤[5]

𝑤[2]

𝑤[6]

рис.). Для 1-го графа сукупнiсть степенiв має вигляд {2, 4, 5, 2, 3, 4},
для 2-го — {4, 4, 3, 2, 5, 2}. Вони однаковi (з точнiстю до порядку),
отже поки що є шанс, що графи iзоморфнi.

Степiнь 5 мають лише вершина 𝑣[3] (1-го графа) та 𝑤[5] (2-го).
Значить, якщо бiєкцiя взагалi iснує, то має бути 𝜙(𝑣[3])=𝑤[5]. Ана-
логiчно, 𝜙(𝑣[5]) =𝑤[3] (лише вони мають степiнь 3). Зразу ж пе-
ревiряємо, що {𝑣[3], 𝑣[5]} ∈ 𝐸1 i {𝑤[3], 𝑤[5]} ∈ 𝐸2, тобто цей «початок» бiєкцiї не порушує вимогу про
вiдповiднiсть ребер.

На цьому завершуються «гарантованi» висновки, i починається перебiр.
Почнемо з вершин зi степенем 4. Спробуємо спiвставити 𝑣[2]↔𝑤[1]. Це припущення правдоподi-

бне, бо {𝑣[2], 𝑣[3]} ∈ 𝐸1⇔{𝑤[1], 𝑤[5]} ∈ 𝐸2 i {𝑣[2], 𝑣[5]} ∈ 𝐸1⇔{𝑤[1], 𝑤[3]} ∈ 𝐸2 виконуються. Тодi 𝑣[6]↔
↔𝑤[2] (бо зi степенем 4 лишилися тiльки вони); знов перевiряємо вiдповiднiсть ребер: {𝑣[2], 𝑣[6]} ∈ 𝐸1⇔
⇔{𝑤[2], 𝑤[1]} ∈ 𝐸2, {𝑣[3], 𝑣[6]} ∈ 𝐸1⇔{𝑤[2], 𝑤[5]} ∈ 𝐸2 i {𝑣[5], 𝑣[6]} ∈ 𝐸1⇔{𝑤[2], 𝑤[3]} ∈ 𝐸2 виконуються.
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Перейдемо до степеню 2. Спроба спiвставити 𝑣[4]↔𝑤[4] не призводить до успiху, бо при такiй бiєкцiї
ребру {𝑣[4], 𝑣[6]} ∈ 𝐸1 мало б вiдповiдати ребро {𝑤[4], 𝑣[2]} (а такого ребра́ у 𝐸2 нема). Але є ще варiант
𝑣[1]↔𝑤[4], 𝑣[4]↔𝑤[6]. Для нього вiдповiдностi ребер {𝑣[1], 𝑣[2]} ∈ 𝐸1⇔{𝑤[4], 𝑤[1]} ∈ 𝐸2, {𝑣[1], 𝑣[3]} ∈ 𝐸1⇔
⇔{𝑤[4], 𝑤[5]} ∈ 𝐸2, {𝑣[4], 𝑣[3]} ∈ 𝐸1⇔{𝑤[6], 𝑤[5]} ∈ 𝐸2 i {𝑣[4], 𝑣[6]} ∈ 𝐸1⇔{𝑤[6], 𝑤[2]} ∈ 𝐸2 виконуються.

Отже, дослiджуванi графи iзоморфнi; однiєю з бiєкцiй вершин, що забезпечують вiдповiднiсть ребер,

є
𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4] 𝑣[5] 𝑣[6]

𝑤[4] 𝑤[1] 𝑤[5] 𝑤[6] 𝑤[3] 𝑤[2]
.

Якби остання перевiрка вiдповiдностi ребер завершилася невдало, це не означало б, що графи не iзо-
морфнi; в такому разi слiд було б повернутися на один рiвень вгору по дереву перебору, розглянути iншу
спробу бiєкцiї для вершин степеню 4, для неї заново розглянути можливi вiдповiдностi ще не спiвставлених
вершин. . .

5.1.3 Пiдграфи

Граф 𝐺2 = ⟨𝑉2, 𝐸2⟩ є пiдграфом (рос. «подграф», англ. «subgraph») графа 𝐺1 = ⟨𝑉1, 𝐸1⟩, коли
(𝑉2 ⊆ 𝑉1)∧ (𝐸2 ⊆ 𝐸1).

(Iншими словами, 𝐺2 є пiдграфом 𝐺1 тодi й тiльки тодi, коли 𝐺2 можна отримати з 𝐺1 виламуванням
деяких ребер та/або вилученням деяких вершин (коли вилучається не iзольована вершина, разом з нею
вилучаються i пов’язанi з нею ре́бра).

𝑣1 𝑣2
𝑣3

𝑣4

𝑣5 𝑣6
𝐺1

𝑣1 𝑣2
𝑣3

𝑣4

𝑣5 𝑣6
𝐺2

𝑣1 𝑣2
𝑣3 𝑣4
𝑣5 𝑣6

𝐺3

𝑣3
𝑣4

𝑣5 𝑣6
𝐺4

𝑣1
𝑣2

𝑣3 𝑣4
𝐺5

𝑣1 𝑣2
𝑣3 𝑣4
𝑣5 𝑣6

𝐺6

Наприклад, серед графiв, наведених на рис., 𝐺2, 𝐺3 та 𝐺4 є пiдграфами графа 𝐺1. Кожен з графiв
𝐺5, 𝐺6 мiстить ребро {𝑣[2], 𝑣[4]} (якого нема у 𝐺1), тому вони не є пiдграфами 𝐺1 (не зважаючи на
iзоморфнiсть 𝐺5 з 𝐺4, котрий є пiдграфом 𝐺1).

Увесь граф теж є пiдграфом само́го себе. Щоб сказати «пiдграф, не рiвний усьому графу», кажуть
власний пiдграф (аналогiчно власнiй пiдмножинi).)

Пiдграф називають остовним35 (або каркасним, або стяжним, або кiстяковим; рос.
«о́стовный», рiдше «скелетный», «каркасный»; англ. «spanning»), коли (𝑉2 = 𝑉1)∧ (𝐸2 ⊆ 𝐸1),
тобто множина вершин пiдграфа дорiвнює множинi вершин початкового графа.

(Серед наведених на рис., остовними пiдграфами графа 𝐺1 є графи 𝐺2 та 𝐺3 (𝐺6 не є, бо вiн взагалi
не пiдграф).)

Пiдграф правильний (рос. «правильный», англ. «full»), коли (𝑉2 ⊆ 𝑉1)∧ (𝐸2 = 𝐸1 ∩ 𝑉 2
2 ), тоб-

то коли пiдграф мiстить усi можливi ре́бра, обидва кiнцi яких належать вибранiй пiдмножинi
вершин. Правильний пiдграф з множиною вершин 𝑉2 називають також «пiдграф, породжений

(множиною) 𝑉2» (рос. «подграф, порождённый 𝑉2», англ. «subgraph, induced by 𝑉2»).
(На рис. наведений лише один правильний пiдграф 𝐺1 — граф 𝐺4 (породжений {𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6}). Термiни

«правильний» i «породжений» зазвичай не поєднують, бо саме́ вживання термiну «породжений» означає,
що мова йде са́ме про правильний пiдграф.)

(На жаль, у цьому питаннi є рiзнi варiанти термiнологiї. У багатьох книжках (особливо радянських)
те, що ми назвали пiдграфом, називають «частиною графа», тодi як «пiдграфом» називають лише те, що
ми назвали правильним пiдграфом.)

5.2 Способи подання графiв

Ми розглянемо чотири основнi способи подання́ графiв. Звичайно, це лише найбiльш вживанi
способи, й нiхто не забороняє в разi потреби придумувати й застосовувати iншi структури.

35Са́ме остовний, нi в якому разi не «основий». Укр. мовою поширенi два варiанти наголосу — «осто́вний» i
«о́стовний», рос. — лише «о́стовный». Поширена також думка, за якою українською слiд говорити або «карка́сний»,
або «кiстяко́вий», або «стяжни́й», але не «остовний». Але надто вже призвичаїлося використання абревiатур
«ОДМВ» та «МОД» (розд. 5.8.2), а деякi словники української мови все ж мiстять слово «о́стов». . .
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5.2.1 Матриця iнциденцiй

Iсторично перший спосiб подання́ графiв —матриця iнциденцiй (рос. «матрица инциденций»,
англ. «incidence matrix»). Це матриця розмiром 𝑛 × 𝑚 (тобто рядки вiдповiдають вершинам,
стовпчики — ребрам (дугам)), елементами якої можуть бути:

1. для неорiєнтованих графiв:
(а) 0—ребро не має стосунку до вершини,
(б) 1— вершина є одним iз кiнцiв ребра́;

2. для орграфiв:
(а) 0—дуга не має стосунку до вершини,
(б) −1—дуга виходить з вершини,
(в) +1—дуга заходить у вершину;

3. для (ор)графiв з петлями, додатково до вказаних з’являється значення
� 2—ребро є петлею при вершинi.

Приклад:

𝑣[1]

𝑣[2]
𝑣[3]

𝑣[4]

𝑒[
1
]=

⟨𝑣
[1
],
𝑣
[2
]⟩

𝑒[
2
]=

⟨𝑣
[2
],
𝑣
[1
]⟩

𝑒[
3
]=

⟨𝑣
[2
],
𝑣
[3
]⟩

𝑒[
4
]=

⟨𝑣
[3
],
𝑣
[1
]⟩

𝑒[
5
]=

⟨𝑣
[3
],
𝑣
[4
]⟩

𝑣[1] −1 1 0 1 0
𝑣[2] 1 −1 −1 0 0
𝑣[3] 0 0 1 −1 −1
𝑣[4] 0 0 0 0 1

У переважнiй бiльшостi задач матриця iнциденцiй не зручна i дуже неекономна за обсягом
потрiбної пам’ятi. Але бувають випадки, коли вона все ж доцiльна.

(Зокрема, випадок, заради якого i придумували цю матрицю. Придумав її Кiрхгоф— той са́мий, ко-
трий сформулював закони електричних кiл (контурiв); дру́гий закон Кiрхгофа звучить «для кожного
замкненого ко́ла сума падiнь напруги дорiвнює сумi е. р. с.». Щоб скласти за цим законом систему рiв-
нянь для конкретної електричної схеми, слiд вибрати кiлька замкнених кiл цiєї схеми; причому, вибрати
треба такi кола, щоб утворенi рiвняння не були лiнiйно залежними. Все це досить зручно робити са́ме
через матрицю iнциденцiй. Втiм, це був лише лiричний вiдступ, смисл якого — нагадати, що дискретна
математика має зв’язок з багатьма технiчними дисциплiнами. Для подальшого вивчення теорiї графiв
закони Кiрхгофа не потрiбнi.)

Ще аналоги матрицi iнциденцiй бувають зручнi для подання деяких об’єктiв, якi схожi на графи,
але, строго кажучи, не є графами. Зокрема, т. зв. гiперграфiв (рос. «гиперграф», англ. «hypergraph»),
де кожне ребро являє собою не обов’язково пару вершин, а пiдмножину з довiльною кiлькiстю вершин.
Прикладом може бути вiдношення «тролейбус . . . проїжджає через . . . » та його матриця (див. розд. 1.6.2,
2.5.1, 2.5.3): маршрути зв’язують мiсця́, i цим схожi на ре́бра; маршрут може проходити через кiлька мiсць
(не обов’язково два), тому не є класичним ребром. Матрицю такого вiдношення (особливо, транспоновану
вiдносно вигляду з розд. 1.6.2) можна трактувати як аналог матрицi iнциденцiй: де маршрут (гiперребро)
проходить через визначне мiсце (вершину), там 1, де не проходить, там 0.

5.2.2 Матриця сумiжностi

Матриця сумiжностi (рос. «матрица смежности», англ. «adjacency matrix») — матриця роз-
мiром 𝑛 × 𝑛, тобто i рядки, i стовпчики її вiдповiдають вершинам. На перетинi 𝑖-го рядка i 𝑗-го
стовпчика ставиться 1, якщо є ребро (дуга) iз вершини 𝑣[𝑖] у вершину 𝑣[𝑗], або 0, якщо такого

ребра́ (дуги́) немає: 𝑎𝑖𝑗 =
{︀ 1, є ребро 𝑣𝑖 → 𝑣𝑗 ;
0, iнакше.

Розглянемо той самий орграф, для якого будували матрицю iнциденцiй. Його
матриця сумiжностi має вигляд:

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠
Матрицю сумiжностi однаково легко застосувати i до неорiєнтованих графiв, i до орграфiв.

При цьому, для неорiєнтованих графiв матриця обов’язково симетрична, а для орграфiв, як пра-
вило, нi. Щоб подавати (ор)графи з петлями, достатньо дозволити, щоб на головнiй дiагоналi
могли бути i нулi (петл́i нема), i одиницi (петля є). При поданнi мультиграфiв, пишуть не оди-
ничку, а кiлькiсть ребер (дуг); вiдсутнiсть ребер (дуг) позначають нулем. При поданнi зважених
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графiв, замiсть одинички пишуть довжину вiдповiдного ребра́. З вiдсутнiстю ребра́ трохи гiрше:
якщо гарантовано не буває ребер довжиною 0, вiдсутнiсть можна позначати так само нулем; але
поширений також варiант «ставити на мiсця, де нема ребра́, +∞».

(З тих мiркувань, що для типової для зважених графiв задачi пошуку найкоротших (найдешевших)
шляхiв +∞ рiвноцiнна вiдсутностi ребра́. При комп’ютерному поданнi, за +∞ можна бра́ти або дуже
велике число (як-то const double INFTY=1e+300), або нескiнче́ннiсть засобами сами́х типу з рухомою
комою (floating point) та мови програмування: якщо написати double a = exp(1e6) i виконати з цiєю a

арифметичнi дiї — у бiльшостi сучасних компiляторiв це не лише скомпiлюється, а й виведе осмиленi
результати; але, на жаль, все ще можливi й ситуацiї, коли це призводить до помилки.)

Єдина комбiнацiя видiв графiв, для якої практично нереально пристосувати матрицю сумi-
жностi — зваженi мультиграфи.

Чи ефективно використовує пам’ять матриця сумiжностi? Це iстотно залежить вiд т. зв. щiль-
ностi графа. Взагалi iснує строге означення щiльностi, яке виражає її парою чисел; але ми його
розглядати не будемо, обмежившися приблизними описовими означеннями крайнiх випадкiв:

Розрíджений граф Щíльний граф
(рос. «разре́женный», англ. «sparse») (рос. «плотный», англ. «dense»)
кiлькiсть ребер спiвмiрна з кiлькiстю вершин
(𝑚 ∼ 𝑛)

присутня значна частина з усiх можливих ребер
(𝑚 ∼ 𝑛2)

1 2

3

4

5

6 7

8 9

10 11

12

(𝑛=12, 𝑚=16)

1
2

3

4

5
6

7
8

9

10

11
12

(𝑛=12, 𝑚=60)
дуже неефективне використання пам’ятi — велика
кiлькiсть комiрок без толку зайнята нулями; деякi
iншi способи уникають цього

непогана ефективнiсть використання пам’ятi матри-
цею сумiжностi36 — ре́бра все одно треба десь три-
мати, й iншими способами краще не буде

(Автору посiбника вiдомо, що на малюнку колонки «щiльний граф» дуже тяжко щось розiбрати.
Але са́ме цей граф взагалi важко намалювати якось зручнiше! Тому й вивчаємо способи подання, що
зображення графiв малюночками має недолiки й обмеження. . . )

5.2.3 Списки сумiжностi

У списках сумiжностi (рос. «списки смежности», англ. «adjacency lists») для кожної вершини
вказують перелiк вершин, куди йдуть ре́бра (ду́ги) з неї.

Наприклад, списки сумiжностi (все того ж орграфа) наведенi праворуч.
Причому, якби список вершини 2 був “3, 1”, це був би iнший правильний
запис того ж орграфа. Але переставляти цiлi рядки́ (вершина i її спи-
сок), як-то спочатку 3 : 1, 4, потiм 1 : 2, тощо — погана iдея, бо швидко
знаходити потрiбний рядок значно легше, коли вони по порядку i без про-
пускiв.

вершина перелiк вершин, ку-
ди йдуть ду́ги з неї

1 2
2 1, 3
3 1, 4
4 ∅

Для неорiєнтованих графiв кожне ребро {𝑣𝑖, 𝑣𝑗} (при 𝑖 ̸= 𝑗) записується двiчi: значенням 𝑗
у списку 𝑖-ої вершини та значенням 𝑖 у списку 𝑗-ої.

Списки сумiжностi легко модифiкуються пiд рiзнi види графiв. Зокрема, для мультиграфiв
вершина може багатократно зустрiчатися в одному перелiку; для зважених графiв елементами
спискiв є не сам́i номери вершин, а па́ри ⟨номер вершини, куди йде ребро; довжина цього ребра́⟩.

(До речi, при такому пiдходi можливе i подання зважених мультиграфiв.)

Для використання всiх переваг спискiв сумiжностi, пам’ять пiд перелiки вершин бажано ви-
дiляти динамiчно i незалежно один вiд о́дного. Якщо зберiгати цi перелiки у масивах, розмiри
яких заданi «з запасом», не вийде нiякої економiї пам’ятi порiвняно з матрицею сумiжностi.

Не можна i робити їх надто короткими, бо бувають розрiдженi графи, де деякi

вершини є кiнцями багатьох ребер.

36Для не мульти- незважених графiв (де елементи матрицi лише 0 та 1), мовою C++ можна додатково зеконо-
мити пам’ять, використавши vector<vector<bool> >, який пакує true та false у окремi бiти, тобто до 8 значень
у байт. Звiсно, присутнi також накладнi витрати на самi vector-и, так що виграш є лише для досить великих 𝑛
(дуже приблизно — починаючи з багатьох сотень).
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Назва «списки сумiжностi» пов’язана з динамiчною структурою даних «зв’я́зний список», бо
iсторично перша програмна реалiзацiя, яка забезпечувала можливiсть перелiкiв рiзних довжин —
масив вказiвникiв на зв’язнi списки. При використаннi сучасних версiй C++ це не актуально,
бо списки сумiжностi можна подавати як vector<vector<int> >, тобто майже так само, як i
двовимiрнi масиви, бо vector<vector<int> > дозволяє, щоб рiзнi рядки мали рiзну довжину.

Готовий код, який, читаючи перелiк ребер, формує списки сумiжностi:
cin >> N >> M;

vector<vector<int> > graph(N);

for(int k=0; k<M; k++) {

int u, v;

cin >> u >> v; // u та v -- кiнцi поточного ребрА

graph[u].push_back(v); // завжди

graph[v].push_back(u); // ЛИШЕ для неорiєнтованих

} Щоправда, цей код правильний лише у (найпростiшому) випадку, коли вершини у вхiдних
даних занумерованi числами вiд 0 до 𝑁−1. Як бути в iнших випадках (чи перенумеровувати у
дiапазон вiд 0 до 𝑁−1, чи робити vector бiльшої довжини́, чи ще якось) — залежить вiд ситуацiї.

Списки сумiжностi часто кращi за матрицю сумiжностi i за економiєю пам’ятi, i за швидкiстю
роботи. Чому тодi матрицю все ж використовують? (1) Прямокутнi масиви наявнi у бiльшостi
мов програмування ще з 1960-х рокiв, а зручно працювати з масивом перелiкiв рiзних довжин
можна лише використовуючи вiдносно новi мови/бiблiотеки. (2) З точки зору математики, ма-
триця— стандартний засiб, а списки— нi. (3) Списки сумiжностi значно економнiшi лише для
розрiджених графiв, а для щiльних економнiшою може виявитися матриця (особливо подана як
vector<vector<bool> >).

5.2.4 Список ребер

Список ребер (рос. «список рёбер», англ. «edge list») — це просто перелiк усiх елементiв мно-
жини́ вершин 𝑉 та всiх елементiв множини́ ребер 𝐸. Наприклад, ми вже подавали граф як
𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3}, 𝐸={{𝑣1, 𝑣2}, {𝑣2, 𝑣3}}.

Цей спосiб найекономнiший за пам’яттю, але часто незручний та неефективний за часом робо-
ти (надто довго шукати потрiбне ребро). Втiм, iнодi виявляється найкращим— наприклад, у ал-
горитмi Краскала (розд. 5.8.2).

Насамкiнець, розглянутi способи — стандартнi, але не «єдино дозволенi». Можливi як рiзно-
манiтнi модифiкацiї цих способiв, так i способи, специфiчнi для якоїсь конкретної задачi.

Наприклад, задачу знаходження найкоротшого шляху в лабiринтi, заданому прямокутною
табличкою нулiв та одиниць (“1” — стiна, “0” — прохiд) варто розв’язувати пошуком у ширину
(розд. 5.6.1), але замiсть подання якимсь iз способiв цього роздiлу краще використати саму́
табличку: нулi є вершинами графа, пари сусiднiх у табличцi нулiв — ребрами.)

5.3 Маршрути (шляхи) у графi

5.3.1 Основнi означення. Досяжнiсть. Довжина маршруту

Маршрут (вiн же шлях ; рос. «маршрут», «путь», англ. «route», «walk») у графi — це послiдов-
нiсть вершин, де переходи вiд вершини до наступної вiдбуваються по ребрам (для орграфiв —
з урахуванням напрямку).
𝑣1 𝑣2
𝑣3 𝑣4
𝑣5 𝑣6

Наприклад, для графа з рисунка 𝑣4 — 𝑣6 — 𝑣5 та 𝑣1 — 𝑣3 — 𝑣4 — 𝑣2 — 𝑣1 — 𝑣3 —
— 𝑣5 — 𝑣3 — 𝑣4 — 𝑣2 є маршрутами (шляхами), а 𝑣1 — 𝑣2 — 𝑣3 — 𝑣4 не є, бо нема
ребра́, по якому можна було б перейти з 𝑣2 безпосередньо у 𝑣3.

Маршрут (шлях) являє собою са́ме послiдовнiсть («як їхати», через якi промiжнi пункти),
а не число (сумарний кiлометраж чи щось подiбне). Це дещо протирiчить означенню термiна
«шлях» з кiнематики (роздiлу фiзики). Але у теорiї графiв шлях є послiдовнiстю. Так буває.
Саме́ слово «граф» для дворянина XIX ст. теж мало зовсiм iнший смисл, нiж у цьому посiбнику. . .
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На жаль, попереднє означення недостатньо строге. Зокрема, у випадку мультиграфiв: хоч i
вказано, з якої вершини в яку переходити, але не ясно, по якому ребру. Тому бiльш строгим є
таке (складнiше) означення:

Маршрут (вiн же шлях ) у графi — це послiдовнiсть вигляду:

1) вершина 𝑣[𝑖1];
2) ребро 𝑒[𝑗1], що виходить з 𝑣[𝑖1];
3) вершина 𝑣[𝑖2], куди заходить 𝑒[𝑗1];
4) ребро 𝑒[𝑗2], що виходить з 𝑣[𝑖2];
. . . ;

2𝑘) ребро 𝑒[𝑗𝑘], що виходить з 𝑣[𝑖𝑘];
2𝑘+1) вершина 𝑣[𝑖𝑘+1], куди заходить 𝑒[𝑗𝑘].

(Наприклад, маршруту 𝑣4 — 𝑣6 — 𝑣5 вiдповiдають 𝑘 = 2
та 𝑖1 = 4, 𝑖2 = 6, 𝑖3 = 5.)

Вершина 𝑣[𝑖1] називається початком маршруту, вершина 𝑣[𝑖𝑘+1]— кiнцем маршруту. Решта
вершин маршруту— промiжнi, або внутрiшнi.

Випадок 𝑘=0 (маршрут складається лише з вершини 𝑣[𝑘1]) дозволений, але маршрут не може
взагалi не мiстити жодної вершини.

Ланцюг (рос. «цепь»; англ. «trail») — це маршрут, в якому всi ре́бра попарно рiзнi. (Тобто,
у ланцюгу ре́бра не можуть повторюватися.)

Простий ланцюг (рос. «простая цепь»; англ. «simple path») — це ланцюг, в якому всi вершини
попарно рiзнi. (Але якщо є лише повтор «початкова вершина дорiвнює кiнце́вiй», такий ланцюг теж
вважається простим. Звiсно, перша й остання вершини не зобов’язанi бути однаковими, а лише можуть.)

(Наприклад, маршрут 𝑣[1]−𝑣[2]−𝑣[4]−𝑣[3]−𝑣[1] є простим ланцюгом. А маршрути 𝑣[2]−𝑣[4]−𝑣[3]−
−𝑣[5]−𝑣[4]−𝑣[6] та 𝑣[2]−𝑣[4]−𝑣[3]−𝑣[5]−𝑣[4] — ланцюги, але не простi.)

Замкнений маршрут (або циклiчний маршрут; рос. «замкнутый маршрут», англ. «closed
walk») — це маршрут, у якого однаковi початок та кiнець (𝑣[𝑖1]=𝑣[𝑖𝑘+1]).

Цикл (рос. «цикл», англ. «tour») — це замкнений маршрут, що одночасно є ланцюгом. (Еквi-
валентне означення: цикл— це маршрут, у якого кiнець дорiвнює початку i котрий не мiстить повторень
одного й того ж ребра́.)

Простий цикл (рос. «простой цикл», «simple cycle») — це маршрут, у якого кiнець дорiвнює
початку i котрий не мiстить нi нiяких iнших повторень вершин, нi повторень ребер. (Еквiвалентне
означення: простий цикл— це цикл, що одночасно є простим ланцюгом.)

(Дослiдимо, чи можна в означеннi простого ланцюга замiнити слова́ «це ланцюг, у якого . . . » на
«це маршрут, у якого . . . »? Здавалося б, можна (й iнодi так i роблять), бо вимога неповторюваностi
вершин нiби передбачає неповторюванiсть ребер (якщо маршрут мiстить повторення ребра́, то вершини–
кiнцi цього ребра́ теж повторюються). Але при детальнiшому розглядi виявляється, що це справедливо
для майже всiх маршрутiв, за виключенням 𝑣[𝑖]−𝑣[𝑗]−𝑣[𝑖] (у неорiєнтованому графi), який проходить
по ребру i тут же повертається. Тут є повторення ребра́, але нема повторень промiжних вершин.

Аналогiчно, зауваження щодо першої та останньої вершин у означеннi простого ланцюга зроблено
заради того, щоб зберегти правильнiсть твердження «цикл є спецiальним випадком ланцюга, а простий
цикл— спецiальним випадком простого ланцюга». На жаль, у теорiї графiв чимало «тонких моментiв»,
коли доводиться або штучно ускладнювати означення, або миритися з тим, що деякi твердження викону-
ються «майже завжди, крiм таких-то виключних випадкiв».

Надалi ми не будемо щоразу загострювати увагу на аналогiчних «тонких моментах», бо якщо на-
магатися розбиратися з усiма дрiбницями, можна забути про головне. . . Тим паче, що вiдносно деяких
ситуацiй загальноприйнятої думки просто не iснує: автори рiзних книжок вважають по-рiзному. Напри-
клад, англiйською мовою широко вживають термiни «path» та «cycle»; але згiдно одних джерел вони
означають маршрут та замкнений маршрут, згiдно iнших — простий ланцюг та простий цикл.

Ще один неприємний момент — у багатьох класичних книжках означення, пов’язанi з маршрутами,
вводять окремо для простих графiв, окремо для орграфiв, окремо для зважених, тощо. У цьому посiбнику
зроблена спроба дати означення так, щоб вони стосувалися вiдразу всiх рiзновидiв графiв. У деяких
окремих випадках це призвело до використання рiдко вживаної термiнологiї (наприклад, лише в малiй
частинi книжок застосовують термiн «ланцюг» до орграфiв). Але розбиратися з усiма наявними у рiзних
джерелах варiантами термiнологiї було б надто довго й нецiкаво.)
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Досяжнiсть Вершина 𝑣[𝑗] називається дося́жною (рос. «достижи́мая», англ. «reachable») з вер-
шини 𝑣[𝑖], якщо iснує маршрут (хоч який-небудь) iз вершини 𝑣[𝑖] у вершину 𝑣[𝑗].

Матриця досяжностi графа— це матриця розмiром 𝑛 × 𝑛, де 𝑗-й елемент 𝑖-го рядка дорiв-
нює або 1 (якщо є маршрут (якої-небудь довжини́) з 𝑣[𝑖] у 𝑣[𝑗]), або 0 (якщо такого маршрута

нема): 𝑟𝑖𝑗=
{︁
1, є маршрут з 𝑣𝑖 до 𝑣𝑗 ;
0, iнакше.

(Тобто, матриця сумiжностi задає, чи є ребро, яке «безпосередньо» з’єднує вершини, а матриця дося-
жностi — чи є мiж вершинами хоч який-небудь маршрут. Переклади очевиднi: рос. «матрица достижи-
мости», англ. «reachability matrix».)

Матриця досяжностi не є способом подання графа, бо бу-
⎛⎜⎜⎝

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

⎞⎟⎟⎠ває (див. рис.), що рiзнi графи мають однакову матрицю дося-
жностi.

(Можна встановити взаємозв’язок мiж поняттям досяжностi та
поняттями з розд. 2.6.5. Орграф з петлями є бiнарним («у вузькому смислi») вiдношенням. З точки зору
досяжностi, будь-який вид графа еквiвалентний орграфу з петлями: граф без петель можна вважати гра-
фом, що може мiстити пе́тлi, але са́ме цей примiрник їх не мiстить; неорiєнтований граф можна замiнити
орграфом, де або є обидвi дуги́ ⟨𝑣𝑖, 𝑣𝑗⟩ та ⟨𝑣𝑗 , 𝑣𝑖⟩, або нема жодної; кратнi ре́бра мультиграфiв та довжи́ни
ребер зважених графiв не впливають на досяжнiсть. I якщо поглянути на означення досяжностi з точки
зору бiнарних вiдношень, видно, що досяжнiсть є рефлексивно-транзитивним замиканням графа.)

(У книжках, призначених для «чистих» математикiв, люблять доводити, що матрицю досяжностi
можна виразити через матрицю сумiжностi як

𝑅=𝐵
[︀
𝐸+𝐴+𝐴2 + . . . +𝐴𝑛−1

]︀
, (73)

де 𝐸 — одинична матриця (по головнiй дiагоналi одиницi, решта елементiв нулi), 𝐵[ · ]—поелементне «бу-

леве перетворення» 𝐵(𝑛)=
{︀ 0, 𝑛 = 0;
1, iнакше

, яке нулi лишає нулями, а iншi значення перетворює в одиницi.

Але програмiстам все це мало корисно, бо краще скористатися алгоритмом Воршалла (розд. 5.7.2) або
деяким пошуком у графi (розд. 5.6).)

Довжина маршруту Довжиною маршруту для незважених графiв називають кiлькiсть ребер
цього маршруту. (Тобто, 𝑘 з дру́гого означення маршруту.) Довжиною маршруту для зважених

графiв називають суму довжин його ре́бер 𝑙(𝑒[𝑗1])+ 𝑙(𝑒[𝑗2]) + . . .+ 𝑙(𝑒[𝑗𝑘]). В обох випадках, якщо
маршрут складається з однiєї лише вершини 𝑣[𝑖1], його довжина=0.

(Переклади: рос. «длина́ маршрута для невзве́шенных/взве́шенных графов», англ. «walk length in
unweighted/weighted graphs».)

Маршрут може мiстити повторення вершин i навiть ребер, тому можливi маршрути дуже
великої довжини́. Але наступна теорема показує, що маршрути надто великої довжини́ часто
можна просто не розглядати.

Для будь-якого маршруту в будь-якому незваженому графi iснує маршрут довжини́ <𝑛,
який має тi са́мi початок та кiнець.

(Де 𝑛, як завжди, позначає кiлькiсть вершин.)
Доведення. За означенням, маршрут довжиною 𝑘 мiстить 𝑘 + 1 вершин; отже, довiльний маршрут

довжиною > 𝑛 мiстить > 𝑛+ 1 вершин. За принципом Дирихле, це можливо лише за умови, що у мар-
шрутi повторюється одна й та са́ма вершина, тобто 𝑣[𝑖𝐴]= 𝑣[𝑖𝐵 ] (при 𝐴 < 𝐵). «Вирiжемо» з маршруту
«шматок» 𝑒[𝑖𝐴], 𝑣[𝑖𝐴+1], 𝑒[𝑖𝐴+1], . . . , 𝑒[𝑖𝐵−1], 𝑣[𝑖𝐵 ] (замiнимо замкнений маршрут, що починається й закiн-
чується у вершинi 𝑣[𝑖𝐴], на однократне входження 𝑣[𝑖𝐴]); отримаємо маршрут, що має тi самi початок i
кiнець, але меншу кiлькiсть вершин та ребер. Якщо знов отримали маршрут довжиною > 𝑛, то вiн знов
мiстить у собi замкнений маршрут, який можна вирiзати. Це можна повторювати, доки не прийдемо до
маршруту, довжина якого строго менша 𝑛. �

[Наслiдок. Якщо з’ясовано, що з вершини 𝑣[𝑖] до вершини 𝑣[𝑗] нема нi маршрутiв довжини́ 0, нi
довжини́ 1, . . . , нi довжини́ 𝑛−1, то маршрутiв з 𝑣[𝑖] до 𝑣[𝑗] взагалi нема. ]

5.3.2 В́iдстань. Дiаметр, радiус, центр

Вíдстань (рос. «расстояние», англ. «distance») у графi вiд вершини 𝑣[𝑖] до вершини 𝑣[𝑗] (позна-
чають 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)) — це мiнiмальна серед довжин усiх можливих маршрутiв з 𝑣[𝑖] у 𝑣[𝑗]. (Iншими
словами, вiдстань — це довжина найкоротшого маршрута.) Якщо 𝑣[𝑗] не досяжна з 𝑣[𝑖], то або
кажуть, що 𝑑(𝑣[𝑖], 𝑣[𝑗]) невизначена, або покладають 𝑑(𝑣[𝑖], 𝑣[𝑗]) = +∞.

Проаналiзуємо, чи виконуються для введеного таким чином поняття вiдстанi деякi природнi
властивостi вiдстанi (вони ж «аксiоми метрики»).
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Перша «природня властивiсть» вiдстанi : (𝑑(𝑣, 𝑤)>0)∧
(︀
(𝑑(𝑣, 𝑤)=0)⇔ (𝑣=𝑤)

)︀
, тобто вiдстань

завжди невiд’ємна, причому рiвною 0 буває лише вiдстань до само́ї себе (а для рiзних вершин
строго додатна). Ця властивiсть виконується для незважених графiв та для зважених зi строго
додатними довжинами ребер; якщо можливi ре́бра нульово́ї довжини́, вiд властивостi лишається
тiльки “(𝑑(𝑣, 𝑤)>0)”.

Але бувають задачi з довжинами ре́бер довiльного знаку. От тодi з’являються проблеми.
Найменшою з проблем є те, що перестає виконуватися ця властивiсть; найбiльшою—що може
взагалi втратитися смисл поняття «вiдстань». Якщо iснує циклiчний маршрут вiд’ємної довжини́,
то можна, багатократно «накручуючи» його, отримати як завгодно малу (вiд’ємну, велику за
модулем) довжину маршруту; i що тодi вважати найкоротшим?..

Дру́га «природня властивiсть» вiдстанi : 𝑑(𝑣, 𝑤)6𝑑(𝑣, 𝑢)+𝑑(𝑢,𝑤) (нерiвнiсть трикутника).
Ця властивiсть виконується для всiх графiв, для яких саме́ поняття вiдстанi має смисл.

Доведення. Коли хоча б один доданок правої частини = +∞, нерiвнiсть виконується, бо лiва части-
на не може бути строго бiльшою нескiнче́нностi. Лишається випадок, коли (𝑢 досяжна з 𝑣) та (𝑤 досяжна
з 𝑢). «Спочатку прийти по найкоротшому маршруту з 𝑣 до 𝑢, потiм по найкоротшому маршруту з 𝑢 до 𝑤»
є одним iз маршрутiв з 𝑣 до 𝑤, довжини́ 𝑑(𝑣, 𝑢)+𝑑(𝑢,𝑤). А 𝑑(𝑣, 𝑤)—довжина найкоротшого серед усiх
маршрутiв з 𝑣 до 𝑤. Найкоротший серед усiх маршрутiв не може бути довшим за один iз маршрутiв. �

Мова йшла про нерiвнiсть трикутника для вiдстаней, а не для довжин ре́бер; для довжин
ре́бер зваженого графа порушення нерiвностi трикутника якраз можливi (приклад: вартiсть без-
пересадкового проїзду в таксi бiльша за сумарну вартiсть проїзду тролейбусами з пересадками).
Просто, при виборi найдешевшого маршруту, замiсть «безпосереднiх, але дороги́х» ребер будуть
вибиратися iншi маршрути, тому, навiть якщо нерiвнiсть трикутникiв порушується для ребер,
вона виконується для вiдстаней.

Третя «природня властивiсть» вiдстанi : 𝑑(𝑣, 𝑤)=𝑑(𝑤, 𝑣) (симетричнiсть). Очевидно, вона
виконується для будь-яких неорiєнтованих графiв, але, як правило, не виконується для орiєнто-
ваних. Са́ме тому́ ми говоримо про «вiдстань вiд . . . до . . .» (а не «вiдстань мiж . . . та . . .»).

Матриця вiдстаней (рос. «матрица расстояний», англ. «distance matrix» — це матриця роз-
мiром 𝑛× 𝑛, де (𝑖, 𝑗)-й елемент дорiвнює вiдстанi вiд 𝑣[𝑖] до 𝑣[𝑗] (якщо 𝑣[𝑗] недосяжна з 𝑣[𝑖], то
𝑑𝑖𝑗 = +∞).

У деяких випадках, зокрема для простих графiв, одинички матрицi вiдстаней розмiщенi там
са́мо, де й одинички матрицi сумiжностi, i матриця вiдстаней однозначно задає граф. Але якщо
говорити про графи взагалi, включаючи графи з петлями та зваженi графи, то матриця вiдстаней,
як i матриця досяжностi, не є способом подання графа.

(«Чистi» математики часто розглядають такий спосiб побудови матрицi вiдстаней незваженого графа
шляхом аналiзу степенiв матрицi сумiжностi. На головнiй дiагоналi матрицi вiдстаней 𝐷 зразу ставимо
нулi (0 крокiв, щоб дiйти з вершини в саму себе); решта клiтинок поки що незаповненi. Потiм переносимо
одинички матрицi сумiжностi 𝐴 (є ребро) у вiдповiднi клiтинки матрицi вiдстаней (можна дiйти за 1 крок);
але якщо в графi є пе́тлi, у вiдповiдних клiтинках (головної дiагоналi) матрицi 𝐷 лишаються нулi (бо
вiдстань — довжина найкоротшого маршруту, а 0<1). Потiм будуємо матрицю 𝐴2 (яка характеризує
маршрути довжиною 2)37, перебираємо всi ненульовi значення 𝐴2, i, якщо вiдповiдна клiтинка 𝐷 усе ще
порожня, ставимо туди двiйку. I т. д. Якщо пiсля аналiзу всiх степенiв по 𝐴𝑛−1 включно якiсь iз клiтинок𝐷
все ще не заповненi, пишемо в них ∞. До матрицi 𝐷 будуть занесенi вiдстанi (довжи́ни найкоротших
маршрутiв), бо спочатку заносяться всi можливi 0, потiм всi можливi 1, потiм всi можливi 2, i т. д.

Втiм, програмiстам краще використати алгоритмiчнi методи знаходження вiдстаней (деякi з них роз-
глянутi в розд. 5.6.1 та 5.7).)

Дiаметр, радiус та центр (Цi поняття стосуються лише неорiєнтованих графiв, матрицi вiдстаней
яких не мiстять “∞” (⇔ зв’я́зних, див. розд. 5.4.1).)

Ексцентрисите́т вершини —це максимальна з вiдстаней мiж цiєю вершиною та iншими вер-
шинами графа. (Отже, ексцентриситет вершини дорiвнює максимальному значенню у вiдповiдному ряд-
ку матрицi вiдстаней.)

Дiаметр графа 𝐷(𝐺) — це максимальний ексцентриситет його вершин.

37це майже очевидно, якщо згадати рис. зi стор. 60 та мiркування про порiвняння композицiї вiдношень та
множення матриць зi стор. 60
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дiаграма матриця сумiжностi матриця вiдстаней

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5] 𝑣[6]

𝑣[7] 𝑣[8] 𝑣[9]

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0 1 0
0 1 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 2 3 2 2 3 3 3
1 0 1 2 1 1 2 2 2
2 1 0 2 1 2 3 2 3
3 2 2 0 1 2 1 2 3
2 1 1 1 0 1 2 1 2
2 1 2 2 1 0 1 2 1
3 2 3 1 2 1 0 1 2
3 2 2 2 1 2 1 0 1
3 2 3 3 2 1 2 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Проiлюструємо цi термiни на прикладi. Матрицю вiдстаней розглядаємо як задану, не спиняю-
чись на процесi її побудови.
У цьому графi ексцентриситет вершин 𝑣[1], 𝑣[3], 𝑣[4], 𝑣[7], 𝑣[8] та 𝑣[9] рiвний 3, а ексцентриситет
вершин 𝑣[2], 𝑣[5] та 𝑣[6] рiвний 2.
Для цього графа дiаметр дорiвнює 3, причому є досить багато пар вершин, вiдстанi мiж якими
рiвнi 3, наприклад 𝑣[1] та 𝑣[7], або 𝑣[3] та 𝑣[9], тощо.
Радiус цього графа дорiвнює 2.
Для цього графа, центральними є три вершини: 𝑣[2], 𝑣[5] та 𝑣[6]. Вiдповiдно, центр цього графа—
множина {𝑣[2], 𝑣[5], 𝑣[6]}.
Отже, дiаметр графа не зобов’язаний бути рiвно удвiчi бiльшим за його радiус. Але для будь-якого
неорiєнтованого графа 𝑅(𝐺)6𝐷(𝐺)62𝑅(𝐺).

Оскiльки дiаметр —максимальний ексцентриситет, а ексцентриситет — максимальна з вiдста-
ней мiж цiєю вершиною та iншими, то еквiвалентним буде iнше означення: дiаметр графа —це
максимальна з усiх вiдстаней мiж вершинами: 𝐷(𝐺)= max

𝑖, 𝑗
𝑑(𝑣[𝑖], 𝑣[𝑗]). Тобто, дiаметр дорiвнює

максимальному значенню серед усiх елементiв матрицi вiдстаней.
Радiус графа 𝑅(𝐺)—це мiнiмальний ексцентриситет його вершин.
Вершина називається центральною, якщо її ексцентриситет дорiвнює радiусу графа.
Центр графа— це множина усiх його центральних вершин.
Переклади згаданих термiнiв: рос. «эксцентрисите́т», «диаметр», «радиус», «центральная»,

«центр»; англ. «eccentricity», «diameter», «radius», «central», «center».
Означення ексцентриситету, радiусу, дiаметру та центру без проблем узагальнюються на зва-

женi неорiєнтованi графи.
Якщо застосувати задачу знаходження центру до зваженого неорiєнтованого графа, що задає

сукупнiсть дорiг (довжина ребра́ — час проїзду), отримуємо один з найпростiших способiв набли-
женого розв’язування т. зв. мiнiмаксної задачi розмiщення, смисл якої — «де розмiстити об’єкт,
щоб нi для кого вiн не виявився занадто далеким?».

(Наприклад, нехай охоронна структура планує утримувати одну базу, з якої охоронцi виїздитимуть
на об’єкти, де спрацювала сигналiзацiя; мiсце для цiєї бази ще потрiбно вибрати— так, щоб прибувати
на об’єкти якомога швидше. Якщо усi об’єкти, що охороняються, вважаються важливими (не можна
мiркувати «ну то й що як до тих 3% об’єктiв довго добиратися, їх же тiльки 3%») — тодi найкращi мiсця
для бази знаходяться навколо центральних вершин графа. Звiсно, на практицi треба враховувати багато
iнших обмежень; але аналiз ексцентриситетiв все ж є важливою складовою.)

5.4 Зв’язнiсть

5.4.1 Зв’язнiсть та компоненти зв’язностi неорiєнтованих графiв

(У межах цього роздiлу (5.4.1), «граф» означає «неорiєнтований граф».)

Граф зв’я́зний (рос. «свя́зный», англ. «connected»), якщо будь-яка пара його вершин може
бути з’єднана яким-небудь маршрутом. (Еквiвалентне означення: граф зв’язний, коли кожна
вершина досяжна з кожної вершини.)

(Звернiть увагу: «зв’я́зний», а не «зв’яз̸аний» чи «зв’язни́й»; «зв’я́знiсть».)
Граф, що не задовольняє цьому означенню, називають незв’язним. Неформально кажучи,

незв’язний граф «складається з кiлькох не пов’язаних шматочкiв». Цi шматочки називають ком-
понентами зв’я́зностi, або ж зв’я́зними компонентами.
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Бiльш строго, компонента зв’язностi (рос. «компонента связности», англ. «connected compo-
nent») — це такий (правильний) пiдграф, що: 1) сам пiдграф зв’язний; 2) до нього не можна
додати iншi вершини або ре́бра початкового графа так, щоб не порушилася зв’язнiсть.

(Якщо граф в цiлому зв’язний, у ньому є одна компонента зв’язностi — весь граф.)
I у теорiї графiв, i у деяких iнших галузях математики, як українською, так i росiйською

мовами, є традицiя вживати са́ме форму «компонента» (вона), не зважаючи на те, що в iнших
галузях «компонент» (вiн).

Наприклад, у цьому графi 4 компоненти зв’язностi. Це пiд-
графи, породженi (див. стор. 116) такими наборами вершин:
1) {𝑣[1], 𝑣[2], 𝑣[3]}; 2) {𝑣[4], 𝑣[5]}; 3) {𝑣[6], 𝑣[7], 𝑣[8], 𝑣[9]}; 4) 𝑣[10].

𝑣[1]

𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5]

𝑣[6]

𝑣[7]

𝑣[8]

𝑣[9]

𝑣[10]

(А, наприклад, пiдграф, породжений {𝑣[6], 𝑣[7], 𝑣[9]} (без 𝑣[8]) не є компонентою, бо порушує вимогу
«не можна додати iншi вершини або ре́бра початкового графа так, щоб не порушилася зв’язнiсть» (мо-
жна додати вершину 𝑣[8] i ребро {𝑣[7], 𝑣[8]}); така са́ма невiдповiднiсть означенню виникне i якщо взяти
вершини {𝑣[1], 𝑣[2], 𝑣[3]} та ре́бра {{𝑣[1], 𝑣[2]}, {𝑣[1], 𝑣[3]}} без ребра́ {𝑣[2], 𝑣[3]}.)

Як визначати компоненти зв’язностi довiльного графа? З «чисто»-математичної точки зору,
можна дослiдити, як переставити рядки та стовпчики матрицi досяжностi, щоб вийшла матриця
дiагонально-блочної структури. Але з програмiстської точки зору зручнiше та конструктивнiше
модифiкувати який-небудь пошук у графi (розд. 5.6).

(Якщо згадати, що неорiєнтований граф є симетричним вiдношенням, досяжнiсть — рефлексивно-
транзитивним замиканням цього вiдношення, належнiсть вершин однiй компонентнi зв’язностi є вiдноше-
нням еквiвалентностi. Тож компоненти зв’язностi «заодно» є ще й класами еквiвалентностi та утворюють
розбиття множини́ вершин графа.)

5.4.2 Зв’язнiсть та компоненти зв’язностi орграфiв

Розглянемо орграф з двох вершин та єдиної дуги́ {⟨𝑣1, 𝑣2⟩}. Його не варто оголошувати зв’язним,
бо з 𝑣2 не можна дiстатися до 𝑣1. Але вiн все ж «бiльш зв’язний», нiж орграф, який не мiстить
жодної дуги́. Тому́, для орграфiв поняття зв’язностi виявляється складнiшим, нiж для неорiєн-
тованих. А са́ме, для орграфiв вводять рiзнi «рiвнi зв’язностi».

1. Орграф сильно зв’язний (рос. «сильно связный», англ. «strongly connected»), якщо для будь-
якої пари вершин iснують (орiєнтованi) маршрути в обох напрямках.

2. Орграф односторонньо зв’язний (рос. «односторонне связный», рiдше «полусвязный»;
англ. «semiconnected»), якщо для будь-якої пари вершин iснує (орiєнтований) маршрут хо-
ча б в одному напрямку.

3. Орграф слабко зв’язний (рос. «слабо связный», англ. «weakly connected»), якщо при замiнi
усiх дуг на неорiєнтованi ре́бра отримується зв’язний неорiєнтований граф.

� Орграф незв’язний, якщо вiн не є навiть слабко зв’язним.
Наприклад, цей орграф не є нi сильно зв’язним, нi односторонньо зв’язним, бо нема

маршруту нi з 𝑣[3] у 𝑣[1], нi з 𝑣[1] у 𝑣[3]. Але вiн слабко зв’язний, бо при замiнi дуг
⟨𝑣[1], 𝑣[2]⟩ та ⟨𝑣[3], 𝑣[2]⟩ на ре́бра {𝑣[1], 𝑣[2]} та {𝑣[2], 𝑣[3]} отримується зв’язний неорiєн-
тований граф.

𝑣[1]

𝑣[2]

𝑣[3]

А, наприклад, вищезгаданий орграф 𝑉 ={𝑣1, 𝑣2}, 𝐸={⟨𝑣1, 𝑣2⟩} не є сильно зв’язним, але вiн
односторонньо зв’язний та слабко зв’язний.

Неважко переконатися, що:
1. якщо орграф сильно зв’язний, то вiн також i односторонньо зв’язний;

2. якщо орграф односторонньо зв’язний, то вiн також i слабко зв’язний.
(Причому, односторонньо зв’язний не зобов’язаний бути сильно зв’язним, слабко зв’язний не зо-

бов’язаний бути односторонньо зв’язним.)
Оскiльки для орграфiв є рiзнi зв’язностi, можна говорити i про рiзнi компоненти зв’язностi:

сильнi компоненти (компоненти сильної зв’язностi) та слабкi компоненти (компоненти слабкої
зв’язностi). Обидва означення аналогiчнi означенню компоненти неорiєнтованої зв’язностi: (пра-
вильний) пiдграф, який сам (сильно/слабко) зв’язний, i до нього не можна додати iншi вершини
або ду́ги початкового графа, не порушивши вiдповiдну зв’язнiсть.
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(Чому i сильнi, i слабкi є, а одностороннiх нема? Розглянемо ще раз недавно згаданий орграф, де ду́ги з
𝑣[1] та 𝑣[3] сходяться у 𝑣[2]. Мiркуючи аналогiчно «вибрати максимальну групу, в межах якої виконується
така-то зв’язнiсть», варто об’єднати i 𝑣[1] з 𝑣[2], i 𝑣[3] з 𝑣[2], i при цьому не можна об’єднувати 𝑣[1] з 𝑣[3].
Тобто, якби i спробували ввести «компоненти односторонньої зв’язностi», виявилося б, що такi компоненти
не утворюють розбиття вершин (деякi вершини належали б вiдразу багатьом компонентам). Тому було
прийнято рiшення просто не вводити такого поняття, як «одностороннi компоненти».)

Наприклад, у орграфi з рис. двi слабкi компо- 𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4] 𝑣[5]

𝑣[6] 𝑣[7] 𝑣[8] 𝑣[9] 𝑣[10]

ненти: 1) породжена {𝑣[1], 𝑣[2], 𝑣[3], 𝑣[4], 𝑣[6],
𝑣[7], 𝑣[8], 𝑣[9]}); 2) породжена {𝑣[5], 𝑣[10]}. Во-
дночас, у ньому 5 сильних компонент: K1) поро-
джена {𝑣[1], 𝑣[2], 𝑣[6], 𝑣[7], 𝑣[8]}; K2) породжена
{𝑣[4], 𝑣[9]}; K3) вершина 𝑣[3]; K4) вершина 𝑣[5];
K5) вершина 𝑣[10]. Адже лише всере́динi цих пiдграфiв з будь-якої вершини в будь-яку є маршрут.

Сукупнiсть компонент сильної зв’язностi завжди задає розбиття множини́ вершин, але деякi
ду́ги можуть не потрапляти до жодної з сильних компонент (скажiмо, ⟨𝑣[2], 𝑣[3]⟩ i ще деякi ду́ги
наведеного прикладу).

Iнодi потрiбно видiлити якраз iнформацiю про зв’язки́ мiж сильними компонентами. Для
цього використовують т. зв. граф конденсацiї (або конденсацiю; рос. «граф конденсации», «кон-
денсация», англ. «condensation»). Це орграф, вершини якого вiдповiдають сильним компонентам,
ду́ги — дугам мiж вершинами рiзних сильних компонент.

Тобто, конденсацiя є операцiєю (дiєю), яка отримує деякий орграф як аргумент, i вертає
деякий (можливо, той са́мий) орграф як результат. Тому́ доречно говорити про «конденсацiю
такого-то орграфа» (або, що те са́мо, «граф конденсацiї такого-то орграфа»).

(Наприклад, праворуч зображено граф конденсацiї орграфа, розглянутого
три абзаци тому; 𝐾1, . . . , 𝐾5 мають рiвно той самий смисл «𝐾1—пiдграф,
породжений {𝑣[1], 𝑣[2], 𝑣[6], 𝑣[7], 𝑣[8]}; 𝐾2—породжений {𝑣[4], 𝑣[9]}; 𝐾3— 𝑣[3];
𝐾4— 𝑣[5]; 𝐾5— 𝑣[10]».

𝐾1 𝐾2 𝐾3 𝐾4 𝐾5

У цьому графi конденсацiї𝐾2 досяжна з𝐾1, але дуги́ ⟨𝐾1,𝐾2⟩ нема— адже в початковому графi нема
жодної дуги́, початок якої належав би 𝐾1, а кiнець 𝐾2. Граф конденсацiї розглядають як «не мульти-»,
тому рiзнi ду́ги ⟨𝑣[2], 𝑣[3]⟩ та ⟨𝑣[8], 𝑣[3]⟩ перетворилися в одну й ту са́му дугу ⟨𝐾1,𝐾3⟩.)

У графi конденсацiї не може бути пар вершин, мiж якими є ормаршрути в обидва боки (якби
така пара вершин була, вiдповiднi сильнi компоненти слiд було б об’єднати в одну).

Алгоритм видiлення компонент слабкої зв’язностi очевидно складається з двох великих кро-
кiв: 1) перетворити орграф у неорiєнтований; 2) видiлити компоненти зв’язностi отриманого
неорiєнтованого графа.

Для видiлення компонент сильної зв’язностi найлегше побудувати матрицю досяжностi 𝑅,
а потiм дiяти безпосередньо за означенням: 𝑣[𝑖] та 𝑣[𝑗] належать однiй сильнiй компонентi ⇔
⇔ (𝑅[𝑖][𝑗] ̸= 0)∧ (𝑅[𝑗][𝑖] ̸= 0).

(Вiдомий також алгоритм на основi DFS (розд. 5.6.2), який знаходить сильнi компоненти «безпосере-
дньо» (не будуючи матрицю досяжностi) i тому́ ефективнiший для розрiджених графiв; але цей алгоритм
складнiший, i ми його розглядати не будемо.)

5.4.3 Двозв’язнiсть та 𝑘-зв’язнiсть неорiєнтованих графiв

(У межах цього роздiлу (5.4.3), «граф» означає «неорiєнтований граф».)

У багатьох ситуацiях, наприклад для мережi автодорiг (або мережi проводового еле-
ктрозв’язку), зв’язнiсть графа є абсолютно необхiдною. Бiльш того: дуже бажано, щоб пере-
криття будь-якої однiєї дороги або будь-якого одного перехрестя не робило неможливим проїзд
мiж iншими перехрестями, щоб завжди iснував iнший (можливо, довший) «об’їзний» маршрут.

Точка зчленува́ння (вона ж «точка з’єднання»; рос. «точка сочлене́ния», англ. «articulation
point») — це така вершина неорiєнтованого графа, що її вилучення (разом з ребрами, для яких
вона є одним з кiнцiв) призводить до збiльшення кiлькостi компонент зв’язностi графа. (Еквi-
валентне означення: вершина 𝑎 називається точкою зчленування, якщо iснують вершини 𝑣 i 𝑢
(𝑣 ̸=𝑎, 𝑢̸=𝑎), такi, що всi маршрути з 𝑢 до 𝑣 проходять через 𝑎.)
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Мiст (рос. «мост», англ. «bridge») — це таке ребро, що його вилучення (без вилучення вер-
шин) призводить до збiльшення кiлькостi компонент зв’язностi. (Еквiвалентне означення: ре-
бро 𝑒 — мiст, якщо iснують вершини 𝑣 i 𝑢, такi, що всi маршрути мiж 𝑢 та 𝑣 проходять через 𝑒.)

«Збiльшення кiлькостi компонент» в обох цих випадках означає, що компонента розпадається
на 2 (або 3, 4, . . . ). Схожим за смислом є коротший вираз «порушення зв’язностi», але в цих
означеннях точнiше вживати «збiльшення кiлькостi компонент», бо точки зчленування та мости
можуть бути й у графах, якi з самого початку не зв’язнi.

Наприклад, у зображеному на рис. графi є один мiст {𝑣[2], 𝑣[3]} та три 𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4] 𝑣[5] 𝑣[6]

𝑣[7] 𝑣[8] 𝑣[9] 𝑣[10] 𝑣[11] 𝑣[12]

точки зчленування 𝑣[2], 𝑣[3] та 𝑣[4].
Неорiєнтований граф верши́нно двозв’я́зний (рос. «верши́нно

двусвя́зный», англ. «vertex biconnected»), якщо вiн зв’язний, мiстить
щонайменше три вершини i не мiстить точок зчленування.

Неорiєнтований граф ре́берно двозв’я́зний (рос. «рёберно двусвя́зный», англ. «edge bi-

connected»), якщо вiн зв’язний, мiстить щонайменше три вершини i не мiстить мостiв.
Вершинна двозв’язнiсть— сильнiша умова, нiж реберна двозв’язнiсть.
(тобто, має мiсце одностороння iмплiкацiя “верш. двозв.→реб. двозв.”)
Доведення. Правильнiсть iмплiкацiї покажемо через еквiвалентну їй iмплiкацiю “¬(реб. двозв.)→

→ (¬(верш. двозв.))”. З яких причин граф може бути не реберно двозв’язним? З означення та закону
де Моргана очевидно: (𝑛<3)∨ (граф не зв’язний)∨ (iснує мiст). Якщо справа у 1-iй або 2-iй причинi, то
з цiєї ж причини граф не є вершинно двозв’язним; отже лишається розглянути тiльки випадок «є мiст».
Якщо вилучення само́го лише моста призводить до збiльшення кiлькостi компонент зв’язностi, то вилуче-
ння кiнця цього моста призведе до вилучення кiлькох ребер, в т. ч. i цього са́мого моста; отже— знов-таки
до збiльшення кiлькостi компонент зв’язностi.

Для повної строгостi, слiд окремо розглянути випадок висячих вершин, бо вилучення висячої вершини
разом з ребром не призводить до збiльшення кiлькостi компонент зв’язностi. Але у зв’язному графi при
𝑛>3 не може бути ребер, обидва кiнцi яких висячi, тож можна просто вилучати не висячий кiнець моста
(якщо обидва не висячi, будь-який).

Те, що ця iмплiкацiя виконується лише в один бiк, демонструється точкою зчленування 𝑣[4] останнього
наведеного прикладу. �

Тому́, хоча й є двi рiзнi двозв’язностi (вершинна i реберна), часто говорять просто про
«двозв’язнiсть», маючи на увазi вершинну двозв’язнiсть.

Компонента двозв’я́зностi (вона ж двозв’я́зна компонента, вона ж блок ; рос. «компонента
двусвязности», «двусвязная компонента», «блок», англ. «biconnected component», «block») гра-
фа— це такий пiдграф, що: 1) сам пiдграф (вершинно) двозв’язний; 2) до нього не можна додати
iншi вершини або ре́бра початкового графа так, щоб не порушилася двозв’язнiсть.

(Якщо граф в цiлому двозв’язний, у ньому є один блок— увесь граф.)
Праворуч наведено приклад не двозв’язного графа з видiленими

блоками. Точки зчленування можуть (але не зобов’язанi) належати
вiдразу кiльком блокам. Мости не належать жодному блоку. Таким
чином, блоки (компоненти вершинної двозв’язностi) не утворюють
розбиття нi множини́ ребер, нi множини́ вершин.

Двозв’язнiсть узагальнюють до 3-зв’я́зностi, 4-зв’я́зностi, тощо— взагалi 𝑘-зв’я́зностi при до-
вiльному 𝑘 (в межах 16𝑘<𝑛). Граф вершинно 𝑘-зв’я́зний (рос. «вершинно 𝑘-связный», англ.
«𝑘-vertex-connected»), коли вiн зв’язний, мiстить бiльше 𝑘 вершин, i одночасне вилучення
будь-яких 𝑘−1 вершин не призводить до незв’язностi. Граф ре́берно 𝑘-зв’я́зний (рос. «рёберно
𝑘-связный», англ. «𝑘-edge-connected»), коли вiн зв’язний, мiстить бiльше 𝑘 вершин, i одночасне
вилучення будь-яких 𝑘−1 ребер не призводить до незв’язностi. Аналогiчно двозв’язностi, коли
говорять просто «𝑘-зв’язний», мають на увазi вершинну 𝑘-зв’язнiсть.

(Наприклад, граф з рис. вершинно 1-зв’язний i не є вершинно 2-зв’язним (𝑣[5]—
точка зчленування). Водночас, вiн реберно 2-зв’язний i навiть реберно 3-зв’язний.
А реберно 4-зв’язним вже не є, бо внаслiдок одночасного вилучення, наприклад,
{𝑣[5], 𝑣[6]}, {𝑣[5], 𝑣[7]} i {𝑣[5], 𝑣[8]} (у цьому графi є й iншi такi трiйки) деякi пари
вершин (наприклад, 𝑣[2] i 𝑣[8]) перестають бути досяжними одна з одної.)

𝑣[1]

𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5]
𝑣[6]

𝑣[7]

𝑣[8]

Для перевiрки двозв’язностi є алгоритм, оснований на пошуку вглиб. Для перевiрки 𝑘-зв’яз-
ностi можна застосувати алгоритм пошуку максимального потоку. Але цi алгоритми залишаться
за межами цього посiбника.

126



Порубльов I. М., посiбник «Дискретна математика»

5.5 Ейлеровi та гамiльтоновi шляхи

5.5.1 Ейлерiв цикл та ейлерiв шлях

Ейлерiв шлях (або ейлерiв ланцюг; рос. «эйлеров путь», «эйлерова цепь», англ. «Eulerian path»,
«Eulerian trail») — це маршрут, що проходить по усiм ребрам графа в точностi по одному разу. Вiн
може бути ейлеровим циклом (якщо, пройшовши по всiм ребрам по одному разу, повертається у
початкову вершину) або нециклiчним ейлеровим маршрутом (якщо не повертається).

Побудова одного з ейлерових шляхiв — суттєва складова вирiшення задачi «Як намалювати
фiгуру, не вiдриваючи олiвця вiд паперу й не малюючи жодну лiнiю двiчi?».

Зокрема, у цьому простому графi можна знайти ейлерiв цикл. Наприклад,
𝑣[1]

𝑣[2]
𝑣[3]

𝑣[4]
𝑣[5]

𝑣[6]

𝑣[7]
𝑣[8]

𝑣[9]

1 2

3
4

5

6

7

8

9

10

11

1213
14

15

16
це може бути 𝑣[1] — 𝑣[2] — 𝑣[3] — 𝑣[5] — 𝑣[2] — 𝑣[6] — 𝑣[9] — 𝑣[8] — 𝑣[5] — 𝑣[6] —
— 𝑣[7] — 𝑣[8] — 𝑣[4] — 𝑣[7] — 𝑣[5] — 𝑣[4] — 𝑣[1] (є й багато iнших).

(Як бачимо, ейлерiв шлях можна записати послiдовнiстю вершин (принаймнi,
якщо граф «не мульти-»), але це не наочно: перевiряти вручну, чи справдi записа-
ний шлях проходить по всiм ребрам по одному разу, незручно (особливо, якщо не можна якось позначати
вже пройденi ре́бра). Тому́, якщо граф зображений дiаграмою, рекомендуємо на цiй самiй дiаграмi нуме-
рувати ре́бра в порядку їх проходження.)

Коли потрiбно не знаходити сам ейлерiв шлях (як послiдовнiсть вершин та ребер), а лише
з’ясувати, чи iснує у графi ейлерiв цикл, слiд користуватися дуже простою теоремою Ейлера.

Теорема Ейлера (про ейлерiв цикл). Щоб у графi можна було видiлити ейлерiв цикл, необхiдно

i достатньо, щоб граф був зв’язним i степенi всiх його вершин були па́рними.
(Ця теорема стосується лише неорiєнтованих графiв, зате будь-яких неорiєнтованих (в т. ч. мульти-

графiв та неорiєнтованих з петлями).)

(У теоремi Ейлера є неприємний тонкий момент. Перевiряти зв’язнiсть не- 𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5] 𝑣[6]

(a)

𝑣[1]
𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5]

(b)

обхiдно, бо, скажiмо, у графа з рис. (a) степенi всiх вершин = 2 ( ⇒ па́рнi),
а ейлерового циклу нема, бо маршрут не може «перескочити» з однiєї ком-
поненти зв’язностi в iншу. Але граф з рис. (b) теж незв’язний, а цикл 𝑣[2]−
−𝑣[5]−𝑣[4]−𝑣[2] тим не менш проходить по всiм ребрам. Тому таке означення
ейлерового циклу та таке формулювання теореми Ейлера не зовсiм вiдповiдають одне́ о́дному (хоча й
записанi са́ме так у багатьох книжках! ).

Очевидно, ця неузгодженiсть проявляється лише для: (А) графiв, у яких є одна «велика» компонента
зв’язностi та одна або кiлька iзольованих вершин; (Б) графiв, якi мiстять лише iзольованi вершини, тобто
ребер зовсiм нема. Можна вирiшувати, як краще трактувати цi випадки з точки зору конкретної задачi,
де потрiбно дослiджувати ейлеровi цикли, та (в разi потреби) «пiдправляти» перевiрку зв’язностi графа.)

Наведемо iстотний фрагмент доведення теореми Ейлера.
Якщо ейлерiв цикл iснує, то граф зв’язний (скрiзь у цьому доведеннi йдеться про зв’язнiсть з ураху-

ванням зауважень трьома абзацами вище) i для всiх вершин, крiм початкової (вона ж кiнцева), треба або
зайти i вийти, або зайти, вийти, знову зайти, знову вийти, або повторити «зайти i вийти» ще бiльше разiв;
якщо це вдалося i всi ре́бра використанi по одному разу, то степiнь вершини парний, бо кожне «зайти i
вийти» потребу́є рiвно двох ребер. Для початкової (вона ж кiнцева) вершини аналогiчно, лише одна з пар
«зайти i вийти» перетворюється у «насамперед вийти» та «насамкiнець зайти».

Якщо вiдомо, що степенi всiх вершин па́рнi, виберемо довiльну вершину за початкову й почнемо ходити
по графу випадковим чином, звертаючи увагу лише на те, щоб не проходити нi по якому ребру повторно.
Колись обов’язково виявиться, що прийшли у вершину, в якої нема непройдених ребер. Це мусить бути
початкова вершина, бо для будь-якої iншої вершини ре́бра витрачалися парами «зайшли, вийшли», й кiль-
кiсть ще не використаних ребер завжди лишалася парною (можливо, сягаючи 0 пiсля того, як вийшли).
А з початковою вершиною iнакше: на самому початку одне з її ребер використане, й у неї цiлком можна
зайти по останньому ребру, так, що вийти вже не можна.

Можливо, нам пощастило, й так були використанi взагалi всi ре́бра графа; тодi все чудово, бо якраз
ейлерiв цикл i побудований. Але бiльш iмовiрно, що десь (не у початковiй вершинi) якiсь ре́бра лишилися
невикористанi. Тодi можна повторюватити всi тi самi дiї з довiльною початковою вершиною i випадковими
ходiннями по ще не використаним ребрам, доки не будуть використанi взагалi всi ре́бра. (Адже якщо всi
степенi були парними, то всi кiлькостi ще не використаних ребер лишатимуться парними.)

Твердження, що для будь-якого зв’язного графа такi рiзнi блукання можна з’єднати в один маршрут,
потребу́є окремого доведення, i його пропустимо (що, власне, й є причиною, чому це не все доведення,
а лише iстотний фрагмент).

Iдею про довiльнi блукання без повторiв ребер та з’єднання отриманих циклiв у один можна
використати i для побудови циклу як послiдовностi.
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(У багатьох джерелах стверджують, нiби для цього слiд користуватися алгоритмом Фльо́рi (рос.
Флёри, англ. Fleury). Автор посiбника пропонує охочим ознайомитися з ним за iншими джерелами, за-
думатися, як робити потрiбну там перевiрку «чи є ребро мостом?», i зрозумiти, що легше спертися на
блукання та з’єднання циклiв у один.)

Умова iснування нециклiчного ейлерового маршруту теж досить проста: вiн iснує тодi
й тiльки тодi, коли граф зв’язний i рiвно двi вершини мають непарний степiнь (вони й будуть
кiнцями маршрута).

Узагальнення теореми Ейлера на орграфи Цикл, який проходить по всiм дугам рiвно по

одному разу, iснує тодi й тiльки тодi, коли орграф сильно зв’язний i для кожної його вершини

𝑑𝑖𝑛 (напiвстепiнь входу) дорiвнює 𝑑𝑜𝑢𝑡 (напiвстепеню виходу). Нециклiчний шлях, який прохо-

дить по всiм дугам рiвно по одному разу, iснує тодi й тiльки тодi, коли орграф односторонньо

зв’язний i для всiх вершин, крiм двох, 𝑑𝑖𝑛(𝑣)= 𝑑𝑜𝑢𝑡(𝑣), а для решти двох вершин 𝑑𝑖𝑛(𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡)=
=𝑑𝑜𝑢𝑡(𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡)−1, 𝑑𝑖𝑛(𝑓𝑖𝑛𝑖𝑠ℎ)=𝑑𝑜𝑢𝑡(𝑓𝑖𝑛𝑖𝑠ℎ)+1.

5.5.2 Гамiльтонiв цикл та гамiльтонiв шлях

Гамiльтонiв цикл (рос. «гамильтонов цикл», англ. «Hamiltonian cycle») — це замкнений мар-
шрут, що проходить через усi вершини графа в точностi по одному разу. (Нециклiчнi гамiльтоновi
маршрути теж розглядають, але рiдко.)

(Граф з попереднього розд. мiстить не лише ейлерiв цикл, а й гамiльтонiв. Наприклад, 𝑣[1] —
— 𝑣[2]— 𝑣[3]— 𝑣[5]— 𝑣[6]— 𝑣[9]— 𝑣[8]— 𝑣[7]— 𝑣[4]— 𝑣[1]. При графiчному зображеннi, гамiльтоновi
шляхи зручно видiляти жирним.)

Незважаючи на схожiсть формулювань, пошук гамiльтонових циклiв значно складнiший за
пошук ейлерових. Для з’ясування, чи мiстить граф гамiльтонiв цикл, досi не вiдомо нiякого
простого й однозначного критерiю (на зразок теореми Ейлера щодо ейлерового шляху) — вза-
галi жодного способу, iстотно кращого за back-tracking’овi оптимiзацiї перебору (див. книжки
з програмування та аналiзу алгоритмiв, а також розд. 5.1.2).

I це при тому, що перевiрка iснування гамiльтонового циклу— одна з найвiдомiших т. зв. NP-
повних задач. На межi 1960/1970-x рр. було доведено, що якби вдалося побудувати ефективний
алгоритм вирiшення хоч якоїсь iз NP-повних задач, на основi нього можна було б легко отримати
багато нових ефективних алгоритмiв для багатьох практично потрiбних задач.

Ясно, що на спроби побудувати такий алгоритм були витраченi величезнi зусилля— але всi во-
ни скiнчилися невдачею. Це схиляє до думки, що ефективного алгоритму, мабуть, просто не iснує.
Тому ще в тих самих 1960/1970-x рр. розпочали пошук строгого доведення неiснування ефектив-
ного алгоритму— й такого доведення теж досi нема!

Так що перевiрка iснування гамiльтонового циклу (та iншi NP-повнi задачi) — одне з найва-
жливiших вiдкритих питань сучасної математики.

Звичайно, деякi математичнi результати щодо умов iснування гамiльтонових циклiв все ж є.
Коротко згадаємо кiлька найпростiших.

При 𝑛>3, якщо у графi є висяча вершина, цей граф не мiстить гамiльтонового циклу.
Доведення. Якщо вершина 𝑣𝑖 висяча, то до неї йде лише одне ребро; позначимо його {𝑣𝑖, 𝑣𝑗}. Тодi

будь-який замкнений маршрут, що мiстить 𝑣𝑖, мiститиме 𝑣𝑗 щонайменше двiчi (перед та пiсля 𝑣𝑖). �
Теорема Дiрака стверджує: якщо у неорiєнтованому не-мульти графi без петель, при 𝑛>3,

степiнь кожної вершини не менший за 𝑛/2, то граф мiстить гамiльтонiв цикл.
(Без доведення.)
Перевiрити, чи є у графi висячi вершини, просто. Якщо є, можна видати вiдповiдь «Гамiльто-

нового циклу нема». Порiвняти степенi з 𝑛/2 (i, якщо усi бiльшi, видати вiдповiдь «Гамiльтонiв
цикл є») — теж. Але перша з цих теорем задає лише необхiдну (не достатню) умову, дру́га —
лише достатню (не необхiдну). I, наприклад, для 7-вершинного графа зi степенями (3, 3, 3, 3,
3, 3, 6) жодна з них не дає остаточної вiдповiдi, все одно доводиться запускати перебiр. . . Бiльш
того: нерiдко (в т.ч. для щойно згаданого перелiку степенiв) iснують рiзнi графи з однаковим
перелiком степенiв, однi з яких мiстять гамiльтонiв цикл, а iншi не мiстять.

(У «чисто-математичних» книжках можна знайти критерiї (тобто умови, необхiднi й достатнi одно-
часно) iснування гамiльтонового циклу. Але всi вiдомi критерiї нiчого не дають на практицi, бо їх теж
невiдомо як перевiряти швидше, нiж повним перебором.)
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5.6 Пошуки у графах (обхо́ди графiв)

Пройти по графу, переглянувши його вершини та ре́бра — не елементарна задача: шляхи можуть
«розповзатися», знову «сходитися», тощо. Тому, щоб умiти правильно переглянути довiльний
граф, варто знати методи. Їх називають пошуками або обходами. Iсторично склалося, що бiльш
поширений варiант «пошук», хоча взагалi-то вiн менш вдалий: цi методи са́ме переглядають
(обходять) графи, а не шукають у них щось конкретне.

Пошук у гра́фi (рос. «поиск в гра́фе», англ. «graph search»), вiн же обхiд графа (рос. «обход
графа», англ. «graph traversal») — це алгоритмiчний метод перегляду графа, який гарантує, що
всi38 вершини та ре́бра будуть розглянутi i не будуть розглядатися надто багато разiв.

Найбiльш стандартними є два пошуки: пошук у ширину (вiн же «пошук ушир», рос. «поиск
в ширину», англ. «breadth-first search», скорочено «BFS») та пошук у глибину (вiн же «пошук
углиб», рос. «поиск в глубину», англ. «depth-first search», скорочено «DFS»).

5.6.1 Пошук у ширину (BFS) та найкоротшi маршрути в незважених графах

Основна iдея пошука в ширину: спочатку дослiджуються всi вершини— сусiди початкової (тобто
тi, куди йдуть ре́бра/ду́ги з початкової); потiм— усi вершини, що знаходяться на вiдстанi 2 вiд
початкової; потiм усi, що на вiдстанi 3, i т. д. Завдяки цьому, кожна вершина зразу досягається

за найкоротшим шляхом вiд початкової вершини.
(Тут i скрiзь у розд. 5.6.1 мається на увазi вiдстань у незваженому графi, тобто кiлькiсть ребер; алгоритми

пошуку вiдстаней у зважених графах див. у розд. 5.7.)

Для реалiзацiї BFS використовують структуру даних черга (рос. «очередь», англ. «queue»).
Елементи черги «вишикуванi в лiнiю», яка має два кiнцi: голову («head») i хвiст («tail»). До-
давати елементи можна лише у хвiст черги (елемент, що досi був крайнiм з хвоста, змiщується
«всере́дину» черги), бра́ти (виймати) — лише з голови. Тобто, звичайна черга в яку-небудь касу,
в яку нiхто не лiзе поза чергою i котру нiхто не кидає не достоявши.

Тодi пошук у ширину можна реалiзувати приблизно так:

void bfs(start) {

покласти у чергу єдиний елемент – вершину start;

st[start] = 1;

while (у черзi є елементи) {

узяти елемент з голови черги i розмiстити у змiннiй curr;

for (next : curr→next) /* перебираємо у змiннiй next

усi вершини, куди йдуть ре́бра (ду́ги) з вершини curr */

if (st[next]==0) {

додати вершину next в кiнець черги;

st[next] = 1; // позначити як вiдвiдану

}

}

}

Параметр start задає вершину, з якої слiд починати пошук у ширину; змiнна curr зберiгає
поточну вершину; next використовується для перебирання сусiдiв curr. Як правило, вершини
нумеруються, i змiннi start, curr та next—цiлi чи́сла (номери вершин); але може бути й iнакше.

Масив st зберiгає т. зв. ста́туси вершин: елемент st[next] мiстить або 0 (якщо вершина
𝑣[next] ще не була додана у чергу), або 1 (вже була додана; можливо, вже була й вийнята, але це
несуттєво). Це поняття, яке тут назване статус (рос. «статус», англ. «status»), можуть також
називати стан (рос. «состояние», англ. «state»), i навiть взагалi нiяк не називати, оперуючи
лише поняттями «вiдвiдана», «не вiдвiдана», «чи вiдвiдана?», тощо. Пошук углиб (розд. 5.6.2)
та алгоритм Дейкстри (розд. 5.7.1) теж мають справу зi схожими статусами, i це зауваження
стосується також i їх.

38«Всi» може означати або «абсолютно всi», або «всi досяжнi». Iнодi вважають, що у пошуку в ширину маються
на увазi всi досяжнi, у пошуку в глибину— абсолютно всi.
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Перед викликом bfs слiд iнiцiалiзувати всi елементи st нулями!
(Ми не стали робити це в самiй пiдпрограмi bfs, бо iнодi її використовують як складову частину iнших

алгоритмiв, i деяким з них iнiцiалiзацiя всере́динi BFS заважала б. Тож будемо вважати, що масив st

глобальний i iнiцiалiзацiя його елементiв нулями вiдбувається перед викликом пiдпрограми bfs.)
Надання вершинi статусу 1 слiд робити при занесеннi її у хвiст черги (а не, наприклад, при

вийманнi з голови). Якщо порушувати це правило, деякi вершини можуть додаватися в чергу по
кiлька разiв.

(А у деяких графах— по дуже багато разiв. Розглянемо граф, вiдповiдний мi-
сту з 15 × 15 квадратними кварталами, вершинами є перехрестя, ребрами — фра-
гменти вулиць мiж перехрестями (див. рис.). Такий граф має 16×16=256 вершин
i 480 ребер, що для комп’ютера зовсiм не багато.

Якщо запустити в такому графi погано реалiзований пошук ушир (з невча-
сною замiною статусу вершин), узявши в якостi початкової вершини крайнє ку-
тове перехрестя, дiагонально-протилежне кутове перехрестя буде додано в чергу
155 117 520 разiв, бо са́ме стiльки є рiзних шляхiв однакової мiнiмальної довжини́
(див. також розд. 4.5.2). Це може потребува́ти гiгабайт (!) пам’ятi для черги. А при
правильнiй реалiзацiї черга не перевищує 16 елементiв.)

Цикл перебору ребер, що виходять iз поточної вершини curr, спецiально записано синтаксично
неправильно (for (next : curr→next) ...), щоб пiдкреслити: BFS можна реалiзовувати при
рiзних поданнях графа. Якщо використовується матриця сумiжностi, слiд поєднати звичайний
цикл вiд 0 до 𝑁−1 та if; якщо списки сумiжностi, то if не потрiбен, бо список сумiжностi
вершини curr якраз i мiстить перелiк лише потрiбних next.

Приклад застосування BFS. Нехай хочемо знайти мiнiмальнi шляхи вiд 𝑣[2]; з неї й запускаємо
пошук. Нехай цикл for (next:curr→next) ... перебирає вершини next у порядку зростання
номерiв.39

На серiї рисункiв, де зображений процес виконання BFS, вершина, обведена кружечком, по-
значає, що вона вже розглянута (не обведена — не розглянута); ребро, проведене пунктиром—
не розглянуте; проведене товстою лiнiєю— розглянуте, причому са́ме по ньому вiдбувся пере-
хiд до розгляду нових вершин; проведене лiнiєю звичайної товщини— розглянуте, але по ньому
фактично не переходили (бо вершина next вже розглянута).

Колонка «черга» показуватиме вмiст черги (голова згори, хвiст знизу); елемент, уже вийнятий
з голови (вiн же— поточна вершина, що зберiгається в curr), та елемент, щойно доданий у хвiст,
вiддiлятимемо рисочками.

черга curr next коментар

𝑣[1]

𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5]

𝑣[6]

𝑣[7] 2 ?? ??
Перед початком основного циклу, щойно додали у чер-
гу початкову вершину 𝑣[2]

𝑣[1]

𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5]

𝑣[6]

𝑣[7]
2

1
4

2
1
4

Вийняли з черги 𝑣[2], розглядаємо ре́бра, що виходять
з неї (𝑣[2] → 𝑣[1] та 𝑣[2] → 𝑣[4]). Нi 𝑣[1], нi 𝑣[4] ще не
розглянутi, тому використовуємо обидва цi ребра й до-
даємо обидвi цi вершини у чергу

𝑣[1]

𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5]

𝑣[6]

𝑣[7]
1
4
3

1
2
3
4

Вийняли з черги 𝑣[1], розглядаємо спочатку ребро
𝑣[1] → 𝑣[2] (яке пропускаємо, бо 𝑣[2] вже вiдвiдана),
потiм 𝑣[1] → 𝑣[3] (яке використовуємо й додаємо 𝑣[3]
у чергу), потiм 𝑣[1] → 𝑣[4] (яке пропускаємо, бо 𝑣[4] вже
вiдвiдана)

𝑣[1]

𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5]

𝑣[6]

𝑣[7]

4
3
5
6

4

1
2
3
6

Вийняли з черги 𝑣[4], розглядаємо 𝑣[4] → 𝑣[1],
𝑣[4] → 𝑣[2], 𝑣[4] → 𝑣[3] (кожне з них пропускаємо,
бо вершини 𝑣[1], 𝑣[2] та 𝑣[3] вже вiдвiданi), 𝑣[4] → 𝑣[5]
та 𝑣[4] → 𝑣[6] (кожне з них використовуємо й додаємо
𝑣[5] та 𝑣[6] у чергу)

39Порядок розгляду сусiдiв може бути довiльним, аби жоден з них не був пропущений i не розглядався надто
багато разiв. Якщо так склалося, що списки сумiжностi записанi не у порядку зростання, нема нiякої потреби
сортувати їх перед застосуванням BFS. Див. також примiтку 40 на стор. 132
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черга curr next коментар

𝑣[1]

𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5]

𝑣[6]

𝑣[7]
3
5
6

3

1
4
5
6

Вийняли з черги 𝑣[3], розглядаємо 𝑣[3] → 𝑣[1],
𝑣[3] → 𝑣[4], 𝑣[3] → 𝑣[5] та 𝑣[3] → 𝑣[6]. Усi вершини
𝑣[1], 𝑣[4], 𝑣[5] та 𝑣[6] вже вiдвiданi, пропускаємо

𝑣[1]

𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5]

𝑣[6]

𝑣[7]
5
6
7

5

3
4
6
7

Вийняли з черги 𝑣[5], розглядаємо 𝑣[5] → 𝑣[3],
𝑣[5] → 𝑣[4], 𝑣[5] → 𝑣[6] (кожне з них пропускаємо,
бо 𝑣[3], 𝑣[4] та 𝑣[6] вже вiдвiданi), та 𝑣[5] → 𝑣[7]
(використовуємо й додаємо 𝑣[7] у чергу)

𝑣[1]

𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5]

𝑣[6]

𝑣[7] 6
7

6

3
4
5
7

Вийняли з черги 𝑣[6], розглядаємо 𝑣[6] → 𝑣[3],
𝑣[6] → 𝑣[4], 𝑣[6] → 𝑣[5] та 𝑣[6] → 𝑣[7]. Усi вершини
𝑣[3], 𝑣[4], 𝑣[6] та 𝑣[7] вже вiдвiданi, пропускаємо

(без змiн) 7 7
5
6

Вийняли з черги 𝑣[7], розглядаємо 𝑣[7] → 𝑣[5] та
𝑣[7] → 𝑣[6]. Обидвi вершини 𝑣[5] та 𝑣[6] вже вiдвiданi,
пропускаємо

(Черга порожня, основний цикл пошуку в ширину закiнчується)

Чому черга забезпечує перегляд спочатку всiх вершин на вiд-
станi 1, потiм всiх на вiдстанi 2, i т. д.? 𝑣[2] 𝑣[1] 𝑣[4] 𝑣[3] 𝑣[5] 𝑣[6] 𝑣[7]

𝑑=0 𝑑=1 𝑑=2 𝑑=3
Спочатку в чергу кладеться (й тут же виймається) початкова вершина— єдина на вiдстанi 0.

У хвiст черги додаються всi її сусiди — тобто, всi вершини, що знаходяться на вiдстанi 1. Потiм
починається обробка вершин вiдстанi 1. Їхнi сусiди (точнiше, тi з сусiдiв, якi досi не доданi в чер-
гу) перебувають на вiдстанi 2, й са́ме вони кладуться у хвiст черги, тож новий вмiст черги має
вигляд: починаючи з голови йдуть вершини вiдстанi 1, потiм, починаючи з якогось мiсця i до хво-
ста — вершини вiдстанi 2. Не зважаючи на вiдсутнiсть явного роздiльника, цi групи гарантовано
не перемiшуються. Так са́мо не перемiшуються вони i при бiльших значеннях вiдстанi.

Модифiкацiя BFS, що дозволяє явно знаходити найкоротшi шляхи Наведений на
стор. 129 алгоритм — найпростiший варiант BFS. Вiн-то вiдбувається по найкоротшим шляхам,
але не дає можливостi вивести цi шляхи у зручному для користувача виглядi. В цьому смислi вiн
не робить безпосередньо корисної конкретної робо́ти. Так само, як не робить конкретної робо́ти
код “for(int i=0; i<n; i++) a[i];”. Але такий цикл є «кiстяком» (основою) бiльшостi засобiв
обробки масиву — треба лише доповнювати a[i] бiльш осмисленими дiями з ним. Аналогiчно i
вищенаведений код bfs є «кiстяком», який можна доповнити до корисних алгоритмiв.

Введемо масив dist, який мiститиме вiдстанi вершин вiд початкової, та масив previous, який
вказуватиме, з якої вершини ми прийшли у поточну. Заповнення цих масивiв вiдбуватиметься:
для початкової вершини— на початку пошуку, для всiх iнших досяжних— у момент додавання
вершини у хвiст черги. Результат див. нагорi стор. 132; вiдмiнностi вiд попередньої версiї видiленi
позначками “//!!!”.

Аргументуємо, що масив dist справдi мiстить вiдстанi вiд початкової вершини до всiх дося-
жних. Для початкової вершини start вiдбувається iнiцiалiзацiя dist[start]=0, i це правильно;
для всiх iнших досяжних, значення присвоюється як dist[next] = dist[curr] + 1, причому
за умови, що вершина next була додана у чергу як сусiд вершини curr. А це означає, що до неї
можна дiйти по шляху довжиною dist[curr]+ 1: спочатку дiйти до curr, потiм зробити ще один
крок. З iншого боку, завдяки дотриманню основної iдеї пошуку в ширину, якщо вершина next

тiльки зараз додається до черги, то коротшого шляху iз початкової для неї не iснує. Значить,
раз до next за dist[curr] + 1 дiйти можна, а за меншу кiлькiсть крокiв нi, то це i є вiдстань
(як кiлькiсть ребер) до вершини next.

Масив previous, який мiстить попередникiв вершин на шляхах, використовують, щоб вiд-
новлювати сам́i найкоротшi шляхи (як послiдовностi вершин). Це робиться за допомогою т. зв.
зворотнього ходу. Нехай потрiбно знайти найкоротший шлях з початкової вершини start до
якої-небудь вершини i; тодi перш за все встановлюють передостанню вершину шляху (це бу-
де previous[i]), потiм передпередостанню (previous[previous[i]]), i т. д., доки, «задкуючи»,
не дойдемо до початкової вершини start.
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void bfs_2(start) {

покласти у чергу єдиний елемент – вершину v;

st[start] = 1;

dist[start] = 0; //!!!

previous[start] = (якесь спецiальне значення “не-вершина”); //!!!

while (у черзi є елементи) {

узяти елемент з голови черги i розмiстити у змiннiй curr;

for (next : curr→next) /* перебираємо у змiннiй next

усi вершини, куди йдуть ре́бра (ду́ги) з вершини curr */

if (st[next]==0) {

додати вершину next в кiнець черги;

dist[next] = dist[curr]+1; //!!!

previous[next] = curr; //!!!

st[next] = 1; // позначити як вiдвiдану

}

}

}

(Звiсно, реалiзовувати «задкування» у програмi слiд не звереннями у стилi previous[previous[i]],
а циклом у стилi curr=finish; while(curr!=start) { ...; curr = previous[curr];}.)

Якщо пошук у ширину може застосовуватися до графiв, у яких не всi вершини досяжнi з по-
чаткової, може бути доцiльним iнiцiалiзувати елементи масиву dist дуже великими значеннями
(«машинними ∞»), масиву previous— спецiальним значенням «недосяжна» (наприклад, “−2”);
хоча досяжнiсть/недосяжнiсть вершини й можна визначати за масивом st, буває доцiльно про-
дублювати iнформацiю про те, якi вершини вже досягнутi й якi нi, у iнших масивах. А можна й
навпаки: тримаючи iнформацiю про досягнутi вершини в iнших масивах, позбутися масиву st.
Подiбного роду варiацiй на тему пошуку вшир насправдi досить багато. Але, звiсно, в рамках
однiєї програми слiд вибирати щось одне.

Якщо до деяких вершин є рiзнi шляхи однакової мiнiмальної довжини́, розглянутi пошук
у ширину i вiдновлення шляху зворотнiм ходом знаходять якийсь один40 з них i не зважають
на решту. Так, у детально розглянутому прикладi застосування BFS можливий альтернативний
найкоротший шлях до 𝑣[7], який проходить через 𝑣[6] замiсть 𝑣[5], але це iгнорується.

Зазвичай, це нормально, бо достатньо знати якийсь один мiнiмальний шлях, а всi не потрiбнi
(тим паче, що у деяких графах їх дуже багато; див. приклад на стор. 130). А якщо все-таки треба
шукати всi мiнiмальнi шляхи, це можна зробити, внiсши до алгоритму такi, наприклад, змiни.

1. Зробимо previous не одновимiрним масивом чисел, а vector-ом vector-iв, щоб previous[i]
мiстив перелiк усiх попередникiв 𝑣[𝑖].

2. Перебираючи сусiдiв у циклi “for (next : curr→next) . . . ”, для тих вершин next, якi вже

мають статус 1, будемо перевiряти умову dist[next] == dist[curr] + 1 — вона означає,
що новий шлях до вершини next має таку ж довжину, як вже знайдений мiнiмальний. Якщо
так, додаємо curr до перелiку previous[next].

3. Зворотнiй хiд органiзуємо рекурсивно: кожен перехiд до попередника — рекурсивний ви-
клик; якщо попередникiв кiлька — кiлька рекурсивних викликiв у циклi.

Пошук у ширину на прямокутнiй табличцi Розглянемо особливий випадок пошуку вшир у
застосуваннi до такої задачi.

Дано прямокутний лабiринт, сформований з квадратних клiтинок: сiрi — стiни,
бiлi — вiльнi (проходи). Потрiбно знайти шлях мiнiмальної довжини́ вiд початкової
позицiї, позначеної зiрочкою, до будь-якого з виходiв (виходами вважаються усi
вiльнi клiтинки у зовнiшнiх стiнах). Переходити за 1 хiд можна лише у вiльну
клiтинку зi спiльною стороною.

Багато дрiбних деталей iстотно вiдрiзняються вiд ранiше описаного стандартного варiанта
BFS, але загальна суть та са́ма. Якщо добре усвiдомити спiльну суть, зазвичай стає яснiшим i
сам алгоритм пошуку вшир.

40Перший, який трапиться; а який са́ме трапиться першим, залежить вiд того, в якому порядку розглядаються
сусiднi вершини у циклi “for (next : curr→next) . . . ”. Див. також примiтку 39 на стор. 130.
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При вiдображеннi процесу, звертатимемо увагу, що робиться на вiдповiдному кроцi, не загли-
блюючись у технiчнi деталi того, як це зробити.

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо
старту
одиничками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
одиничок
двiйками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
двiйок
трiйками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
трiйок
четвiрками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
четвiрок
п’ятiрками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
п’ятiрок
шiстками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
шiсток
сiмками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
сiмок
вiсiмками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
вiсiмок
дев’ятками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
дев’яток
десятками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
десяток оди-
надцятками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
одинадцяток
дванадця-
тками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
дванадцяток
тринадця-
тками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
тринадцяток
чотирнадця-
тками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
чотирнадця-
ток п’ятнад-
цятками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
п’ятнадця-
ток шiстнад-
цятками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
шiстнадця-
ток сiмнад-
цятками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
сiмнадця-
ток вiсiмнад-
цятками

Позначимо
всi вiльнi
клiтинки
навколо всiх
вiсiмнадця-
ток дев’ят-
надцятками

Дiсталися до виходу (нагорi
прямокутника), можна завер-
шувати основний етап.

Виконувати наведенi дiї на прямокутнiй табличцi можна рiзними засобами; пошук у ширину,
з його чергою та статусами, цiлком годиться, бiльш-менш вдало поєднуючи простоту́ та ефектив-
нiсть. Без черги (чи iншого подiбного контейнеру), для виконання дiй, подiбних до «Позначимо
всi вiльнi клiтинки навколо всiх шiсток сiмками», треба переглядати усе поле (навiть якщо таких
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шiсток всього двi). Якщо ж складати клiтинки (наприклад, як пари чисел «№ рядка, № стовпчи-
ка») у чергу, це будуть клiтинки, що виймаються з черги пiдряд. «Клiтинка вiльна» вiдповiдає
«клiтинка не є стiною та st[цiєї клiтинки]==0». Тобто, цю вiльнiсть (невiдвiданiсть) клiтинки
можна позначати i якимсь спецiальним значенням у то́му са́мому масивi, де пишуться чи́сла-
вiдстанi. Але можна й статусами. I так далi.

Щоб вiдновити маршрут як послiдовнiсть клiтинок, слiд застосувати зворотнiй хiд. Тут можна
застосувати в т. ч. й вищеописану схему iз запам’ятовуванням попередникiв у окремий масив
previous. Правда, са́ме в цьому випадку це не дуже зручно: кожна клiтинка тодi повинна мiстити
i число-вiдстань, i пару чисел–координати клiтинки-попередника. Тут зручнiше вiдновлювати
вiдновлювати попередникiв «на ходу».

Клiтинка, де вперше досягли виходу, має значення 19; отже, в
неї прийшли з сусiдньої зi значенням 18. У ту, що має значення 18,
прийшли з сусiдньої зi значенням 17, i таких сусiднiх зi значенням 17
є двi рiзнi; значить, є рiзнi маршрути однакової мiнiмальної довжини́.
Якщо хочемо знайти будь-який один з маршрутiв, то вибираємо будь-
яку одну з цих двох сусiднiх зi значенням 17. Наприклад, нижню.
У неї, що має значення 17, прийшли з сусiдньої зi значенням 16.
I так «задкуємо» до самого старту.

5.6.2 Пошук у глибину (DFS), перевiрка ациклiчностi орграфа та топологiчне сор-

тування

Основна iдея пошуку в глибину: коли з’являється розгалуження, треба спочатку повнiстю до-
слiдити одну його гiлку i лише потiм перейти до розгляду iнших (якщо вони все ще будуть
не розглянутi).

Одна зi стандартних реалiзацiй DFS— рекурсивна:
void dfs(curr) {

st[curr] = 1;

for (next : curr→next) /* перебираємо у змiннiй next

усi вершини, куди йдуть ре́бра (ду́ги) з вершини curr.

Змiнна next обов’язково ЛОКАЛЬНА */

if(st[next]==0)

dfs(next);

}

Параметр curr означає поточну вершину (оскiльки пiдпрограма викликає себе рекурсивно,
значення curr постiйно змiнюється); змiнна next, що перебирає вершини, мусить бути локальною.
Смисл масиву st такий самий, як для bfs; тепер ще суттєвiше, що вiн глобальний.

Пiдкреслимо вiдомий факт, що рекурсивнi виклики циклу “for(next:curr→next) if(...)

dfs(next)” працюють так: спочатку повнiстю завершується один виклик, i лише потiм починає-
ться iнший (або не починається, якщо вiдповiдна вершина вже розглянута). Що якраз i вiдповiдає
iдеї «спочатку повнiстю дослiдити одну гiлку, лише потiм перейти до iнших».

Приклад застосування DFS. Бiльшiсть умовних позначень i додаткових домовленостей тi самi,
що для BFS. Колонка «стек» показує вмiст програмного стеку у вiдповiднi моменти: кiлькiсть
рядкiв вказує глибину занурення у рекурсiю, сам́i чи́сла — значення аргументу curr та локальної
змiнної next для кожного з цих викликiв. У прикладi пошук починається з 𝑣[1], але, взагалi
кажучи, з якої вершини треба, з тiєї й починаємо.

граф стек коментар

𝑣[1]
𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5]

𝑣[6] 𝑣[7]

curr next

1 2

перший виклик dfs з головної програми; всерединi нього,
перша iтерацiя циклу for next... розглядає перше по по-
рядку ребро, що виходить з 𝑣[1] (𝑣[1]→𝑣[2]).
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граф стек коментар

𝑣[1]
𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5]

𝑣[6] 𝑣[7]

curr next

1 2
2 1

вiдбувся рекурсивний виклик dfs, тепер поточною верши-
ною curr є 𝑣[2]; перша iтерацiя циклу for next... розгля-
дає перше по порядку ребро, що виходить з 𝑣[2]; це ребро
𝑣[2]→𝑣[1], у вершинi 𝑣[1] ми вже побували, тому переходимо
до наступного значення змiнної next.

𝑣[1]
𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5]

𝑣[6] 𝑣[7]

curr next

1 2
2 3

продовжуємо цикл for next..., переходимо до ребра́
𝑣[2]→𝑣[3], у вершинi 𝑣[3] ще не бували, тож переходимо в неї.

𝑣[1]
𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5]

𝑣[6] 𝑣[7]

curr next

1 2
2 3
3 1

поточна вершина 𝑣[3], дивимося ребро 𝑣[3]→𝑣[1], воно веде
в уже розглянуту вершину

(без змiн)

curr next

1 2
2 3
3 2

поточна вершина 𝑣[3], дивимося ребро 𝑣[3]→𝑣[2], воно веде
в уже розглянуту вершину; на цьому перелiк ребер, що ви-
ходять з 𝑣[3], закiнчено — отже, цей виклик завершується,
виконання програми повертається на попереднiй рiвень ре-
курсiї (той, де curr = 2).

𝑣[1]
𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5]

𝑣[6] 𝑣[7]

curr next

1 2
2 4

продовжуємо цикл for next..., переходимо до ребра́
𝑣[2]→𝑣[4], у вершинi 𝑣[4] ще не бували, тож переходимо в неї.

𝑣[1]
𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5]

𝑣[6] 𝑣[7]

curr next

1 2
2 4
4 2

поточна вершина 𝑣[4], дивимося ребро 𝑣[4]→𝑣[2]; воно веде
в уже розглянуту вершину, продовжуємо цикл for next...

(Надалi, будемо пропускати подiбнi ситуацiї «не йдемо в уже розглянуту вершину», не записуючи їх)

𝑣[1]
𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5]

𝑣[6] 𝑣[7]

curr next

1 2
2 4
4 5

поточна вершина 𝑣[4], дивимося ребро 𝑣[4]→𝑣[5], бачимо, що
по ньому потрiбно перейти.

𝑣[1]
𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5]

𝑣[6] 𝑣[7]

curr next

1 2
2 4
4 5
5 6

поточна вершина 𝑣[5], ребро 𝑣[5]→𝑣[4] пропускаємо, по ребру
𝑣[5]→𝑣[6] переходимо.

𝑣[1]
𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5]

𝑣[6] 𝑣[7]

curr next

1 2
2 4
4 5
5 6
6 7

поточна вершина 𝑣[6], ре́бра 𝑣[6]→𝑣[4] та 𝑣[6]→𝑣[5] пропуска-
ємо, по ребру 𝑣[6]→𝑣[7] переходимо.

𝑣[1]
𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5]

𝑣[6] 𝑣[7]

curr next

1 2
2 4
4 5
5 6
6 7
7 ??

поточна вершина 𝑣[7]; жодне з ребер, котрi виходять з неї,
не веде до нової вершини, тож на цьому вiдповiдний рекур-
сивний виклик завершується.

(без змiн)

curr next

1 2
2 4
4 5
5 6
6 ??

повернувшися на попереднiй рiвень рекурсiї (поточна вер-
шина 𝑣[6]), бачимо, що вже всi ре́бра, котрi виходять з неї,
розглянутi; отже, завершуємо i цей виклик, повертаючись на
попереднiй рiвень рекурсивної вкладностi

(Далi виклики теж лише завершуються: для 𝑣[5] ще є сусiд 𝑣[7], але ця вершина вже розглянута; для 𝑣[4]
ще є сусiд 𝑣[6], але ця вершина вже розглянута; для 𝑣[2] цикл перебору сусiдiв i так вже завершив-
ся; для 𝑣[1] ще є сусiд 𝑣[3], але ця вершина вже розглянута. Отже, увесь пошук у глибину остаточно
завершується.)
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Аналогiчно BFS, сам по собi DFS не робить нiчого безпосередньо корисного, але чимало гра-
фових задач можна розв’язати на його основi. Для цього (знов-таки аналогiчно BFS) потрiбно
додати до наведеної вище основної частини тексту dfs iншi дiї, потрiбнi для вiдповiдної задачi.

Наприклад, DFS-ом можна побудувати матрицю досяжностi або видiлити компоненти
зв’язностi неорiєнтованого графа. Але са́ме для цих задач придатнi хоч DFS, хоч BFS; це мо-
же створити хибне враження, нiби пошук ушир «кращий» (вiн шукає мiнiмальнi шляхи, а пошук
углиб не шукає). Це не так. Нiякий з цих пошукiв не кращий i не гiрший, вони просто трохи схо-
жi й трохи рiзнi: є задачi, якi можна вирiшити будь-яким з них, є задачi, якi можнi вирiшити
лише одним, i є задачi, якi можнi вирiшити лише iншим.

Прикладом задачi, яку легко вирiшити модифiкацiєю DFS, але не BFS, є перевiрка ациклi-
чностi орграфа (згадана на стор. 112 як «геть не геометрична, але типово гра́фова» задачi).

Перевiрка ациклiчностi орграфа рекурсивним DFS-ом Детальнiша постановка задачi та-
ка: задано орграф, i потрiбно з’ясувати, чи мiстить вiн хоча б один орiєнтований цикл (у найпро-
стiшiй версiї цiєї задачi потрiбна лише вiдповiдь «“так”/“нi”»; у трохи складнiшiй версiї потрiбен
ще й сам цикл як послiдовнiсть вершин). От i розглянемо, як вирiшити цю задачу (найпростiшу
версiю) за допомогою рекурсивного DFS.

(Взагалi кажучи, iснують iншi, крiм розглянутої в цьому посiбнику, реалiзацiї пошуку вглиб. Напри-
клад, нерекурсивний пошук углиб, котрий майже як BFS, тiльки черга замiнена на стек, що працює як
контейнер (структура даних): не внаслiдок входу у функцiю/виходу з функцiї, а явними ви́кликами дiй
«покласти у стек» та «вийняти зi стеку». То для того нерекурсивного варiанта всi подальшi мiркування
неправильнi, i вiн не вмiє перевiряти ациклiчнiсть. Тому́ зараз i говориться са́ме про рекурсивний DFS.)

Твердження. Орграф мiстить цикл, що проходить через 𝑣[𝑖0], тодi й тiльки тодi, коли

рекурсивний DFS, запущений з 𝑣[𝑖0], розглядає серед iнших в т. ч. й дугу, яка заходить у 𝑣[𝑖0].

Наприклад, на орграфi з рис. DFS iз 𝑣[2] пiде у 𝑣[4], потiм у 𝑣[6],

𝑣[1] 𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5]

𝑣[6]

𝑣[7]

𝑣[8]

у 𝑣[8], потiм повернеться у 𝑣[6], повернеться у 𝑣[4], пiде у 𝑣[7], у 𝑣[5],
у 𝑣[3], i перевiрить дугу 𝑣[3] → 𝑣[2] (звiсно, не переходячи по нiй, бо
𝑣[2] вже вiдвiдана).

Це може призвести до такої iдеї: всере́динi циклу for (next :

curr→next) замiнити «одногiлкове» розгалуження «якщо вершина
ще не розглянута, запустити пошук iз неї» на «двогiлкове»: «якщо
ще не розглянута, то запустити пошук, а якщо розглянута, то запам’ятати, що знайшли цикл».

На жаль, рiвно у такому виглядi це неправда. У тому ж орграфi є вершина 𝑣[8], куди ведуть
рiзнi орiєнтованi шляхи 𝑣[2]→𝑣[4]→𝑣[6]→𝑣[8] та 𝑣[2]→𝑣[4]→𝑣[7]→𝑣[8], якi не утворюють циклу.
Тому потрiбно розрiзняти ситуацiю повторного розгляду 𝑣[8] вiд повторного розгляду 𝑣[2].

Вiмiннiсть полягає у тому, що повторний розгляд вершини 𝑣[8] вiдбувається пiсля вiдкату

рекурсiї з 𝑣[8] у 𝑣[6], а повторний розгляд 𝑣[2]— всере́динi виконання пошуку з вершини 𝑣[2].
Тому, елементи масиву статусiв st тепер мають зберiгати не одне з двох значень, а одне з трьох:

� “0” — вершина ще не розглянута;

� “1” — сама вершина розглянута, а рекурсивний розгляд досяжних з неї частин орграфа ще
триває;

� “2” — вже завершено розгляд i самої вершини, i досяжних з неї частин орграфа.

Неважко переконатися, що для пiдтримання таких значень достатньо мiняти елементи st у такi
моменти:

1. перед першим запуском dfs iнiцiалiзувати всi елементи st нулями;

2. потрапивши всере́дину рекурсивного виклику dfs(curr), вiдразу робити присвоєння
st[curr]=1;

3. перед самим завершенням рекурсивного виклику dfs(curr) робити присвоєння st[curr]=2.
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Отримуємо псевдокод алгоритму перевiрки ациклiчностi:
void dfs_cycle(curr) {

st[curr] = 1;

for (next : curr→next) /* перебираємо у локальнiй змiннiй next

всi вершини, куди йдуть ду́ги з вершини curr */

if(st[next]==0)

dfs_cycle(next);

else

if(st[next]==1) //!!!

CYCLE!!! ;

st[curr] = 2; //!!!

}

На мiсце фрагмента “CYCLE!!!” слiд написати дiї, якi слiд
робити при виявленнi циклу. Якщо цi дiї хоч одного разу були
виконанi, орграф мiстить цикл; якщо не були— ациклiчний.

Ще один тонкий момент — як запускати таку пiдпрограму?
На все тому ж прикладi, бачимо: якщо запустити її з головної програми однократно, почина-

ючи з вершини 𝑣[8] (або 𝑣[6]), цикл не буде знайдений, бо нi з 𝑣[8], нi з 𝑣[6] не можна дiстатися
до циклу. Тому, dfs_cycle слiд запускати багатократно, починаючи з рiзних вершин.

Можна запускати dfs_cycle iз усiх вершин орграфа, «чистячи»
перед кожним запуском масив статусiв st.

for(int v=0; v<n; v++) {

st.assign(n, 0);

dfs_cycle(v);

}

Але цi запуски можна органiзувати значно ефективнiше, уникнув-
ши повторних розглядiв вже розглянутих «шматкiв» графа:

st.assign(n, 0);

for(int v=0; v<n; v++)

if(st[v]==0)

dfs_cycle(v);

Топологiчне сортування (topsort) Задача топологíчного сортування орграфа (рос. «задача
топологи́ческой сортировки орграфа», англ. «digraph topological sorting problem») полягає в тому,
щоб переставити вершини орграфа в такому порядку, щоб усi ду́ги вели вiд ранiших вершин до
пiзнiших. Цю назву часто скорочують: укр., рос. — «топсорт», англ. — «topsort».

Вхiднi данi Результат

Приклад 1
𝑣[5]

𝑣[7]

𝑣[3]

𝑣[1]

𝑣[4]

𝑣[6]

𝑣[2] Порядок 𝑣[5], 𝑣[7], 𝑣[3], 𝑣[1], 𝑣[4], 𝑣[2], 𝑣[6] забезпечує,
що всi ду́ги йдуть злiва направо:
𝑣[5] 𝑣[7] 𝑣[3] 𝑣[1] 𝑣[4] 𝑣[6]𝑣[2]

Якщо переставити 𝑣[7] i 𝑣[3], вийде iнша правильна вiдповiдь

Приклад 2
𝑣[5]

𝑣[7]

𝑣[3]

𝑣[1]

𝑣[4]

𝑣[6]

𝑣[2]

Топологiчне сортування незастосовне до оргра-
фiв з циклами

Наголосимо (хоч це й видно з означення), що топологiчне сортування не є ще одним ал-
горитмом сортування масивiв чи iнших послiдовностей. Це не алгоритм, а задача, яка iстотно
вiдрiзняється (щонайменше, наявнiстю окремо вершин, окремо дуг) вiд того сортування, яке ви-
конують бульбашкове сортування, quickSort, тощо.

Як спiввiдносяться означення топологiчного сортування, дане за́раз i дане у розд. 2.6.3? Во-
ни дуже схожi, бо мiж «розмiстити меншi елементи ранiше за бiльшi» та «розмiстити вершини,
звiдки виходять ду́ги, ранiше за вершини, куди вони заходять» дуже глибокий зв’зок, це майже
те са́ме. Головна вiдмiннiсть — для вiдношень прийнято спочатку переконуватися, що вiдношення
є вiдношенням порядку (антисиметричним транзитивним), i без цього вважається, що топологi-
чне сортування не має смислу; для орграфiв же нiякий аналог транзитивностi взагалi не потрi-
бен, замiсть антисиметричностi вживається трохи схожа (але не рiвносильна) ациклiчнiсть, яку
прийнято перевiряти вже пiд час виконання топсорта, а не заранi.

Не зважаючи на цi вiдмiнностi у деталях, цiлком правильним є алгоритм топологiчного сор-
тування, аналогiчний описаному в розд. 2.6.3: «Поки ще є невибранi вершини, повторювати:
вибрати будь-яку вершину, в яку не входить жодна дуга; оголосити, що вона є черговою у поряд-
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Реалiзацiя топологiчного сортування рекурсивною функцiєю, що є черговою модифiкацiєю
DFS:
void dfs_topsort(curr) {

st[curr] = 1;

for (next : curr→next) { /* перебираємо у локальнiй змiннiй next

всi вершини, куди йдуть ду́ги з вершини curr. */

if(st[next]==0)

dfs_topsort(next);

else

if(st[next]==1)

cycle_found = true;

if(cycle_found)

return;

}

st[curr] = 2;

res.push_back(curr);

}

Виклики цiєї рекурсивної функцiї слiд органiзувати приблизно так:
st.assign(n, 0);

res.clear();

cycle_found = false;

for(int v=0; v<n; v++)

if(st[v]==0) {

dfs_topsort(v);

if(cycle_found)

break;

};

if(cycle_found) {

...(виводимо чи вертаємо, що в орграфi є цикл)...

} else {

reverse(res.begin(), res.end());

...(виводимо чи вертаємо, що res є результатом топсорта)...

}

ку злiва направо; вилучити її саму i всi ду́ги, що з неї виходять. Якщо хоч раз настає ситуацiя,
коли вершини ще є, але вибрати вершину за цим правилом неможливо — орграф мiстить цикл,
топологiчне сортування неможливе».

При бажаннi, цей самий алгоритм можна використовувати також i для перевiрки ациклiчно-
стi, замiсть ранiше описаної модифiкацiї DFS: орiєнтований цикл iснує тодi й тiльки тодi, коли
вершини ще є, але серед них неможливо (навiть пiсля ранiше зроблених видалень дуг) вибрати
таку, куди не заходить жодна дуга.

Але для розрiджених графiв це значно менш ефективно, нiж DFS.

I можна, навпаки, доробити DFS-ну перевiрку ациклiчностi, щоб вона i перевiряла ациклi-
чнiсть, i, якщо жодного циклу нема, виконувала топсорт.

Зручно органiзувати алгоритм так, щоб вiн намагався будувати результат топсорта (послi-
довнiсть вершин), «сподiваючись» на ациклiчнiсть орграфа; якщо орцикл все-таки знайдеться,
можна просто «викинути» (проiгнорувати) цю недобудовану послiдовнiсть. Тому́ в подальших
мiркуваннях будемо умовно припускати, нiби орграф ациклiчний, хоч це й не гарантовано.

Рекурсивний DFS припиняє рекурсивнi заглиблення й починає пiдйом (вiдкат) з рекурсiї
в однiй з двох ситуацiй: або з вершини не виходить жодна дуга, або всi ду́ги, що виходять з неї,
ведуть у вже вiдвiданi вершини. (Адже, якщо не перше i не дру́ге, то значить є ду́ги, якi ведуть
у ще не вiдвiданi вершини, i згiдно алгоритму треба в них пiти, тобто продовжити рекурсивне за-
глиблення.) Отже, кожна неможливiсть заглиблюватись далi в рекурсiю обов’язково знаходить
щось одне з двох: або цикл (який робить топсорт неможливим), або вершину, всi ду́ги з якої ве-
дуть лише до вершин статусу 2 (нагадаємо, ми модифiкуємо не початковий DFS, а ту версiю, яка
перевiряє ациклiчнiсть i має три, а не два, значення статусу).
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А це значить, що хронологiчний порядок пiдйомiв з рекурсiї в точностi протилежний порядку–
результату топсорта: найперший пiдйом вiдбудеться у вершинi, з якої взагалi не виходять ду́ги,
наступний— у вершинi, з якої або взагалi не виходять, або виходить лише дуга у вершину ста-
тусу 2, знайдену на попередньому кроцi, i т. д. (Повторюємо: все це у припущеннi, що орграф
ациклiчний.) Тобто, можна при кожному пiдйомi з рекурсiї дописувати поточну вершину в деяку
глобальну послiдовнiсть, а наприкiнцi розвернути ту послiдовнiсть (якщо, звiсно, так i не зна-
йдеться цикл).

У наведенiй нагорi стор. 138 реалiзацiї, vector<int> st (на початку заповнений нулями) є
статусом, що має рiвно той самий смисл, що й у перевiрцi ациклiчностi; bool cycle_found збе-
рiгає, чи було знайдено цикл; vector<int> res (на початку порожнiй) використовується, щоб
побудувати (у зворотньому порядку) послiдовнiсть–вiдповiдь.

Тобто, такий алгоритм вмiє i перевiрити, чи мiстить орграф цикл, i (якщо не мiстить) знайти
який-небудь результат топологiчного сортування. I все це — кодом, не набагато складнiшим за
просто пошук углиб, причому як у планi написання, так i у планi швидкостi виконання.

Приклад застосування dfs_topsort.

граф стек
поточний

стан
вiдповiдi

коментар

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4]

𝑣[5] 𝑣[6] 𝑣[7] 𝑣[8]

curr next

1 2
порожньо

первинний (а не рекурсивний) виклик
dfs_topsort(𝑣[1]); всерединi нього, перша
iтерацiя циклу for next... розглядає першу
по порядку дугу 𝑣[1]→𝑣[2]; по нiй треба перейти

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4]

𝑣[5] 𝑣[6] 𝑣[7] 𝑣[8]

curr next

1 2
̸ 2 ??

𝑣[2]

з поточної вершини 𝑣[2] не виходить жодна ду-
га; вiдбувається повернення у 𝑣[1] (пiдйом з 𝑣[2]),
тому 𝑣[2] набуває статусу 2 й записується у вiдпо-
вiдь

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4]

𝑣[5] 𝑣[6] 𝑣[7] 𝑣[8]

curr next

̸ 1 ??
𝑣[2], 𝑣[1]

з поточної вершини 𝑣[1] не виходить жодна ще не
розглянута дуга; тому́ 𝑣[1] набуває статусу 2 й
дописується у вiдповiдь i вiдбувається остато́чний
вихiд з рекурсiї. . .

. . . але продовжується зовнiшнiй цикл; 𝑣[2] пропускається як вiдвiдана, тому́ аргументом наступного
первинного (а не рекурсивного) виклику dfs_topsort є 𝑣[3]

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4]

𝑣[5] 𝑣[6] 𝑣[7] 𝑣[8]

curr next

3 4
𝑣[2], 𝑣[1]

поточна вершина 𝑣[3], розглядається перша по по-
рядку дуга 𝑣[3]→𝑣[4]; по нiй треба перейти

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4]

𝑣[5] 𝑣[6] 𝑣[7] 𝑣[8]

curr next

3 4
4 8

𝑣[2], 𝑣[1]
поточна вершина 𝑣[4], розглядається перша по по-
рядку дуга 𝑣[4]→𝑣[8]; по нiй треба перейти

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4]

𝑣[5] 𝑣[6] 𝑣[7] 𝑣[8]

curr next

3 4
4 8
̸ 8 ??

𝑣[2], 𝑣[1],
𝑣[8]

з поточної вершини 𝑣[8] не виходить жодна ду-
га; вiдбувається повернення у 𝑣[4] (пiдйом з 𝑣[8]),
тому 𝑣[8] набуває статусу 2 й дописується у вiд-
повiдь

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4]

𝑣[5] 𝑣[6] 𝑣[7] 𝑣[8]

curr next

3 4
̸ 4 ??

𝑣[2], 𝑣[1],
𝑣[8], 𝑣[4]

з поточної вершини 𝑣[4] не виходить жодна ще
не розглянута дуга; вiдбувається повернення з 𝑣[4]
у 𝑣[3], тому́ 𝑣[4] набуває статусу 2 й дописується
у вiдповiдь
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граф стек
поточний

стан
вiдповiдi

коментар

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4]

𝑣[5] 𝑣[6] 𝑣[7] 𝑣[8]

curr next

̸ 3 ??

𝑣[2], 𝑣[1],
𝑣[8], 𝑣[4],
𝑣[3]

спочатку, розглядається й пропускається
𝑣[3]→𝑣[8], що веде до розглянутої 𝑣[8]; потiм
не лишається не розглянутих дуг, 𝑣[3] набуває
статусу 2 й дописується у вiдповiдь, вiдбувається
вихiд з рекурсiї. . .

. . . але продовжується зовнiшнiй цикл; 𝑣[4] пропускається як вiдвiдана, тому́ аргументом наступного
первинного (а не рекурсивного) виклику dfs_topsort є 𝑣[5]

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4]

𝑣[5] 𝑣[6] 𝑣[7] 𝑣[8]

curr next

5 ̸ 1 6

𝑣[2], 𝑣[1],
𝑣[8], 𝑣[4],
𝑣[3]

спочатку, розглядається й пропускається
𝑣[5]→𝑣[1], що веде до розглянутої 𝑣[1]; по-
тiм розглядається наступна по порядку дуга
𝑣[5]→𝑣[6], по нiй треба перейти

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4]

𝑣[5] 𝑣[6] 𝑣[7] 𝑣[8]

curr next

5 6
6 ̸ 2 7

𝑣[2], 𝑣[1],
𝑣[8], 𝑣[4],
𝑣[3]

спочатку, розглядається й пропускається
𝑣[6]→𝑣[2], що веде до розглянутої 𝑣[2]; по-
тiм розглядається наступна по порядку дуга
𝑣[6]→𝑣[7], по нiй треба перейти

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4]

𝑣[5] 𝑣[6] 𝑣[7] 𝑣[8]

curr next

5 6
6 7
̸ 7 ??

𝑣[2], 𝑣[1],
𝑣[8], 𝑣[4],
𝑣[3], 𝑣[7]

спочатку, розглядаються й пропускаються
𝑣[7]→𝑣[3] та 𝑣[7]→𝑣[8], що ведуть до розглянутих
𝑣[3] та 𝑣[8]; потiм не лишається не розглянутих
дуг, тому́ 𝑣[7] набуває статусу 2 й дописується у
вiдповiдь i вiдбувається повернення з 𝑣[7] у 𝑣[6]

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4]

𝑣[5] 𝑣[6] 𝑣[7] 𝑣[8]

curr next

5 6
̸ 6 ??

𝑣[2], 𝑣[1],
𝑣[8], 𝑣[4],
𝑣[3], 𝑣[7],
𝑣[6]

з поточної вершини 𝑣[6] не виходить жодна ще
не розглянута дуга; тому́ 𝑣[6] набуває статусу 2
й дописується у вiдповiдь i вiдбувається поверне-
ння з 𝑣[6] у 𝑣[5]

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4]

𝑣[5] 𝑣[6] 𝑣[7] 𝑣[8]

curr next

̸ 5 ??

𝑣[2], 𝑣[1],
𝑣[8], 𝑣[4],
𝑣[3], 𝑣[7],
𝑣[6], 𝑣[5]

з поточної вершини 𝑣[5] не виходить жодна ще не
розглянута дуга; тому́ 𝑣[5] набуває статусу 2 й до-
писується у вiдповiдь i вiдбувається остато́чний
вихiд з рекурсiї

цикл перебору не вiдвiданих вершин (ззовнi dfs_topsort) перевiряє, що 𝑣[6], 𝑣[7] та 𝑣[8] вже вiдвiданi, i
все разом узяте топологiчне сортування остаточно завершується; результатом є «розвернута» послiдов-
нiсть «поточний стан вiдповiдi».

Тобто, остаточним результатом топологiчного сортування є послiдовнiсть 𝑣[5], 𝑣[6], 𝑣[7], 𝑣[3],
𝑣[4], 𝑣[8], 𝑣[1], 𝑣[2]. Для неї всi ду́ги справдi напрямленi злiва направо:

𝑣[1] 𝑣[2]𝑣[3] 𝑣[4]𝑣[5] 𝑣[6] 𝑣[7] 𝑣[8]

Пошук углиб має й iншi кориснi застосування— перевiрка сильної зв’язностi (ефективнiша,
нiж побудова матрицi зв’язностi); перевiрка двозв’язностi, пошук мостiв та точок зчленування;
тощо. Але тi алгоритми складнiшi й явно лежать за межами дискретної математики.

5.7 Алгоритми пошуку найкоротших маршрутiв у зважених графах

Пошук ушир знаходить маршрут мiнiмальної довжини́, вважаючи, що довжиною маршрута є
кiлькiсть ребер. Але на практицi пошук найкоротших маршрутiв частiше стосується зважених
графiв, де ре́бра мають довжину, i довжиною маршрута вважається сума довжин пройдених
ребер.
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5.7.1 Алгоритм Дейкстри

Алгоритм Дейкстри41 дозволяє знайти найкоротшi маршрути вiд вказаної початкової вершини
зваженого графа до всiх iнших. Цей алгоритм може бути застосований як до орграфiв, так i до
неорiєнтованих; вiн не вимагає виконання нерiвностi трикутника для довжин ребер42. Але одне
обмеження накладається: довжи́ни ребер мають бути невiд’ємними!

Згiдно алгоритму Дейкстри, кожнiй вершинi спiвставляються оцiнка вiдстанi вiд початкової
(масив d) та статус (масив st). Статус може набувати одне з трьох значень:

� cтатус 0 (або «бiла» вершина, або «спляча») — до цiєї вершини ще не дiсталися, про її
в́iдстань вiд початкової ще нiчого не вiдомо;

� cтатус 1 (або «сiра» вершина, або «розбуджена») — до цiєї вершини вже дiсталися, отже—
є деяка оцiнка ї ї вiдстанi вiд початкової; але ще не вiдомо, чи ця оцiнка i буде остато́чною
вiдстанню, чи вона покращиться (буде знайдено iнший, коротший, маршрут);

� cтатус 2 (або «чорна» вершина, або «вбита») — для цiєї вершини вже вiдомi гарантовано
мiнiмальний маршрут та остато́чна вiдстань.

Довжину ребра́ вiд 𝑖-ої вершини до 𝑗-ої позначатимемо як 𝑙(𝑖, 𝑗); залежно вiд структури даних,
це може бути [i][j]-ий елемент матрицi сумiжностi, чи частина структури елемента спискiв
сумiжностi, тощо.

Сам алгоритм має такий вигляд:

Спочатку, всiм вершинам надається статус 0, а стартовiй (тiй, маршрути вiд якої шукаємо) —
статус 2 та вiдстань 0. Стартова вершина запам’ятовується як «поточна». Далi вiдбувається
великий цикл, кожна iтерацiя якого складається з двох етапiв:

1. Дослiджуються усi сусiди поточної вершини, i, в разi потреби, оновлюються їхнi (сусiднiх
вершин) оцiнки.
Потреба оновити оцiнки виникає в одному з двох випадкiв: або коли щойно вперше знайдено хоч
якийсь маршрут до цiєї вершини, або коли щойно розглянутий маршрут кращий (коротший) за
ранiше вiдомий. Такi «оновлення в разi потреби» називають також релаксацiями (рос. «релакса-
ция», англ. «relaxation»).

2. Серед вершин, якi мають статус 1, вибирається та, оцiнка вiдстанi якої мiнiмальна; ця
вершина переводиться до статусу 2 i робиться поточною для наступної iтерацiї великого
циклу.
(При цьому не враховується, «наскiльки давно» вершини перейшли зi статусу 0 до статусу 1;
якщо є рiзнi вершини з однаковими мiнiмальними оцiнками, береться будь-яка одна з них.)

Завершувати великий цикл слiд тодi, коли не лишається вершин статусу 1.

Сформульовано словами, бо реалiзовувати суть пунктiв 1 та 2 можна дуже, дуже по-рiзному.
(Найпростiша реалiзацiя — подати граф матрицею сумiжностi i написати для кожного з пунктiв свiй

цикл перегляду всiх вершин: для п. 1 — проходження по рядку матрицi сумiжностi, для п. 2 — вибiр мiнi-
мума з оцiнок вiдстаней через цикл та (if(st[i]==1 && d[i]<d_min) ...). Тодi кiлькiсть дiй алгоритму
становить 𝑂(𝑛2): 𝑂(𝑛) разiв зовнiшнiй цикл, всере́динi нього послiдовно два цикли по 𝑂(𝑛) кожен.

Для великих розрiджених графiв, значно ефективнiше (складнiсть 𝑂(𝑚 log 𝑛)) вчинити iнакше: 1) ви-
користати на першому великому кроцi списки сумiжностi; 2) замiнити очевидний пошук мiнiмума серед
усiх елементiв d на пошук мiнiмума за допомогою спецiальної структури даних (пiрамiди або set-а; де-
тальнiше — у дисциплiнi «Алгоритми та структури даних»).

I спiльного мiж цими двома реалiзацiями дуже ма́ло, хоча обидвi вони в точностi вiдповiдають наве-
деному словесному формулюванню.)

Для знаходження маршрутiв як послiдовностей вершин можна, як i в BFS, ввести масив
попередникiв previous та скористатися зворотнiм ходом.

41Е́дсгер Де́йкстра (Edsger Dijkstra; 1930–2002) — один з найвидатнiших вчених у галузi computer science, лауреат
премiї Тьюрiнга, професор Ейндховенського унiверситету (Нiдерланди) та Техаського унiверситету (США)

42тобто, працює правильно в тому числi й у випадку, коли коли у графi можуть бути ре́бра {𝑣[𝑖], 𝑣[𝑗]}, {𝑣[𝑗], 𝑣[𝑘]}
та {𝑣[𝑖], 𝑣[𝑘]} такi, що 𝑙({𝑣[𝑖], 𝑣[𝑘]})>𝑙({𝑣[𝑖], 𝑣[𝑗]})+ 𝑙({𝑣[𝑗], 𝑣[𝑘]}), тобто маршрут через промiжну вершину 𝑣[𝑗] ко-
ротший за «пряме» ребро
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Вершини статусу 0 не обведенi; статусу 1 обведенi ко́лом; статусу 2 залитi чорним. Не розглянутi ре́бра
проведенi пунктиром; розглянутi — суцiльними лiнiями (тонка лiнiя — ребро не використовується у най-
коротших маршрутах, жирна— використовується). Чи́сла посере́динi ребер — довжи́ни ребер; чи́сла,
обведенi прямокутниками— оцiнки вiдстаней вершин вiд початкової. “curr (стара)” — яка вершина по-
точна у пунктi 1; “curr (нова)” — яка вершина стає новою поточною у пунктi 2.

граф curr

(стара)
curr

(нова)
коментар

𝑣[1] 0 𝑣[2] 55

𝑣[3] 2

2
4

𝑣[4]

3
6

𝑣[5]

20
10

1 3
У першiй великiй частинi циклу, 𝑣[2] та 𝑣[3] переходять зi стату-
су 0 до статусу 1, їм надаються оцiнки 𝑑[2] = 5 та 𝑑[3] = 2.
У дру́гiй, 𝑣[3] переходить до статусу 2.

𝑣[1] 0 𝑣[2] 55

𝑣[3] 2

2
4

𝑣[4] 8

3
6

𝑣[5] 22

20
10

3 2

У першiй великiй частинi циклу, дослiджуються маршрути через
𝑣[3] до 𝑣[2], 𝑣[4] та 𝑣[5].
Новий маршрут до 𝑣[2] довший, нiж уже вiдомий (𝑑[3]+ 𝑙(3, 2)=
=2 + 4>5=𝑑[2]), тому оцiнка 𝑑[2] не змiнюється.
Для 𝑣[4] та 𝑣[5] маршрути через 𝑣[3] є першими знайденими,
тому цi вершини переходять до статусу 1, їм надаються оцiнки
𝑑[4] = 8, 𝑑[5] = 22.
У дру́гiй великiй частинi циклу, серед 𝑣[2], 𝑣[4], 𝑣[5] вибирається
𝑣[2] i переводиться до статусу 2.

𝑣[1] 0 𝑣[2] 55

𝑣[3] 2

2
4

𝑣[4] 8

3
6

𝑣[5] 22

20
10

2 4

У першiй великiй частинi циклу, дослiджуються маршрути че-
рез 𝑣[2]. Єдиний її сусiд, що перебуває не у статусi 2 — 𝑣[4]. Дов-
жина нового маршруту дорiвнює довжинi старого (𝑑[2]+ 𝑙(2, 4)=
=5 + 3=8=𝑑[4]), тому оцiнка не змiнюється. Вершину-поперед-
ника можна хоч лишити незмiнною (𝑣[3]), хоч змiнити на 𝑣[2] —
i так, i так правильно.
У дру́гiй великiй частинi циклу, серед 𝑣[4] та 𝑣[5] вибирається
𝑣[4] i переводиться до статусу 2.

𝑣[1] 0 𝑣[2] 55

𝑣[3] 2

2
4

𝑣[4] 8

3
6

𝑣[5] 18

20
10

4 5

У першiй великiй частинi циклу, дослiджуються маршрути че-
рез 𝑣[4]. I виявляється, що досить давно знайдена оцiнка 𝑑[5]
неоптимальна: новий маршрут коротший (𝑑[4]+ 𝑙(4, 5)=8 + 10=
=18<22=𝑑[5]), тому оцiнка замiнюється на нову (𝑑[5] = 18).
У дру́гiй великiй частинi циклу 𝑣[5] переводиться до статусу 2.

(Фактично буде ще одна iтерацiя великого циклу, на якiй будуть (невдалi) спроби побудувати новi
маршрути через вершину 5 та (невдала) спроба знайти мiнiмальну оцiнку серед вершин зi статусом 1,
але її малювати не будемо.)

Якщо потрiбно шукати найкоротшi маршрути не в усi вершини, а лише мiж двома вказаними

вершинами v_start та v_finish, це не дає можливостi значно оптимiзувати алгоритм: чи не
єдине, що можна зробити— замiнити умову виходу з великого циклу на «не лишилося вершин
статусу 1 або вершина v_finish вже у статусi 2», а така оптимiзацiя не є принциповою.

Приклад застосування алгоритму Дейкстри див. нагорi стор. 142.
Доведення правильностi алгоритму Дейкстри для зважених графiв з невiд’ємними довжинами

ребер охочi можуть знайти у лiтературi.
А от приклад, коли спроба застосувати алгоритм Дейкстри до графа з
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2

−2 2
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𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4]

0 3 1 3

ребрами вiд’ємної довжини́ призводить до помилкової вiдповiдi, наведемо.
У орграфi з рис. нема циклiв вiд’ємної довжини́, тож вiдстанi

як довжи́ни найкоротших маршрутiв мають смисл; значення вiдстаней
вiд 𝑣[1] наведенi у табличцi (можна перевiрити перебором).

А при застосуваннi алгоритму Дейкстри (починаючи з 𝑣[1]), серед 𝑣[2]
i 𝑣[3] до статусу 2 переводиться спочатку 𝑣[3], i буде вважатися 𝑑[3] = 2. Як наслiдок, неправильно
визначається також i 𝑑[4].
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5.7.2 Алгоритми Флойда та Воршалла

Алгоритм Флойда Алгоритм Воршалла
for(int k=0; k<n; k++)

for(int i=0; i<n; i++)

for(int j=0; j<n; j++)

d[i][j] = min(d[i][j],

d[i][k] + d[k][j]);

for(int k=0; k<n; k++)

for(int i=0; i<n; i++)

for(int j=0; j<n; j++)

d[i][j] |= d[i][k] & d[k][j];

Цикли не можна переставляти довiльно: зовнiшнiм мусить бути цикл, що перебирає промi-

жнi вершини 𝑘 суми d[i][k]+d[k][j] чи кон’юнкцiї d[i][k]&d[k][j].
(Оскiльки розглядаємо мiнiмальнi маршрути, основну увагу придiлимо алгоритму Флойда (Floyd’s).

Але заодно побiжно згадаємо й алгоритм Воршалла (Warshall’s); з цього i почнемо.
Алгоритм Воршалла будує транзитивне замикання вiдношення: якщо перед запуском алгоритму по-

класти у масив d матрицю бiнарного «у вузькому смислi» вiдношення, то пiсля виконання цих циклiв той
самий масив d мiститиме вже матрицю транзитивного замикання цього вiдношення.

Це майже те са́ме, що побудова матрицi досяжностi за вiдомою матрицею сумiжностi (у варiантi, коли
матриця сумiжностi може мiстити лише 0 (нема ребра́) та 1 (ребро є)), але не враховується досяжнiсть
кожної вершини самої з се́бе за маршрутом довжини́ 0. Якщо треба, можна дописати цикл, що замiнює
всi елементи головної дiагоналi на одинички; тодi це буде в точностi побудова матрицi досяжностi.)

Тепер зосередимося на алгоритмi Флойда. На початку (перед запуском циклiв) масив d має
мiстити спецiальну форму матрицi сумiжностi, де всi дiагональнi елементи d[i][i]=0, а вiдсу-
тнiсть ребер позначається ∞ (див. стор. 118). По завершенню роботи алгоритму цей самий масив
мiстить матрицю вiдстаней.

Доведення правильностi алгоритму Флойда вiдбувається за такою схемою. Перед початком робо́ти
враховано тривiальнi маршрути, якi або взагалi не мiстять ребер, або мiстять єдине ребро. Пiсля iтерацiї
зовнiшнього циклу при 𝑘=0, враховано ще й маршрути, якi проходять через єдину промiжну вершину 𝑣[0].
Пiсля iтерацiї при 𝑘=1 — маршрути, якi можуть проходити через 𝑣[0] та/або 𝑣[1]. Причому, з варiантiв

не проходити нi через 𝑣[0], нi через 𝑣[1] d[i][j] не було змiнене нi при 𝑘=0, нi при 𝑘=1
проходити через 𝑣[0], але не проходити через 𝑣[1] d[i][j] змiнене при 𝑘=0, але не змiнене при 𝑘=1
проходити через 𝑣[1], але не проходити через 𝑣[0] d[i][j] змiнене при 𝑘=1, причому нi d[i][1],

нi d[1][j] не мiнялися при 𝑘=0
проходити спочатку через 𝑣[0], потiм через 𝑣[1] d[i][j] змiнене при 𝑘=1, причому d[i][1] змiнене

при 𝑘=0, а d[1][j] — нi
проходити спочатку через 𝑣[1], потiм через 𝑣[0] d[i][j] змiнене при 𝑘=1, причому d[1][j] змiнене

при 𝑘=0, а d[i][1] — нi
проходити через 𝑣[0], потiм через 𝑣[1], потiм знов
через 𝑣[0]

d[i][j] змiнене при 𝑘=1, причому i d[i][1],
i d[1][j] змiненi при 𝑘=0

вибрано найкращий. Аналогiчно, пiсля iтерацiї при 𝑘=2 вибрано найкращi зi маршрутiв, якi можуть
(але не зобов’язанi) проходити (в будь-якому порядку) через 𝑣[0], 𝑣[1] та 𝑣[2]. I так далi. Тому, пiсля
виконання усiх iтерацiй, масив d мiстить в́iдстанi. �

𝑣[0]

𝑣[1]
𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]

Застосуємо алгоритм Флойда до наведеного графа. На початку,
треба пiдготувати матрицю сумiжностi.

0 1 ∞ 1 ∞
1 0 1 ∞ 1
∞ 1 0 1 1
1 ∞ 1 0 ∞
∞ 1 1 ∞ 0

При 𝑘=0, враховано маршрут
довжиною 2 мiж 𝑣[1] та 𝑣[3]

через 𝑣[0] (тут i далi — в обох

напрямках)

При 𝑘=1, враховано маршрути
через 𝑣[1] : мiж 𝑣[0] та 𝑣[2], мiж

𝑣[0] та 𝑣[4], мiж 𝑣[3] та 𝑣[4]

При 𝑘=2, враховано маршрут мiж
𝑣[3] та 𝑣[4] через 𝑣[2] , який вияв-

ляється коротшим, нiж через 𝑣[0]
та 𝑣[1]

0 1 ∞ 1 ∞
1 0 1 *2* 1
∞ 1 0 1 1
1 *2* 1 0 ∞
∞ 1 1 ∞ 0

0 1 *2* 1 *2*

1 0 1 2 1
*2* 1 0 1 1
1 2 1 0 *3*

*2* 1 1 *3* 0

0 1 2 1 2
1 0 1 2 1
2 1 0 1 1
1 2 1 0 *2*

2 1 1 *2* 0
Далi будуть ще iтерацiї при 𝑘=3 та 𝑘=4, якi не змiнюють жодного елементу. Але це — випадковий збiг об-
ставин са́ме для цього графа, а не загальна властивiсть алгоритму. Наприклад, для графа 𝑣[0] 𝑣[2] 𝑣[1]
спочатку вiдбувається двi iтерацiї, на яких масив не мiняється, а вже потiм при 𝑘=2 враховується мар-
шрут через 𝑣[2].
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Як бачимо, алгоритм Флойда будує вiдразу всю матрицю вiдстаней. Якщо са́ме матриця й по-
трiбна, алгоритм Флойда безсумнiвно найлегший для написання, i при цьому ще й оптимальний
за часом виконання. Але якщо потрiбнi лише деякi вiдстанi, нема нiякої можливостi пришвид-
шити цей алгоритм, не шукаючи не потрiбнi.

(Якщо граф розрiджений i не мiстить ребер вiд’ємної довжини́, то запускати 𝑛 разiв (з кожної верши-
ни) ефективний варiант алгоритму Дейкстри (про який дуже побiжно згадано на стор. 141) швидше. Але
якщо граф щiльний, або якщо користуватися найпростiшою версiєю алгоритму Дейкстри, то швидший
алгоритм Флойда.)

Алгоритм Флойда коректно працює з ребрами вiд’ємної довжини́. Згадаємо (див. також
стор. 122), що головна проблема з вiд’ємними довжинами ребер полягає в тому, що в разi наяв-
ностi циклiчних маршрутiв вiд’ємної довжини́ поняття вiдстанi втрачає смисл, «уходячи в −∞».
А коректнiсть алгоритму Флойда полягає в таких двох властивостях.

1) Якщо у графi нема циклiчних маршрутiв вiд’ємної довжини́, то алгоритм Флойда знаходить
найкоротшi маршрути правильно — навiть якщо орграф мiстить ду́ги вiд’ємної довжини́ (не буває
проблем, подiбних до проблеми з алгоритмом Дейкстри, описаної на стор. 142).

(Наведенi вище пояснення того, як працює алгоритм Флойда, нiя́к не змiнюються, коли є ду́ги (але
нема циклiв) вiд’ємної довжини́.) �

2) Орграф мiстить циклiчнi маршрути вiд’ємної довжини́ тодi й тiльки тодi, коли пiсля вико-
нання алгоритму Флойда на головнiй дiагоналi з’являється хоча б одне вiд’ємне значення. (Таким
чином, алгоритм Флойда може дiагностувати таку ситуацiю.)

Як розумiти, якщо вiд’ємнi значення з’являються у деяких елементах головної дiагоналi,
але не в усiх? На жаль, тут можливi рiзнi варiанти.

Для орграфiв, що не є сильно зв’язними, можлива ситу-
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𝑣[6]𝑣[7]

𝑣[0]
ацiя, коли поняття вiдстанi втратило смисл для деяких пар
вершин, але не всiх.

Наприклад, на рисунку зображено орграф, де є вiд’ємний
цикл 𝑣[4]→ 𝑣[5]→ 𝑣[6]→ 𝑣[4], але в деяких його частинах
(зокрема, пiдграфi, породженому {𝑣[0], 𝑣[1], 𝑣[2], 𝑣[3]}) дiє
«звичайна» вiдстань, бо звiдти можна вийти, але, «накрутивши (−∞) уздовж 𝑣[4]→𝑣[5]→𝑣[6]→
→𝑣[4]», неможливо повернутися.

I внаслiдок виконання на цьому орграфi алгоритму Флойда вiд’ємними на головної дiагоналi
стають лише d[4][4], d[5][5], d[6][6].

Це може схилити до думки, нiби якщо лише частина елементiв головної дiагоналi стали
вiд’ємними, то лише у пiдграфi, породженому цими вершинами, поняття вiдстанi втратило смисл.
Але це неправда. Хоча б тому, що на все тому ж графi є ще вершина 𝑣[7], для якої значення
d[7][7] як було 0, так i лишилось, а вiдстанi до неї (з усiх вершин, крiм самої себе та 𝑣[0]) пiшли
у −∞ i втратили смисл.

I це не «виключення лише для тупикових вершин». Праворуч наведено
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орграф, для якого вiд’ємними на головнiй дiагоналi стають лише d[2][2],
d[3][3] та d[4][4].

При цьому iснують цикли вiд’ємної довжини́, що проходять через 𝑣[0]

та 𝑣[1] — вигляду 𝑣[0]→
(︁
𝑣[2] → 𝑣[4] → 𝑣[3] → 𝑣[2]⏟  ⏞  
повторюється >3001 разiв

)︁
→ 𝑣[1]→ 𝑣[0]. Настiль-

ки багатьох повторiв 𝑣[2], 𝑣[4], 𝑣[3] алгоритм Флойда не знаходить. . .

Сформулюємо узагальнену задачу пошуку шляхiв мiнiмальної довжини́ так. «Знайти матри-
цю вiдстаней заданого зваженого (довжи́ни дуг довiльного знаку) орграфа, так, щоб матриця
могла мiстити i значення “+∞” (недосяжна) i “−∞” (можливий маршрут, що «накручує» цикл
вiд’ємної довжини́), i конкретнi звичайнi чи́сла у рештi випадкiв.»

Бездоказово заявимо, що її можна правильно розв’язати так.
(1) Вибрати таке поєднання компiлятора та ОС, щоб стандартний числовий тип пiдтримував

значення “+∞” та “−∞” (за́раз таких бiльшiсть, див. також стор. 118).
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(2) Iнiцiалiзацiю елементiв, вiдповiдних парам вершин, мiж якими нема дуги́, робити са́ме
тими значеннями “+∞”, якi забезпечує тип, а не 1e+300 чи якимсь схожим чином.

(3) Переконатися, що у ситуацiях, коли d[i][j] є звичайним числом у розумних межах, а су-
ма d[i][k] + d[k][j] являє собою (+∞)+(−∞) чи (−∞)+(+∞), дiя d[i][j] = min(d[i][j],

d[i][k] + d[k][j]) не змiнює значення d[i][j]. Хоч функцiя min i готова бiблiотечна, i є на-
дiя, що вона правильна, але деталi реалiзацiї бiблiотек рiзних компiляторiв все-таки рiзнi, а ми
намагаємось використати функцiю у нестандартнiй ситуацiї; тому треба ретельно перевiрити, i,
в разi потреби, переписати.

(Наприклад, при виконаннi у Microsoft Visual Studio Express 2013 for Windows Desktop присво-
єння d[i][j] = min(d[i][j], d[i][k] + d[k][j]) все працює правильно, а присвоєння d[i][j] =

min(d[i][k] + d[k][j], d[i][j]) (де лише обмiнянi мiсцями аргументи min) — неправильно (значе-
ння d[i][j] «псується»). Причому, корисна у багатьох подiбних випадках порада «запускати у Debug-
режимi» са́ме тут нiчого не дає — програма все одно мовчки працює неправильно.

Причина у тому, що порiвняння звичайного числа́ з невизначенiстю (+∞)+ (−∞) чи (−∞)+ (+∞)
осмислене хiба що з результатом unknown у тризначнiй логiцi (розд. 1.8), а бiблiотечна функцiя min нiчого
не знає нi про тризначну логiку взагалi, нi про те, що кокретно цiй задачi потрiбно у ситуацiї unknown.
Так що наявнiсть готових “+∞” та “−∞” приносить не лише зручностi, а також i проблеми.

Наскiльки вiдомо автору посiбника, спосiб «написати руками (без функцiї min) dist_new = d[i][k] +

d[k][j]; if(dist_new < d[i][j]) d[i][j] = dist_new;» начебто повинен працювати завжди.)

(4) Запустити стандартнi вкладенi цикли for for for алгоритму Флойда (реалiзованi з ура-
хуванням всього вищесказаного).

(5) Пройти по головнiй дiагоналi матрицi (й лише по нiй), замiнюючи всi вiд’ємнi (але не ну-
льов́i!) значення на “−∞”. Так би мовити, посилити переконливiсть того, що ця вершина належить
циклу вiд’ємної довжини́. . .

(6) Ще раз запустити такi самi стандартнi вкладенi цикли for for for алгоритму Флойда,
реалiзованi з урахуванням всього вищесказаного.

Результатом буде матриця вiдстаней, яка правильно мiстить i значення “+∞” (недосяжна)
i “−∞” (можна «накручувати» цикл вiд’ємної довжини́), i правильнi конкретнi звичайнi чи́сла-
вiдстанi у рештi випадкiв.

Вiдновлення маршрутiв як послiдовностей вершин для алгоритму Флойда можливе, але ор-
ганiзовується зовсiм iнакше, нiж для BFS чи алгоритму Дейкстри. У масивi next розмiром 𝑛×𝑛,
next[i][j] має смисл «Яка вершина є першою промiжною на найкоротшому маршрутi з 𝑣[𝑖]
до 𝑣[𝑗]?».

Основна частина алгоритму набуває вигляду:
for(int i=0; i<n; i++)

for(int j=0; j<n; j++)

next[i][j] = j; //!!!

for(int k=0; k<n; k++)

for(int i=0; i<n; i++)

for(int j=0; j<n; j++)

if(d[i][k] + d[k][j] < d[i][j]) {

d[i][j] = d[i][k] + d[k][j];

next[i][j] = next[i][k]; //!!!

}

Вiдновлення маршруту з st до
fin навiть простiше, нiж для BFS
чи Дейкстри:
cout << st;

c = st;

while(c!=fin) {

c = next[c][fin];

cout << " " << c;

}

5.8 Дере́ва (неорiєнтованi)

Ми розглянемо лише неорiєнтованi дере́ва. Корене́вi дере́ва, що є основою деяких структур даних
у програмуваннi, мають дещо спiльне з цими деревами, але насправдi небагато.

Скрiзь у цьому роздiлi 5.8, де вживається слово «граф» i не вказується його вид, мається
на увазi неорiєнтований, без петель, без кратних ребер (“не мульти-”) граф; а от зваженiсть скрiзь
дозволяється, а в деяких мiсцях навiть вимагається.
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5.8.1 Означення та властивостi дерев

(Неорiєнтоване) дерево — це. . .

� . . . ациклiчний зв’язний граф (де ациклiчний — такий, що не мiстить жодного циклу);

� . . . зв’язний граф, у якого 𝑚 = 𝑛− 1 (як завжди, 𝑛 — кiлькiсть вершин, 𝑚 — ребер);

� . . . ациклiчний граф, у якого 𝑚 = 𝑛− 1;

� . . . граф, у якому для будь-яких (рiзних) вершин 𝑣 та 𝑤 iснує єдиний простий ланцюг, що
з’єднує 𝑣 i 𝑤;

� . . . такий ациклiчний граф, що коли будь-якi двi несумiжнi вершини 𝑣 i 𝑤 з’єднати ребром
{𝑣, 𝑤}, то одержаний граф мiститиме в точностi один цикл.

Всi наведенi означення рiвносильнi, тобто якщо граф є деревом за будь-яким одним з цих
означень, то вiн є деревом i за будь-яким iншим; по-чесному це слiд було б довести. . .

Лiс — це ациклiчний граф (не обов’язково зв’язний). Очевидно, лiс «складається з дерев»;
бiльш строго, дере́ва є компонентами зв’язностi лiсу.

(За цими означеннями виявляється правильною досить «дика» з «житейської» точки зору фраза
«якщо у деревi виламати кiлька гiлок, то вийде лiс» ,).

На рис. (a), (d) та (e) зображено дере́ва; рис. (b) та (c) не є деревами: (b) має цикл 𝑣6−𝑣7−
−𝑣10−𝑣8−𝑣6, граф (c) не зв’язний.

Лiс зображено на рис. (a), (c), (d), (e). При цьому лiс (c) складається з двох дерев, а кожен з
(a), (d) та (e) — з одного.
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Вiдзначимо (без доведення), що у будь-якому деревi (за виключенням одновершинного гра-
фа 𝐾1) є щонайменше двi висячi вершини.

Як правило, висячих вершин значно бiльше (наприклад, у де́ревi з рис. (e) висячими є 12 вершин (усi
крiм 𝑣8, 𝑣9 та 𝑣13)); але, скажiмо, у деревi з рис. (d) лише три висячi вершини (𝑣1, 𝑣8 та 𝑣14). А якщо
дерево зовсiм «витягнуте у ланцюжок», то рiвно 2.

5.8.2 Задача побудови остовного де́рева мiнiмальної ваги. Алгоритми Краскала та

Прiма

Остовне43 (термiни-синонiми: каркасне, кiстякове, стяжне; рос. «о́стовное», «каркасное», «по-
крывающее», «скелетное»; англ. «spanning») дерево неорiєнтованого графа — це такий пiдграф44,
що: 1) множина вершин пiдграфа дорiвнює множинi вершин початкового графа; 2) пiдграф є де-
ревом.

(Приклад. Два рiзнi остовнi дерева одного й того ж графа. Ре́бра
остовного де́рева зображенi жирними лiнiями, ре́бра початкового графа,
якi не увiйшли до остовного де́рева — пунктиром.) 𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑣4

𝑣5

𝑣6 𝑣7
𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑣4

𝑣5

𝑣6 𝑣7

Зрозумiло, що поняття остовного де́рева має смисл лише для зв’язних графiв. Для незв’язних
графiв можливий остовний лiс — лiс, кожне дерево якого є остовним деревом вiдповiдної ком-
поненти зв’язностi початкового графа.

43див. також стор. 116 (означення остовного пiдграфа та примiтку 35)
44майже завжди не правильний
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Кiлькiсть ребер будь-якого остовного де́рева дорiвнює 𝑛−1. Але для зважених графiв сума
довжин ребер рiзних остовних дерев може бути рiзною. Це можна бачити хоч би й на прикладi
того самого рисунку: якщо помiряти довжи́ни вiдрiзкiв–ребер лiнiйкою, то в першому деревi (де
п’ять з шести вiдрiзкiв або вертикальнi, або горизонтальнi) сума довжин буде менша.

Так виникає задача побудови остовного де́рева мiнiмальної ваги (ОДМВ): серед усiх можли-
вих остовних дерев знайти те, сума довжин ребер якого якнайменша. ОДМВ називають також
мiнiмальним остовним деревом (МОД ). Тобто, назви МОД i ОДМВ означають одне й те само.

(Рос. — «остовное дерево минимального веса» (ОДМВ), «минимальное остовное дерево» (МОД );
англ. — «minimum spanning tree» (MST ).)

ОДМВ не має стосунку до найкоротших шляхiв. Це просто iнша задача, з iншими
вимогами. Тут є вимога задiяти всi вершини графа. Тут нема нi вказаних старту та фiнiшу,
нi навiть чогось одного з них. Тут мiнiмiзується сума довжин ребер де́рева, а не маршруту.

(Та i в ОДМВ, зображеному на першому з рисункiв 6 абзацiв тому́, неможливо пройти з 𝑣[6] у 𝑣[7]
коротше, нiж через 𝑣[4], 𝑣[3], 𝑣[5]; це не має нiчого спiльного з маршрутом мiнiмальної довжини́.)

А до чого має стосунок? Наприклад, нехай є аудиторiї, мiж якими треба прокласти кабелi
зв’язку (без використання бездротових технологiй); для кожної пари аудиторiй вiдомо, чи мо-
жливо прокласти кабель мiж ними, i, якщо можливо, то скiльки це коштуватиме. Якщо метою є
«прокласти кабелi так, щоб вiд будь-якої аудиторiї був зв’язок iз будь-якою iншою (годиться як
безпосереднiй через один кабель, так i через будь-який ланцюжок з довiльною кiлькiстю промi-
жних аудиторiй); з усiх варiантiв вибрати той, де сумарнi витрати мiнiмальнi» — тодi це задача
побудови ОДМВ.

Практичну цiннiсть ОДМВ зменшує те, що iгнорується питання, чи зручно потiм буде ко-
ристуватися мережею, чи не призводитиме завелика кiлькiсть промiжних пунктiв (чи завелика
кiлькiсть розгалужень) до iстотних проблем. Але якщо не призводитиме, а мiнiмiзувати витрати
на розбудову мережi важливо, то це виходить приклад практичного використання ОДМВ. I якраз
iз кабелями шанси на таку ситуацiю є. А якщо аналогiчно вибирати, якi з можливих дорiг мiж
мiстами побудувати — шансiв значно менше, бо вiд того, якi дороги вибрати, залежить, скiльки
забиратиме часу й коштуватиме грошей майбутнiй проїзд, а ОДМВ це iгнорує.

Задачу побудови ОДМВ найчастiше розв’язують одним з двох алгоритмiв — алгоритмом Кра-
скала (Kruskal’s algorithm; зустрiчаються i транскрипцiя «Краскал», i «Крускал») або алгори-
тмом Прiма (Prim’s algorithm).

Алгоритм Краскала На початку в алгоритмi Краскала розглядають лic, який мiстить усi вер-
шини початкового графа i не мiстить жодного ребра́; таким чином, кожна вершина iзольована i
являє собою окрему компоненту зв’язностi. Потiм до цих вершин додають ре́бра (описаним далi
способом).

Усi ре́бра початкового графа впорядковують за неспаданням довжин, щоб розглядати їх у
порядку вiд найкоротшого до найдовшого. При розглядi кожного ребра́ перевiряють, чи рiзним
компонентам зв’язностi належать його кiнцi: якщо рiзним, то це ребро додають до поточного лiсу
(а якщо однiй i тiй самiй — пропускають, щоб не утворити цикл).

Час роботи алгоритму Краскала сильно залежить вiд того, як перевiря́ти, чи однiй компонентi
зв’язностi належать вершини. Не варто робити це за допомогою пошуку в графi, бо це i неефектив-
но, i не найлегший для програмування спосiб.

Можна пiдтримувати масив c, iндекси якого вiдповiдають вершинам графа, значення — умовному но-
меру компоненти зв’язностi, якiй належить вiдповiдна вершина (цi уявнi номери iнодi називають також
«кольорами»). Тодi «𝑣[𝑗] та 𝑣[𝑘] належать рiзним компонентам» виражається як “c[j] ̸=c[k]” («рiзноко-
льоровi»). Звiсно, щоб масив c мiстив правильнi значення, його потрiбно правильно модифiкувати при
кожному додаваннi ребра́ до графа (щоб злитi в одну компоненту вершини ставали «однокольоровими»).

Очевиднi способи такої модифiкацiї потребу́ють 𝑂(𝑛) дiй при кожному додаваннi ребра́, сумарно —
𝑂(𝑛2). Виявляється, не дуже складно проводити цi модифiкацiї й так45, щоб сумарна оцiнка виявила-
ся 𝑂(𝑛 log 𝑛). В такому разi, найдовшим етапом (Ω(𝑚 log𝑚)) виявляється сортування ребер за неспадан-
ням довжини́. Це не очевидно (враховуючи, скiльки мiсця у наведеному прикладi застосування алгоритму
Краскала зайняло сортування вiдносно всього iншого), але це так.

45Як са́ме, в цьому посiбнику не розглядається; охочi можуть пошукати в додаткових джерелах iнформацiї з
алгоритмiв та структур даних, наприклад, структуру disjoint sets.
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Приклад покрокового виконання алгоритму Краскала.
Якщо впорядкувати ре́бра цього зваженого графа за

неспаданням довжин, вийде послiдовнiсть ⟨{𝑣4, 𝑣5}, 1⟩,
⟨{𝑣3, 𝑣4}, 2⟩, ⟨{𝑣6, 𝑣7}, 2⟩, ⟨{𝑣4, 𝑣6}, 3⟩, ⟨{𝑣4, 𝑣7}, 3⟩,
⟨{𝑣1, 𝑣2}, 4⟩, ⟨{𝑣8, 𝑣9}, 4⟩, ⟨{𝑣2, 𝑣5}, 5⟩, ⟨{𝑣3, 𝑣7}, 5⟩,
⟨{𝑣1, 𝑣3}, 6⟩, ⟨{𝑣2, 𝑣4}, 6⟩, ⟨{𝑣6, 𝑣9}, 6⟩, ⟨{𝑣1, 𝑣5}, 7⟩,
⟨{𝑣7, 𝑣8}, 7⟩.
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Розглядаємо ребро ⟨{𝑣4, 𝑣5}, 1⟩. Його кiнцi 𝑣4 i 𝑣5 належать
рiзним компонентам зв’язностi, тому додаємо це ребро.
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Розглядаємо ребро ⟨{𝑣3, 𝑣4}, 2⟩. Його кiнцi 𝑣3 i 𝑣4 належать
рiзним компонентам зв’язностi, тому додаємо це ребро.
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Розглядаємо ребро ⟨{𝑣6, 𝑣7}, 2⟩. Його кiнцi 𝑣6 i 𝑣7 належать
рiзним компонентам зв’язностi, тому додаємо це ребро.
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Розглядаємо ребро ⟨{𝑣4, 𝑣6}, 3⟩. Його кiнцi 𝑣4 i 𝑣6 належать
рiзним компонентам зв’язностi, тому додаємо це ребро.

(без змiн)
Розглядаємо ребро ⟨{𝑣4, 𝑣7}, 3⟩. Його кiнцi 𝑣4 та 𝑣7 i так на-
лежать однiй i тiй самiй компонентi зв’язностi, тому це ребро
пропускаємо.
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Розглядаємо ребро ⟨{𝑣1, 𝑣2}, 4⟩. Його кiнцi 𝑣1 i 𝑣2 належать
рiзним компонентам зв’язностi, тому додаємо це ребро.
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Розглядаємо ребро ⟨{𝑣8, 𝑣9}, 4⟩. Його кiнцi 𝑣8 i 𝑣9 належать
рiзним компонентам зв’язностi, тому додаємо це ребро.
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Розглядаємо ребро ⟨{𝑣2, 𝑣5}, 5⟩. Його кiнцi 𝑣2 i 𝑣5 належать
рiзним компонентам зв’язностi, тому додаємо це ребро.

(без змiн)
Розглядаємо ребро ⟨{𝑣3, 𝑣7}, 5⟩. Його кiнцi 𝑣3 та 𝑣7 i так на-
лежать однiй i тiй самiй компонентi зв’язностi, тому це ребро
пропускаємо.

(без змiн) I з ребром ⟨{𝑣1, 𝑣3}, 6⟩ та само iсторiя.
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Розглядаємо ребро ⟨{𝑣6, 𝑣9}, 6⟩. Його кiнцi 𝑣6 i 𝑣9 належать
рiзним компонентам зв’язностi, тому додаємо це ребро.

(Усi вершини графа з’єднанi в одну компоненту зв’язностi, тому подальшi ре́бра можна
не розглядати)
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Для розглянутого графа можливе й iнше ОДМВ, теж
з сумарною довжиною ребер 27. Його теж можна було б
отримати за алгоритмом Краскала, якби ре́бра {𝑣4, 𝑣6} та
{𝑣4, 𝑣7} однакової довжини́ 3 при сортуваннi були розставленi
в iншому порядку.
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𝑣6

𝑣7
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𝑣9

Алгоритм Прiма Алгоритм Прiма теж починає з графа, в якому нема жодного ребра́, i додає
ре́бра одне за одним. Але в алгоритмi Прiма ре́бра додають так, щоб вже побудована частина
постiйно була деревом, тобто зв’язним графом. На початку це дерево складається з єдиної вер-
шини (якої-небудь; ми вiзьмемо вершину 𝑣1, але це не обов’язково), потiм мiстить двi вершини й
одне ребро, потiм три вершини i два ребра, i так доки не будуть задiянi всi 𝑛 вершин. При цьо-
му щоразу додається найкоротше серед усiх ребер, один кiнець яких належить дереву, а iнший
не належить.

Тобто, у загальному виглядi алгоритм можна записати так:
створити дерево, що складається з єдиної вершини v[1];

while (не всi вершини включенi до де́рева) {

знайти найкоротше серед ребер {v[i],v[j]}, таких, що

v[i] належить дереву, а v[j] не належить;

додати до де́рева вершину v[j] i ребро {v[i],v[j]};

}

Алгоритм Прiма має дещо спiльне з алгоритмом Дейкстри. При бажаннi вишукувати спiльне
й iгнорувати вiдмiнне, можна навiть сказати, що єдина вiдмiннiсть — що в алгоритмi Дейкстри
вибирається мiнiмум серед оцiнок вiдстаней вiд старту (сум довжин ребер), а в алгоритмi Прiма —
мiнiмум серед довжин ре́бер (окремих ). Що, звiсно, не скасовує того факту, що постановки задач
мiнiмальних шляхiв i ОДМВ зовсiм рiзнi, й тому результати цих алгоритмiв рiзнi.

При найнаївнiшiй реалiзацiї алгоритму Прiма (для вибору найкоротшого ребра́, яке з’єднує
поточне дерево з новими вершинами, щоразу переглядати усi ре́бра графа) загальна кiлькiсть
дiй виявляється порядку 𝑂(𝑛3) або 𝑂(𝑚𝑛). Iншою крайнiстю є найефективнiша для розрiджених
графiв реалiзацiя складностi 𝑂(𝑚 log𝑚), що вимагає засобiв, аналогiчних тим, якi дозволяють
досягти 𝑂(𝑚 log𝑚) для алгоритму Дейкстри.

Часто «золотою серединою» (i не дуже складно писати, i не дуже довго виконується) є та-
ка органiзацiя алгоритму Прiма зi складнiстю 𝑂(𝑛2). Будемо пiдтримувати три масиви, iнде-
кси яких вiдповiдають вершинам графа: in_tree (типу bool), d (double або int, залежно якi
довжи́ни ребер) та previous (типу int). Значення in_tree[i] виражає умову «вершина 𝑣[𝑖] вже
включена до де́рева». Значення d[i] (осмислене при in_tree[i]==false, тобто для вершин, ще
не включених до де́рева) дорiвнює довжинi найкоротшого з ребер, якi з’єднують цю вершину 𝑣[𝑖]
з якою-небудь iз вершин поточного де́рева; якщо таких ребер нема, d[i] = ∞. (Са́ме масив d i на-
ведений у останньому стовпчику прикладу покрокового виконання алгоритму Прiма.) Значення
previous[i] мiстить номер попередника, тобто вершини, через ребро з якої 𝑣[𝑖] була приєднана
до де́рева (аналогiчно вiдновленню шляху в BFS).

Отже, якщо є масив d, зрозумiло, як за один його перегляд вибирати, яку вершину слiд додати
до де́рева (звичайний пошук мiнiмального значення в d, враховуючи лише тi iндекси, для яких
in_tree хибне). Тепер розглянемо, як ефективно будувати i змiнювати такий масив.

На першiй iтерацiї основного циклу вiдбувається приєднання до де́рева однiєї з вершин, сусi-
днiх з 𝑣[1].46 Отже, значення масиву d для першої iтерацiї можна отримати, розглянувши лише

ре́бра, що виходять з 𝑣[1].
На дру́гiй iтерацiї основного циклу в деревi вже двi вершини (𝑣[1] та вершина, приєднана на

першому кроцi; позначимо її як 𝑣[𝑖1]). Отже, на значення елементiв d тепер впливають довжи́ни
не лише ребер, що виходять з 𝑣[1], а ще й ребер, що виходять з 𝑣[𝑖1]. Причому, масив d вже

мiстить значення, пов’язанi з 𝑣[1]; отже, потрiбно передивитися лише ре́бра, що виходять з 𝑣[𝑖1],
i, якщо довжи́ни якихось iз цих ре́бер меншi за старi значення вiдповiдних елементiв d, замiнити
значення цих елементiв d.

46точнiше кажучи — з тiєю вершиною, з якої починають будувати дерево
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Так само буде й надалi: щоб отримати нове значення d[k] для вершини 𝑣[𝑘], достатньо вибрати
мiнiмум зi старого значення d[k] i довжини́ ребра́ мiж цiєю вершиною 𝑣[𝑘] i вершиною 𝑣[𝑖𝑗 ],
щойно доданою до де́рева. Таким чином, кожне оновлення значень усьо́го масиву d потребу́є
𝑂(𝑛) операцiй, а всього таких оновлень 𝑛−1. Сумарно, 𝑂(𝑛2).

Приклад роботи алгоритму Прiма, для того ж графа,
що й алгоритм Краскала. 4
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граф коментар 𝑑
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𝑣6
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𝑣9
Серед ребер, якi з’єднують 𝑣1 з iншими вершинами,
найкоротшим є ребро ⟨{𝑣1, 𝑣2}, 4⟩. Його i додаємо до
де́рева.
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𝑣7

𝑣8

𝑣9
Серед ребер, якi з’єднують поточне (побудоване на
вершинах 𝑣1 i 𝑣2) дерево з iншими вершинами, найко-
ротшим є ребро ⟨{𝑣2, 𝑣5}, 5⟩. Його i додаємо до де́рева.
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𝑣3

𝑣4

𝑣5

𝑣6

𝑣7

𝑣8

𝑣9 Серед ребер, якi з’єднують поточне (побудоване на
вершинах 𝑣1, 𝑣2 i 𝑣5) дерево з iншими вершинами,
найкоротшим є ребро ⟨{𝑣4, 𝑣5}, 1⟩. Його i додаємо до
де́рева.
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7 ∞
8 ∞
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𝑣9 Серед ребер, якi з’єднують поточне (побудоване на
вершинах 𝑣1, 𝑣2, 𝑣4 i 𝑣5) дерево з iншими вершина-
ми, найкоротшим є ребро ⟨{𝑣4, 𝑣3}, 2⟩. Його i додаємо
до де́рева.

1 −
2 −
3 2
4 −
5 −
6 3
7 3
8 ∞
9 ∞
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𝑣7

𝑣8

𝑣9 Серед ребер, якi з’єднують поточне (побудоване на
вершинах 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4 i 𝑣5) дерево з iншими вершина-
ми, одним з найкоротших є ребро ⟨{𝑣4, 𝑣6}, 3⟩. Його i
додаємо до де́рева.

1 −
2 −
3 −
4 −
5 −
6 3
7 3
8 ∞
9 ∞

(Замiсть ребра́ {𝑣[4], 𝑣[6]} на цьому кроцi можна було вибрати i ребро {𝑣[4], 𝑣[7]}, у результатi отримали б
iнше ОДМВ (див. також зауваження пiсля прикладу виконання алгоритму Краскала).

4

6

7
6 5

2 5

1
3
3
2

6

7

4

𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑣4

𝑣5

𝑣6

𝑣7

𝑣8

𝑣9 Серед ребер, якi з’єднують поточне (побудоване на
вершинах 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5 i 𝑣6) дерево з iншими вер-
шинами, найкоротшим є ребро ⟨{𝑣6, 𝑣7}, 2⟩. Його i до-
даємо до де́рева.
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𝑣9 Серед ребер, якi з’єднують поточне (побудоване на
вершинах 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6 i 𝑣7) дерево з iншими вер-
шинами (𝑣8 та 𝑣9), найкоротшим є ребро ⟨{𝑣6, 𝑣9}, 6⟩.
Його i додаємо до де́рева.
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6 −
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8 7
9 6
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граф коментар 𝑑
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𝑣3

𝑣4

𝑣5

𝑣6

𝑣7

𝑣8

𝑣9
Серед ребер, якi з’єднують поточне дерево з iншими
вершинами (єдина вершина 𝑣8), найкоротшим є ребро
⟨{𝑣8, 𝑣9}, 4⟩. Його i додаємо до де́рева.

1 −
2 −
3 −
4 −
5 −
6 −
7 −
8 4
9 −

(Усi вершини включенi до де́рева, робота алгоритму завершена.)

Якщо зважений граф заданий тим варiантом матрицi сумiжностi, де елемент A[i][j] мi-
стить довжину ребра́ {𝑣𝑖, 𝑣𝑗}, вiдсутнiсть ребра́ позначається нескiнче́ннiстю, нумерацiя вершин
починається з 0, то алгоритм Прiма можна реалiзувати так.

in_tree[0] = true;

for(int i=1; i<n; i++) in_tree[i] = false;

for(int i=0; i<n; i++) {

d[i] = A[0][i]; previous[i] = 1;

}

for(int k=1; k<n; n++) {/*одна вершина вже є, треба додати ще n-1*/

min_d = INFTY; min_i = 0;

for(int i=1; i<n; i++)/*шукаємо, яку вершину будемо додавати зараз*/

if(!in_tree[i] && (d[i] < min_d)) {

min_d = d[i]; min_i = i;

}

add_edge(previous[min_i], min_i);/*додаємо ребро i вершину, див.далi*/

in_tree[min_i] = true;

for(int i=1; i<n; i++)/*поправляємо (якщо треба) масиви d i previous*/

if(A[min_i][i] < d[i]) {

d[i] = A[min_i][i];

previous[i] = min_i;

}

}

Вмiст пiдпрограми add_edge(int u, int v) визначається виключно тим, у якому виглядi по-
трiбно отримати шукане ОДМВ. Якщо, наприклад, треба вивести його на екран у виглядi перелi-
ку ребер, функцiя add_edge мiстить єдину дiю cout << u << " " << v << endl;. Якщо, напри-
клад, потрiбно отримати ОДМВ у виглядi спискiв сумiжностi, то двi дiї graph[u].push_back(v);
та graph[v].push_back(u);. I так далi.

Доведення правильностi алгоритмiв Краскала та Прiма I алгоритм Краскала, i алго-
ритм Прiма належать до т. зв. жадiбних (рос. «жадные», англ. «greedy»): кожен з них щоразу
додає до графа, який будує, якнайкоротше можливе ребро i надалi не переглядає (не змiнює)
цього вибору. Далеко не кожна задача може бути (правильно) розв’язана жадiбним алгоритмом.
Наприклад, якщо шукати найкоротший шлях мiж об’єктами у реальному мiстi, стратегiя «нама-
гатися постiйно йти у потрiбному напрямку» цiлком може замiсть найкоротшого шляху завести
у тупик.

Тим не менш, жадiбнi алгоритм Краскала й алгоритм Прiма гарантовано правильно
розв’язують задачу побудови ОДМВ.

Сума довжин ребер остовного де́рева, побудованого за алгоритмом Краскала, мiнiмальна

(не перевищує суми довжин ребер будь-якого iншого остовного де́рева того ж графа).
Доведення. Розглянемо будь-яке остовне дерево 𝑇0, яке вiдрiзняється вiд де́рева 𝑇(𝐾), отриманого

згiдно алгоритму Краскала. Вiдсортуємо ре́бра 𝑇0 так само, як при роботi алгоритму Краскала були
вiдсортованi ре́бра всього заданого у вхiдних даних графа,47 i порiвняємо послiдовностi ребер 𝑇0 i 𝑇(𝐾).
Перша вiдмiннiсть не може полягати в тому, що 𝑇0 мiстить ребро, якого нема в 𝑇(𝐾) (бо алгоритм Краскала
пропускає лише ре́бра, якi утворюють цикл, а 𝑇0 за припущенням є деревом). Отже, перша вiдмiннiсть —
𝑇0 не мiстить деякого ребра́ {𝑣[𝑖], 𝑣[𝑗]}, яке алгоритм Краскала включає до графа.

47Враховуючи не лише неспадання довжин, а й порядок ребер з однаковою довжиною; якщо цього не зроби-
ти, можливiсть переставляти ре́бра однакової довжини́ зробить деякi моменти доведення неправильними. Але
мова йде лише про те, що однаковiсть порядкiв потрiбна для доведення; ускладнювати додатковими правилами
фактичну реалiзацiю сортування у алгоритмi Краскала не варто.
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Тепер розглянемо граф 𝐺1, що мiстить усi ре́бра 𝑇0 плюс ребро {𝑣[𝑖], 𝑣[𝑗]}. 𝐺1 мiстить цикл, який
включає в себе {𝑣[𝑖], 𝑣[𝑗]} (граф 𝑇0 зв’язний, отже мiж 𝑣[𝑖] та 𝑣[𝑗] iснує iнший шлях). Цей цикл включає
деяке iнше ребро {𝑣[𝑘], 𝑣[𝑙]}, не коротше за {𝑣[𝑖], 𝑣[𝑗]} (якби всi iншi ре́бра циклу були строго коротшi за
{𝑣[𝑖], 𝑣[𝑗]}, то всi вони розглядалися б алгоритмом Краскала ранiше за ребро {𝑣[𝑖], 𝑣[𝑗]}; тодi на момент
аналiзу {𝑣[𝑖], 𝑣[𝑗]} вершини 𝑣[𝑖] i 𝑣[𝑗] вже належали б однiй компонентi зв’язностi, а це не так).

Замiнимо остовне дерево 𝑇0 на граф 𝑇1, отриманий з 𝑇0 додаванням ребра́ {𝑣[𝑖], 𝑣[𝑗]} i вилученням
ребра́ {𝑣[𝑘], 𝑣[𝑙]}. 𝑇1 теж є остовним деревом, бо за побудовою вiн мiстить 𝑛−1 ребро (𝑇0 — дерево, отже
мiстить 𝑛−1 ребро; при побудовi 𝑇1 одне ребро додали й одне вилучили) i зв’язний (вилучення ребра́
{𝑣[𝑘], 𝑣[𝑙]} з циклу не порушує зв’язностi).

Дерево 𝑇1 «бiльш схоже» на 𝑇(𝐾), нiж 𝑇0: або множи́ни ребер 𝑇1 i 𝑇(𝐾) стали однаковi, або перша
(згiдно все того ж сортування) вiдмiннiсть мiж ними починається строго пiзнiше, нiж це було для 𝑇0 i
𝑇(𝐾) (ребро {𝑣[𝑖], 𝑣[𝑗]} бiльше не створює вiдмiностi, а ре́бра, якi йдуть ранiше за нього, не вставлялися i
не виламувалися). I при цьому сума довжин ребер остовного де́рева 𝑇1 не бiльша, нiж де́рева 𝑇0.

В разi потреби, можна аналогiчним чином перетворити 𝑇1 у 𝑇2, 𝑇3, . . . — доки чергове дерево не стане
рiвним 𝑇(𝐾). I при цьому сума довжин ребер кожного наступного де́рева не бiльша, нiж попереднього.

Значить, остовне дерево, побудоване за алгоритмом Краскала, справдi мiнiмальне. �
Доведення правильностi алгоритму Прiма аналогiчне: для довiльного остовного де́рева 𝑇0 знаходимо

першу (згiдно з порядком побудови де́рева 𝑇(𝑃 ) за алгоритмом Прiма) вiдмiннiсть 𝑇0 вiд 𝑇(𝑃 ), додаємо
до 𝑇0 вiдповiдне ребро з 𝑇(𝑃 ), показуємо (трохи iншими, але схожими мiркуваннями), що в утвореному
циклi можна знайти i вирiзати ребро, не коротше доданого, i т. д.

5.9 Завдання до роздiлу 5

1. Для вказаних пар графiв, з’ясувати, чи є вони iзоморфними.
В усiх пунктах, де вiдповiдь «так, iзоморфнi», навести табличку перенумерацiй або малюнок
з виконаною перенумерацiєю (досить щось одне); див. також п. (ж).
В усiх пунктах, де вiдповiдь «нi, не iзоморфнi», навести детальнi пояснення, чому графи
не iзоморфнi; див. також п. (а).

(а)

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5] 𝑣[6]

𝑤[1]

𝑤[3]

𝑤[5]

𝑤[2]

𝑤[4]

𝑤[6]

Не iзоморфнi, правий зв’язний, лi-
вий нi

(б)

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5] 𝑣[6]
𝑤[1]

𝑤[3]𝑤[5]

𝑤[2]

𝑤[4]

𝑤[6]

(в)

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5] 𝑣[6]

𝑤[1]

𝑤[3]

𝑤[5]

𝑤[2]

𝑤[4]

𝑤[6]

(г)

𝑣[1]

𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5] 𝑤[1]

𝑤[2]

𝑤[3]

𝑤[4]

𝑤[5]

(д)

𝑣[1]

𝑣[2]

𝑣[3]
𝑣[4]

𝑣[5]

𝑤[1]

𝑤[2]

𝑤[3]

𝑤[4]
𝑤[5]
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(е)

𝑣[1]

𝑣[2]

𝑣[3]
𝑣[4]

𝑣[5]

𝑤[1]

𝑤[2]

𝑤[3]

𝑤[4]𝑤[5]

(ж)

𝑣[1] 𝑣[2]

𝑣[3]

𝑤[1] 𝑤[2]

𝑤[3]
Так, iзоморфнi

𝑣[1] 𝑤[2]
𝑣[2] 𝑤[1]
𝑣[3] 𝑤[3] 𝑣[2] 𝑣[1]

𝑣[3]

(и)
𝑣[1]

𝑣[2] 𝑣[3]

𝑣[4] 𝑤[1]

𝑤[2] 𝑤[3]

𝑤[4]

(к)
𝑣[1]

𝑣[2] 𝑣[3]

𝑣[4] 𝑤[1]

𝑤[2] 𝑤[3]

𝑤[4]

(л)
𝑣[1]

𝑣[2] 𝑣[3]

𝑣[4] 𝑤[1]

𝑤[2] 𝑤[3]

𝑤[4]

(м)

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

2. Побудувати простий граф з указаним перелiком степенiв вершин (або пояснити, чому такого
простого графа не iснує):

(а) 1, 2, 2, 2, 3, 3;
(б) 1, 1, 2, 2, 3, 3;

(в) 2, 3, 3, 4, 4, 4;
(г) 0, 0, 1, 3, 3, 3;

(д) 2, 2, 3, 4, 5, 6;
(е) 0, 2, 3, 3, 3, 3.

3. Побудувати орграф (обов’язково без кратних ребер, але пе́тлi дозволенi) з указаним пере-
лiком пар напiвстепенiв виходу та напiвстепенiв захо́ду вершин (або пояснити, чому такого
орграфа не iснує):

(а)

𝑖 𝑑𝑜𝑢𝑡(𝑣𝑖)𝑑𝑖𝑛(𝑣𝑖)

1 1 0
2 1 1
3 1 2

(б)

𝑖 𝑑𝑜𝑢𝑡(𝑣𝑖)𝑑𝑖𝑛(𝑣𝑖)

1 0 1
2 1 1
3 1 2

(в)

𝑖 𝑑𝑜𝑢𝑡(𝑣𝑖)𝑑𝑖𝑛(𝑣𝑖)

1 0 2
2 2 1
3 2 1

(г)

𝑖 𝑑𝑜𝑢𝑡(𝑣𝑖)𝑑𝑖𝑛(𝑣𝑖)

1 0 1
2 2 1
3 2 2

4. (а) Простий граф заданий списками сумi-
жностi:
1 : 2
2 : 1 3 5
3 : 2 5
4 : ∅
5 : 2 3
Намалювати дiаграму графа, записати
матрицю сумiжностi та матрицю iнци-
денцiй.

(б) Орграф заданий матрицею iнциденцiй
2 −1 0 +1 0 0
0 +1 −1 0 +1 0
0 0 +1 −1 −1 +1
0 0 0 0 0 −1
Намалювати дiаграму графа, записати
матрицю сумiжностi та списки сумiжно-
стi.
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5. Для оргафа
𝑣[1]

𝑣[2]
𝑣[3]

вказати:

(а) усi можливi ланцюги, що ведуть з 𝑣[3] у 𝑣[1];

(б) усi можливi простi ланцюги, що ведуть з 𝑣[3] у 𝑣[1];

(в) усi маршрути довжини́ 6 5, що ведуть з 𝑣[3] у 𝑣[1].

Вiдповiдi (та причини, чому вiдповiдi рiзних пунктiв рiзнi) пояснити.

6. Намалювати дiаграму графа 𝐾4, в якiй ре́бра зображаються вiдрiзками прямих i не пере-
тинаються.

7. Скiльки ребер у повному простому графi 𝐾𝑛? (Вiдповiдь пояснити.)

8. Cкiльки вершин та скiльки ребер у повному дводольному графi 𝐾𝑝,𝑞? (Вiдповiдь пояснити.)

9. Для вказаних графiв, з’ясувати, чи є вони дводольними.

(а)

𝐴 𝐵

𝐶

𝐷 𝐸

(б)
𝐴 𝐵 𝐶

𝐷 𝐸

(в)

𝐴 𝐵 𝐶

𝐷𝐸𝐹

(г)

𝐴 𝐵 𝐶

𝐷𝐸𝐹

10. Написати пiдпрограму, яка за матрицею сумiжностi незваженого неорiєнтованого графа
знаходить степенi його вершин.

11. Аналогiчно попередньому завданню, але для незваженого орграфа (якi деталi все-таки iсто-
тно вiдрязняються, з’ясувати самостiйно й описати у словесних поясненнях до написаної
пiдпрограми).

12. Дослiдити графи на наявнiсть: ейлерових циклiв та нециклiчних ейлерових маршрутiв; га-
мiльтонових циклiв та нециклiчних гамiльтонових маршрутiв. Якщо є — навести приклад
маршруту; якщо нема — пояснити, чому нема. Пояснення — суттєва складова завдання.

(а)
𝑣[1]

𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]𝑣[5]

(б)

𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5] 𝑣[6]

𝑣[7] 𝑣[8] 𝑣[9]

(в)

𝑣[1] 𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]
𝑣[5]

(г)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 1 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 1 1
0 0 1 0 0
0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
(д) 1 : 2, 5

2 : 1, 5
3 : 4, 6
4 : 3, 6
5 : 1, 2
6 : 3, 4

(е)

𝑣[1]

𝑣[2] 𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5]

(ж)

𝑣[1]

𝑣[2] 𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5]

𝑣[6]

𝑣[7]

𝑣[8]

13. Якщо даний конкретний, вiдомий в усiх деталях, неорiєнтований мультиграф з петлями, як
все-таки скористатися теоремою Дiрака? (Не зважаючи на те, що її сформульовано лише
для простих графiв.)
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14. Даний граф

1 2 3

4 5 6 7

8 9 10
(а) Розписати детально застосування BFS, починаючи з вершини 1.

(б) Аналогiчно вiд вершини 2.

(в) Знайти всi рiзнi шляхи однакової мiнiмальної довжини́ вiд вершини 2. Вiдповiдь аргу-
ментувати.
(Беручи за старт завжди вершину 2, за фiнiш послiдовно кожну з решти вершин, познаходити
всi рiзнi шляхи однакової мiнiмальної довжини́ мiж одним i тим самим стартом та одним i тим
самим фiнiшем.)

(г) Як, виконуючи пункти по порядку, легко i просто знайти вiдстанi до всiх вершин вiд
вершини 3 цього графа?

(д) Користуючись BFS (не розписуючи детально), знайти вiдстанi до всiх вершин вiд вер-
шин 4, 5 i 6.

(е) Як, виконуючи пункти по порядку, легко й просто знайти вiдстанi до всiх вершин вiд
вершин 7, 8, 9 i 10 цього графа?

(ж) Знайти дiаметр, радiус та центр цього графа.

15. Це завдання пропонується давати по варiантам (кожен студент виконує один варiант, варi-
анти розподiленi рiвномiрно). «Лабiринт» задано прямокутником, в якому кожна клiтинка
мiстить або “.” (прохiд), або “*” (стiна). Знайти (обов’язково користуючись пошуком у ши-
рину) найкоротший маршрут вiд клiтинки, позначеної “S”, до будь-якого з виходiв (виходами
називаємо усi вiльнi клiтинки у зовнiшнiх рядках/стовпчиках). Вказати якийсь один кон-
кретний маршрут (як послiдовнiсть клiтинок). Дослiдити питання єдиностi мiнiмального
маршруту (чи є рiзнi маршрути однакової мiнiмальної довжини́, чи маршрут мiнiмальної
довжини́ лише один).

(1)

************
********.***
****.*..S***
***....**...
*..*.**...**
**.*....*..*
**.*.**...*.
**.*....*...
**.**......*
******.*.***
******.*****
************

(2)

************
********.***
***...**.***
***.*.*..***
***.*.....**
......***.**
***.**....**
*.*....*..**
*.*.****.*.*
*.*.*....*..
*.******.S**
************

(3)

************
************
*******.S***
*......*..**
**.****.*.**
..*.....*.**
****.*....**
**.....*.***
**.***.*...*
**........**
**..**.*****
**.*********

(4)

************
*******.****
*******S****
***..**..***
*....***..**
*****...*..*
*..........*
**.*.*.*.*.*
**.*.*...*.*
**.*..*...**
**....******
***.********

(5)

************
*******.****
***..**..***
**.*...*.***
**S..*.*..**
*****..*.***
*.**..*.****
*.......****
**..**.*....
****.*.*..**
**.....*.***
*****.**.***

(6)

************
*.*.**.*****
**.S.*..****
*..***..****
**.......***
*..**.**.***
**........**
**.**..*..**
***..*.*.*.*
***.*..*....
********.***
************

(7)

************
*.**********
*S****...***
*.....*..***
***.*..**.**
**..*.*...**
**..*.*.*.**
***...*..***
***.*..*..**
****.*.*.***
*........***
***.********

(8)

************
******.*****
****...***.*
***.*...*..*
***...*.*..*
**.*.*...*.*
**S...**...*
**.***..*..*
***...*.*...
***..*.....*
************
************

(9)

************
********.***
*****....***
***..*.**.**
*...*.*...**
**..*...*.**
**.*..*.*S**
*.......*..*
**.****...**
**.....*****
*****..*****
*****..*****

(10)

************
**..*.******
***.***.****
***.......**
*...**...***
*.S...*.****
****.*...***
*...*..*.***
**.*...*****
***..*..****
****.*....**
****..******

(11)

************
*******.****
****S....***
****.**.****
**..*...****
*..*...*..**
***..*...***
*.....*...**
**..*...****
**..*.*.****
**.....*****
***.**.*****

(12)

************
*****..*****
****.*...***
***....*...*
***.**..**S*
**....*..*.*
***.**..*.**
***.....*.**
*******...**
***....**...
*****..**...
************

(13)

************
********.*.*
***.S*...*.*
**.*....*..*
**..***..*.*
***......***
****.*.*.***
**....*..***
***.*..*.***
***..*....**
***..**.****
****.*******

(14)

************
***..*.*****
**..*..*****
*.**.....***
*S...**..***
***.*.*.**.*
*..........*
**...*..*.**
********...*
*******..*.*
*******..*.*
********.***

(15)

*******..***
********.***
*****....***
******.**.**
*****..*...*
****....****
*.***.*....*
**.....*.*.*
*....**..*.*
*.***...*..*
*****.*...S*
************
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16. Це завдання пропонується давати по варiантам (кожен студент виконує один варiант, варi-
анти розподiленi рiвномiрно). Для простого графа

(1)

𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑣4 𝑣5
𝑣6

𝑣7𝑣8 (3)

𝑣1𝑣2

𝑣3

𝑣4 𝑣5𝑣6

𝑣7 𝑣8

(5)𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝑣4

𝑣5

𝑣6

𝑣7

𝑣8 (7)

𝑣1 𝑣2 𝑣3𝑣4

𝑣5 𝑣6

𝑣7

𝑣8

(2)

𝑣1
𝑣2

𝑣3

𝑣4
𝑣5

𝑣6

𝑣7

𝑣8

(4)

𝑣1

𝑣2

𝑣3
𝑣4

𝑣5

𝑣6

𝑣7

𝑣8

(6)𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑣4
𝑣5

𝑣6

𝑣7 𝑣8 (8)

𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑣4

𝑣5

𝑣6

𝑣7

(а) Провести BFS з вершини 𝑣[6], розписавши детально.

(б) Для кожної з решти вершин, навести дерево найкоротших маршрутiв з цiєї вершини
(повидiлявши на дiаграмi ре́бра, по яким фактично вiдбувся перехiд пiд час BFS).

(в) Записати матрицю вiдстаней; знайти дiаметр, радiус та центр.

17. Знайти значення дiаметра та радiуса будь-якого повного простого графа (як формулу вiд 𝑛).
Вiдповiдь аргументувати.

18. Навести який-небудь не повний простий граф, у якому 𝐷(𝐺) = 𝑅(𝐺).

19. Це завдання пропонується давати по варiантам (кожен студент виконує один варiант, варi-
анти розподiленi рiвномiрно). Для вказаного орiєнтованого незваженого графа

(1)

𝑢[1]

𝑢[2] 𝑢[3]

𝑢[4]
𝑢[5]

𝑢[6]

𝑢[7]

(3)

𝑢[1]

𝑢[2] 𝑢[3]

𝑢[4]

𝑢[5]

𝑢[6]

𝑢[7]

(5)

𝑢[1]

𝑢[2]

𝑢[3] 𝑢[4]

𝑢[5]

𝑢[6]

𝑢[7]

𝑢[8]

(7)

𝑢[1] 𝑢[2]

𝑢[3]

𝑢[4]𝑢[5]

𝑢[6] 𝑢[7]

пошук починати
вiд вершини 𝑢[7];

пошук починати
вiд вершини 𝑢[5];

пошук починати
вiд вершини 𝑢[7];

пошук починати
вiд вершини 𝑢[1];

(2)

𝑢[1]

𝑢[2]

𝑢[3]

𝑢[4]

𝑢[5]𝑢[6]𝑢[7]

(4)
𝑢[1]

𝑢[2] 𝑢[3]

𝑢[4]

𝑢[5] 𝑢[6]

𝑢[7]

(6)

𝑢[1]

𝑢[2]

𝑢[3]

𝑢[4]

𝑢[5]

𝑢[6]

𝑢[7]

(8)

𝑢[1]

𝑢[2]

𝑢[3]
𝑢[4]

𝑢[5]

𝑢[6]

𝑢[7]

пошук починати
вiд вершини 𝑢[4];

пошук починати
вiд вершини 𝑢[1];

пошук починати
вiд вершини 𝑢[7];

пошук починати
вiд вершини 𝑢[2].

(а) Провести DFS, починаючи вiд указаної у варiантi вершини.

(б) Записати матрицю досяжностi цього орграфа.

(в) Встановити (аргументовано) тип орiєнтованої зв’язностi цього орграфа.

(г) Побудувати граф конденсацiї цього орграфа.
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20. Це завдання пропонується давати по варiантам (кожен студент виконує один варiант, варi-
анти розподiленi рiвномiрно). Провести топологiчне сортування, причому двiчi: один раз,
скрiзь перебираючи вершини у порядку зростання номерiв (𝑣[1], 𝑣[2], . . . , 𝑣[𝑛]), iнший раз —
у порядку спадання (𝑣[𝑛], 𝑣[𝑛−1], . . . , 𝑣[2], 𝑣[1]).

(1)

𝑢[1]

𝑢[2] 𝑢[3]

𝑢[4]

𝑢[5]
𝑢[6]

𝑢[7]

(2)

𝑢[1]

𝑢[2]

𝑢[3]

𝑢[4]

𝑢[5]𝑢[6]𝑢[7]

(3)

𝑢[1]

𝑢[2] 𝑢[3]

𝑢[4]

𝑢[5]

𝑢[6]

𝑢[7]

(4) 𝑢[1]

𝑢[2] 𝑢[3]

𝑢[4]

𝑢[5] 𝑢[6]

𝑢[7]

(5)

𝑢[1]

𝑢[2]

𝑢[3] 𝑢[4]

𝑢[5]

𝑢[6]

𝑢[7]

𝑢[8]

(6)

𝑢[1]

𝑢[2]

𝑢[3]

𝑢[4]

𝑢[5]

𝑢[6]

𝑢[7]

(7)

𝑢[1] 𝑢[2]

𝑢[3]

𝑢[4]𝑢[5]

𝑢[6]
𝑢[7]

(8)

𝑢[1]

𝑢[2]

𝑢[3]

𝑢[4]

𝑢[5]

𝑢[6]

𝑢[7]

21. Вважаючи, що матриця досяжностi орграфа вже побудована у двовимiрному масивi R, на-
писати пiдпрограму, яка видавала б одну з трьох вiдповiдей: «орграф сильно зв’язний»,
«орграф односторонньо зв’язний (але не сильно зв’язний)», «орграф не є односторонньо
зв’язним» (розрiзняти, чи вiн слабко зв’язний, чи не зв’язний, не треба).

22. Написати програму, яка читатиме кiлькiсть вершин простого графа 𝑁 , потiм його матрицю
сумiжностi, i виводитиме, якiй компонентi зв’язностi яка вершина належить (нумерацiя
компонент довiльна, аби всерединi однiєї й тiєї ж компоненти вершини отримували однаковi
позначки, а у рiзних компонентах рiзнi).
Приклад: Вхiднi данi Результат Графiчне зображення

5

0 0 0 0 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

v1 -- компонента 1

v2 -- компонента 2

v3 -- компонента 3

v4 -- компонента 2

v5 -- компонента 2

𝑣[1]
𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4] 𝑣[5]

(Графiчне зображення дається лише для кращого розумiння прикладу, програма його малювати не
повинна).

Вказiвка: видiлення однiєї компоненти зв’язностi повинно вiдбуватися одним первинним
(а не рекурсивним) викликом dfs. Тобто, викликом або з головної програми, або з iншої
(нерекурсивної) функцiї.

23. Описати (словами та малюночком), як вiдбуватиметься DFS, якщо його застосувати до
повного простого графа. А якщо застосувати BFS?

24. Намалювати дiаграми всiх можливих не iзморфних мiж собою дерев з п’ятьма вершинами.
Аргументувати, що цей перелiк вичерпний (що нема нiяких iнших).

25. Скiльки ребер у лiсi, що мiстить 𝑛 вершин та 𝑘 компонент зв’язностi? Чому?

26. Вказати всi можливi остовнi дере́ва для графа 𝑣[1]

𝑣[2] 𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5] . Аргументувати, що цей пе-
релiк є вичерпним (нема нiяких iнших остовних дерев).
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27. Яка загальна кiлькiсть остовних дерев такого графа?

𝑣[1] 𝑣[2]

𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5]

𝑣[6]
𝑣[7]

𝑣[8]
𝑣[9]

𝑣[10]
𝑣[11]

𝑣[12]

28. Побудувати ОДМВ для графа з рисунку

(а) алгоритмом Краскала;
(б) алгоритмом Прiма.

Вказати усi можливi ОДМВ цього графа.

4

3

2

5

6

3
1

5

5

2
7

4
𝑎

𝑏 𝑐 𝑑

𝑒 𝑓 𝑔

𝑧

Додатковi завдання пiдвищеного рiвня складностi

1*. Для вказаних пар графiв, з’ясувати, чи є вони iзоморфними. Вимоги щодо оформлення див.
у завд. 1 (стор. 152).

(н)
𝑣[1] 𝑣[2] 𝑣[3] 𝑣[4] 𝑣[5] 𝑣[6]

𝑣[7] 𝑣[8]

𝑤[1]𝑤[2]𝑤[3]𝑤[4]𝑤[5]𝑤[6]

𝑤[7] 𝑤[8]

(п)
𝑣[1]

𝑣[2] 𝑣[3]

𝑣[4]

𝑣[5] 𝑣[6]

𝑤[1]

𝑤[2] 𝑤[3]

𝑤[4]

𝑤[5] 𝑤[6]

(р)

(с)

2*. informatics.mccme.ru/moodle/mod/statements/view.php?id=359 (група з 22 задач).

3*. Змагання «5 — Тренування, що стартувало 18.01.2013» сайту https://ejudge.ckipo.edu.ua

4*. Написати пiдпрограму, яка перетворюватиме матрицю iнциденцiй незваженого не мульти
графа у матрицю сумiжностi (цього ж графа). Пiдпрограма має перевiряти, чи справдi
заданий масив є правильною матрицею iнциденцiй (якщо нi — видавати повiдомлення про
конкретне розмiщення конкретної помилки).
(а) Додатково вiдомо, що граф до того ж неорiєнтований i без петель.
(б) Пiдпрограма автоматично визначає, чи орiєнтований граф i чи мiстить пе́тлi. Дотриму-

ватися класичної точки зору, що граф або орiєнтований, або нi (хоча реальна мережа
автодорiг i являє собою приклад порушення цiєї вимоги, бо лише деякi фрагменти
вулиць одностороннi).
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5*. Написати функцiю, яка за заданими матрицею сумiжностi орграфа (не мульти, не зваже-
ного, пе́тлi можуть бути, може й не бути) та послiдовнiстю вершин визначатиме
(а) чи задає вказана послiдовнiсть маршрут; результатом повинно бути «так»/«нi»;
(б) чи задає вказана послiдовнiсть простий ланцюг; результатом повинно бути одне з трьох:

«так, є простим ланцюгом», або «послiдовнiсть є маршрутом, але не є простим ланцю-
гом», або «послiдовнiсть не є маршрутом».

(Пiдказка. У пунктi (b) функцiя повинна використовувати додатковий масив; у пунктi (a)
вiн не потрiбен.)

6*. Написати програму перевiрки iзоморфностi двох простих графiв, заданих матрицями сумi-
жностi, методом перебору можливих бiєкцiй (способiв перенумерацiї).

(а) Завжди перебираючи абсолютно всi 𝑛! способiв.
Пiдказка. Цей пункт, на вiдмiну вiд наступного, насправдi досить простий. Дослiдивши
засоби бiблiотеки algorithm (STL мови C++), можна знайти функцiю, на яку можна
перекласти значну частину робо́ти.

(б) Скорочуючи перебiр за рахунок врахування степенiв вершин.

7*. Довести формулу (73) зi стор. 121.

8*. У розд. 5.3.2 на стор. 122 описано спосiб знаходження матрицi вiдстаней незваженого графа
за його матрицею сумiжностi, який часто згадується у пiдручниках для «чистих» матема-
тикiв, але рiдко доцiльний з точки зору програмiста.
Запропонувати додаткову умову для обривання обчислення степенiв матрицi сумiжностi й
записування у не заповненi клiтинки “∞”. Таку, щоб якщо са́ме цей спосiб чомусь все ж ре-
алiзований програмно, то можна було б дописати if(...) break;, i це (будучи гарантовано
правильним) не завжди, але нерiдко прискорювало виконання.

9*. Довести, що (𝑖, 𝑗)-ий елемент 𝑘-го степеню матрицi сумiжностi дорiвнює кiлькостi всiх
можливих маршрутiв з 𝑣[𝑖] до 𝑣[𝑗].
Примiтка. «Всi можливi» включають в т. ч. маршрути з багатократними проходженнями
вершин/ребер; унiверсальних простих формул для кiлькостей ланцюгiв або простих лан-
цюгiв наука не знає.

10*. Аргументувати згадане в попередньому завданнi 9* «наука не знає», пов’язавши це твер-
дження iз гамiльтоновими циклами.

11*. Довести нерiвнiсть 𝑅(𝐺)6𝐷(𝐺)62𝑅(𝐺) (див. стор. 123).

12*. www.olymp.vinnica.ua/index_ua.php?lng=ua&cid=134, тобто задача «Conflict»; повний
розв’язок передбачає i зарахування програми сайтом, i написання мiкрореферату та йо-
го захист.

13*. www.olymp.vinnica.ua/index_ua.php?lng=ua&cid=1366, тобто задача «Dyvaknet». Суть —
реалiзувати описаний на стор. 132 варiант вiдновлення шляхiв, що знаходить усi найко-
ротшi шляхи; повний розв’язок передбачає i зарахування програми сайтом, i написання
мiкрореферату та його захист.

14*. Пред’явiть два рiзнi простi графи зi степенями вершин 6, 3, 3, 3, 3, 3, 3, такi, щоб один з
них мiстив гамiльтонiв цикл, а iнший нi.

15*. Перетворити описану в розд. 5.5.1 схему доведення теореми Ейлера до формально строгого
вигляду; на основi цього побудувати також строге доведення критерiю iснування ейлерового
циклу в орграфi. Оформити все це як реферат та захистити усно.

16*. Припустимо, нiби попереднє завдання виконане; як тодi строго довести наведенi в розд. 5.5.1
критерiї iснування нециклiчних ейлерових шляхiв?

17*. Довести: «Якщо (як того потребу́є аналог теореми Ейлера для орграфiв) для кожної верши-
ни виконується умова рiвностi напiвстепенiв виходу i захо́ду, то перевiрку сильної зв’язностi
можна реалiзувати значно простiшим чином, нiж згадано наприкiнцi розд. 5.4.2: достатньо
узяти будь-яку одну вершину, i перевiрити, чи усi вершини досяжнi з неї.». Також показати,
що якщо умова рiвностi напiвстепенiв виходу i захо́ду не виконується, то перевiряти таким
чином сильну зв’язнiсть не завжди правильно.
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18*. Реалiзувати програму, яка перевiрятиме факт iснування (з вiдповiддю «так»/«нi») ейлеро-
вого шляху в неорiєнтованому графi (який може мiстити кратнi ре́бра та пе́тлi, а може й
не мiстити). Граф подавати матрицею сумiжностi (вводити готову).

19*. Реалiзувати програму, яка не лише перевiрятиме факт iснування ейлерового шляху в неорi-
єнтованому графi, але також i знаходитиме сам шлях як послiдовнiсть вершин. Вибiр
способу подання графа — складова завдання. Рiвень складностi дуже iстотно залежить вiд
того, наскiльки ефективну програму писати. Дуже приблизно, виконання на недорогому
сучасному ПК вкладається у 1 сек при розмiрах графа:
𝑛6102, 𝑚6103 𝑛6103, 𝑚6104 𝑛6104, 𝑚6105 𝑛6105, 𝑚6106

неважко середньо складно дуже складно
20*. Довести, що при 𝑛> 3 для iснування гамiльтонового циклу необхiдна (але не достатня)

вершинна двозв’язнiсть.

21*. Як неоднократно наголошено, коли у зваженому графi є цикл вiд’ємної довжини́, задача
знаходження найкоротших шляхiв втрачає смисл.
Здавалося б, можна не оголошувати про втрату смислу, а переформулювати задачу: шукати
маршрут мiнiмальної довжини́ лише серед несамоперетинних (наприклад, простих ланцю-
гiв). Це дозволило б уникнути прямування до (−∞) за рахунок накручування вiд’ємних
циклiв. А для графiв, що не мiстять вiд’ємних циклiв, нiчого не змiнилося б, бо для них
самоперетини все одно невигiднi.
Виявляється, так зазвичай не роблять тому́, що хоч поставити таку модифiковану задачу й
можна, але неясно, що з нею робити далi: за сучасними уявленнями науки, для розв’язання
такої задачi, мабуть, не iснує ефективного алгоритму.
Показати це.
Вказiвка. Слiд спертися на те, що за сучасними уявленнями, мабуть, не iснує ефективного
алгоритму пошуку гамiльтонових шляхiв. В чому полягає зв’язок мiж задачею про мiнi-
мальнi несамоперетиннi шляхи та гамiльтоновими шляхами, i як його тут використати —
слiд придумати самостiйно, або знайти десь за межами цього посiбника.

22*. Розглянемо таку задачу на шляхи в лабiринтi. Нехай потрiбно знайти абсолю-
тно всi несамоперетиннi шляхи (наприклад, у зображеному лабiринтi — чотири
штуки, включно з явно кружним «пiднятися праворуч, спуститися посерединi й
пiднятися лiворуч»). Як модифiкувати DFS для розв’язання такої задачi? Чому
така модифiкацiя вже не може називатися пошуком у глибину?

**.*****

*......*

*.*.**.*

*...**.*

***..X.*

********

23*. У завданнi 21 (стор. 157) говорилося «розрiзняти, чи вiн слабко зв’язний, чи не зв’язний,
не треба». Розрiзнити це за матрицею досяжностi справдi важче, нiж iншi види орiєнтованої
зв’язностi. Запропонувати спосiб, як це все-таки зробити. Реалiзовувати не обов’язково,
досить пояснити алгоритм словесно.

24*. Розглянемо двi (помилковi!) пропозицiї, як, нiбито, можна (насправдi нi) зробити, щоб ал-
горитм Дейкстри працював на графах з вiд’ємними довжинами ребер.
(А) Перед тим, як застосувати алгоритм Дейкстри, додамо до довжини́ кожного ребра́
графа одне й те саме число (достатньо велике, щоб усi довжи́ни стали невiд’ємними). За-
стосуємо алгоритм Дейкстри до отриманого графа з невiд’ємними довжинами ребер, а тодi
повиправляємо довжи́ни ребер знайденого найкоротшого маршруту.
(Б) Перевiряти, чи менша довжина нового маршруту d[curr]+𝑙(curr, i) за довжину вiдо-
мого маршруту d[i], яким би не був статус 𝑣[𝑖]. Якщо оцiнка справдi зменшується, то
переводити 𝑣[𝑖] до статусу 1, навiть якщо вона вже перебувала у статусi 2.
Детально описати недолiки цих пропозицiй (кожної окремо; можна лише однiєї).

25*. Розглянемо нестандартну графову модель, де вершини позначають населенi пункти, зваженi
ре́бра — дороги мiж ними, але вага ребра́ є не довжиною дороги, а обмеженням на масу
вантажiвок, якi можуть там їздити (наприклад, по ребру, позначеному «9», можуть їздити
вантажiвки масою вiд 0 до 9 включно, а масою 9,0000000001 уже не можуть).
Як треба модифiкувати алгоритм Дейкстри, щоб розв’язувати задачу «вантажiвка якої
максимальної маси може доїхати вiд вершини 𝑣[𝑖] до вершини 𝑣[𝑗]?»?
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26*. Реалiзувати алгоритм Краскала. Достатньо зi складнiстю 𝑂(𝑛2), тобто перевiрку, чи однiй
компонентi зв’язностi належать вершини, можна робити через очевидний варiант описаної
на стор. 147 системи «кольорiв». Повиннi бути i рукописний текст з коментарями, i зараху-
вання задачi №1377 на https://informatics.mccme.ru.

27*. «Заданий простий граф; з’ясувати, чи мiстить вiн хоча б один цикл;

(а) потрiбна лише вiдповiдь “так/нi”;

(б) потрiбен сам цикл як послiдовнiсть вершин.»

Детально сформулювати словами алгоритми розв’язання обох версiй цiєї задачi, причому
алгоритм для (a) повинен бути значно простiшим, нiж для (b).

28*. Розглянемо задачу: «Вхiд у скарбницю закрито прямокутною кам’яною плитою, яка вiд
старостi покрита трiщинами. Кожна трiщина має форму прямолiнiйного вiдрiзку. Трiщи-
ни не можуть нi торкатися одна до одної чи до меж плити, нi перетинатися. Щоб увiйти
до пiдземелля, плиту треба розламати уздовж деякої ламаної, що з’єднує протилежнi

сто́рони плити́. Ця ламана може включати в себе деякi (можливо, всi) вже наявнi трiщини
та додатковi, якi шукачi скарбiв мають пробити власноруч. Пробивати додатковi трiщини
можна де завгодно. Кожну наявну трiщину можна не використовувати зовсiм, можна ви-
користати по всiй довжинi, можна використати частково. Знайти такий спосiб розламати
плиту, який вимагатиме пробивання якомога меншої (за сумарною довжиною) сукупностi
додаткових трiщин». (Координати вершин плити, кiлькiсть наявних трiщин та координати
їхнiх кiнцiв є вхiдними даними задачi; система координат введена так, щоб сто́рони плити́
були паралельнi вiсям.)
Пояснити, де тут з’являється граф, що є вершинами графа, що ребрами; яка тема з посiбни-
ка має стосунок до цiєї задачi, та який; детально описати словами алгоритм розв’язання.
Навести який-небудь приклад рисунку плити з трiщинами та вiдповiдний їй граф.

29*. Розглянемо задачу: «Слова́ складаються з маленьких букв латинського алфавiту; довжина
кожного окремо взятого сло́ва не перевищує 50. Чи можна з заданного (як вхiднi данi)
набору слiв скласти чайнворд (перша буква кожного наступного сло́ва однакова з останньою
буквою попереднього)? Треба використати всi слова́ по одному разу.» Вхiдними даними є
набiр слiв; результатом— вiдповiдь «так»/«нi».
Пояснити, де тут з’являється граф, що є вершинами графа, що ребрами; яка тема з посiбни-
ка має стосунок до цiєї задачi, та який; детально описати словами алгоритм розв’язання.

30*. «Три задачi про домiно». Їх можна виконувати в будь-якому порядку, в т. ч. лише частину
з них. Геометрiєю нехтувати: якщо «можна, але криво i з не щiльними приляганнями» —
значить, можна. Цi задачi мають близький стосунок до однiєї з розглянутих у посiбнику
тем. Який стосунок i до якої теми — слiд придумати самостiйно.

(а) Чи можна скласти цикл з сукупностi дощечок стандартного домiно, беручи в точностi
увесь набiр, нiчого не викидаючи i не додаючи? Дощечки слiд притуляти за прави-
лами, тобто однаковими номерами. Достатньо дати лише вiдповiдь «так»/«нi», але
обов’язково її довести.

(б) Аналогiчно попередньому пункту, але для зменшеного домiно: на половинках дощечок
можна писати чи́сла не вiд 0 до 6, а: (1) вiд 0 до 2; (2) вiд 0 до 3. На вiдмiну
вiд попереднього пункту, в разi позитивної вiдповiдi, навести сам цикл з дощечок.

(в) Розглянемо ще бiльш узагальнене домiно: у вхiдних даних задаються не тiльки 𝑁
(максимальне значення на половинках дощечок), а ще й вказується, яка саме пара
чисел написана на кожнiй дощечцi набору. Наприклад, може бути набiр, у якому 𝑁 = 3
i є лише дощечки {0, 1}, {0, 2}, {0, 3}, {1, 1}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}.
Детально сформулювати словами алгоритм розв’язання задачi «Яку мiнiмальну кiль-
кiсть ланцюжкiв можна викласти з усiх дощечок заданого (у вхiдних даних) набору?»

Наприклад, вищезгаданий набiр неможливо викласти в один ланцюжок, але можна
викласти у два: ⟨ {0, 1}, {1, 1}, {1, 2}, {2, 3} ⟩ та ⟨ {1, 3}, {3, 0}, {0, 2} ⟩. Отже, для
цього набору результатом є число 2.
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6 Мови, регулярнi вирази та автомати

6.1 Неформальний вступ до формальних мов

Формальна мова (рос. «формальный язык», англ. «formal language») — це множина слiв. Словом
(рос. «слово», англ. «string») вважається будь-яка послiдовнiсть символiв. Символами (вони ж
лiтери, букви; рос. «символы», «буквы»; англ. «symbols», «characters», значно рiдше «letters»)
можуть бути будь-якi вiдрiзнюванi об’єкти.

Як правило, ми будемо розглядати в якостi символiв латинськi букви та/або десятковi цифри,
але це лише заради зручностi; в принципi можливе й слово “⇑⊥ґ𝜉7ў𝑧♠†”, а на стор. 170 наведено
приклад символiв та алфавiту, ще менш схожих на традицiйний смисл цих слiв.

Як завжди, послiдовнiсть передбачає впорядкованiсть (𝑐𝑎𝑡 та 𝑎𝑐𝑡—рiзнi слова́), а множина
не передбачає (мова {ℎ𝑒𝑙𝑙𝑜, 42} дорiвнює мовi {42, ℎ𝑒𝑙𝑙𝑜}).

Довжина́ сло́ва (рос. «длина́ сло́ва», англ. «string’s length») — це кiлькiсть символiв у ньому.
Наприклад, довжина сло́ва “aaabacaba” дорiвнює 9.

Приклад 1. Формальна мова цiлих чисел 𝐿𝑖𝑛𝑡 —множина всiх можливих послiдовностей сим-
волiв “-”, “+”, “0”, “1”, “2”, “3”, “4”, “5”, “6”, “7”, “8”, “9”, для яких виконуються правила: “-” та
“+” можуть зустрiчатися лише у першiй позицiї сло́ва; “0” не може бути першим серед цифр
послiдовностi (але коли вiн — єдиний символ послiдовностi, то може).

Приклад 2. Формальна мова iдентифiкаторiв 𝐿𝑖𝑑𝑒𝑛 —множина всiх можливих послiдовностей
латинських букв, десяткових цифр, знакiв “_” (пiдкреслень), якi починаються не з цифри.

Аналогiчно можна ввести формальну мову чисел з рухомою комою (floating point), формальну
мову string-ових констант (де “string” — тип мови програмування), формальну мову арифмети-
чних виразiв, формальну мову ДНФ (де диз’юнкцiї та заперечення є символами, а змiннi можуть
бути символами, а можуть i складатися з кiлькох символiв, як-то букви i числового iндекса).
Можна розглянути i формальну мову ДДНФ, яка є пiдмножиною мови ДНФ. I так далi.

Задача перевiрки належностi сло́ва мовi полягає у тому, що задана формальна мова, задане
слово, i потрiбно визначити, чи «це слово належить цiй мовi», чи «. . . не належить . . . ».

Порожнє слово Порожнє слово (рос. «пустое слово», англ. «empty string») — це слово, що
не мiстить жодного символу (iнакше кажучи, довжини́ 0). Ми будемо умовно позначати його
як “𝜀” (у деяких джерелах порожнє слово позначають як “Λ”, або “𝜆”, або “e”).

Порожнє слово не є пропуском (пробiлом): пробiл — символ, а три пробiли — три символи;
водночас, три порожнi слова пiдряд дорiвнюють одному порожньому слову й не мiстять жодного
символу.

Порожнє слово реально використовується у програмуваннi: string s="" (мiж лапками нема

пробiла) iнiцiалiзує s порожнiм словом.

6.2 Регулярнi мови та регулярнi вирази (regex-и)

Регулярнi мови (рос. «регулярные языки», англ. «regular languages»; iнодi скорочують як «рег. мо-
ви», «рег. языки», «reg. lang.-s») є одним з важливих часткових випадкiв формальних мов. Щоб
дати означення регулярної мови, спочатку треба дати означення деяких операцiй над мовами.

Об’єднання Об’єднання (рос. «объединение», англ. «union») мов 𝐴 та 𝐵 — множина всiх слiв,
що належать хоча б однiй з мов 𝐴 або 𝐵:

𝐴 ∪𝐵
def
= {𝑝 | 𝑝 ∈ 𝐴 ∨ 𝑝 ∈ 𝐵}. (74)

(Це нiчим не вiдрiзняється вiд об’єднання, введеного формулою (5) на стор. 48 у модулi «Множи́ни
та вiдношення». Але це не означає, нiби тепер будуть розглянутi також перетин, симетрична рiзниця,
тощо — вони за́раз не потрiбнi.)

Конкатенацiя Конкатенацiя слiв — це утворення сло́ва послiдовним дописуванням двох чи кiль-
кох слiв. Наприклад, мовою C++ “string s1="bath", s2="room"; string s3=s1+s2;” надає змiн-
нiй s3 значення "bathroom", отримане дописуванням 2-го сло́ва room пiсля 1-го сло́ва bath. Кон-
катенацiя не комутативна: bath+room= bathroom ̸= roombath= room+bath.
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Тепер, на основi щойно розглянутої операцiї «конкатенацiя слiв», вважаючи її вiдомою, вве-
демо нову операцiя «конкатенацiя мов».

Конкатенацiя (вона ж добуток ; рос. «конкатенация», англ. «concatenation») мов 𝐴 та 𝐵 —
множина всiх слiв, якi можуть бути утворенi як конкатенацiя сло́ва мови 𝐴 i сло́ва мови 𝐵 (са́ме
в такому порядку):

𝐴 ·𝐵 def
= {𝑝𝑞 | 𝑝 ∈ 𝐴∧𝑞 ∈ 𝐵} (75)

(де мiж “{” та “|” вiдбувається конкатенацiя слiв 𝑝 та 𝑞).
(Крiм “𝐴 ·𝐵”, конкатенацiя може позначатися також як “𝐴𝐵” (знак операцiї пропускають, аналогiчно

множенню чи кон’юнкцiї), або як “𝐴 * 𝐵”. Позначення зiрочкою незручне, бо зiрочка меншого розмiру й
вище розмiщена позначає iншу операцiю «iтерацiя» (див. далi); але у деяких джерелах так все ж пишуть.)

Конкатенацiя мов дещо нагадує декартiв добуток— розглядаються па́ри кожного сло́ва 1-ої
мови з кожним словом 2-ої. Наприклад, {𝑎, 𝑏} · {𝑎, 𝑐, 𝑑}={𝑎𝑎, 𝑎𝑐, 𝑎𝑑, 𝑏𝑎, 𝑏𝑐, 𝑏𝑑}. Але аналогiя з
декартовим добутком не повна, бо утворюються не пари, а слова́. Наприклад, {𝑎, 𝑎𝑏} · {𝑏𝑐, 𝑐}=
={𝑎𝑏𝑐, 𝑎𝑐, 𝑎𝑏𝑏𝑐}—результат мiстить три сло́ва, а не чотири, бо як поєднання 𝑎 з 𝑏𝑐, так i поєдна-
ння 𝑎𝑏 з 𝑐 дають одне й те ж слово 𝑎𝑏𝑐 (а результатом конкатенацiї мов є мова, яка є класичною
множиною, а не мультимножиною, слiв).

Вiдзначимо (хоч це й випливає з решти означень), що 𝑎𝜀 = 𝜀𝑎 = 𝑎, тобто конкатенацiя будь-
якого сло́ва з порожнiм словом, незалежно вiд того, чи 𝜀 виступає правим аргументом конкате-
нацiї, чи лiвим, дає саме́ це слово. За рахунок цього, якщо вiдбувається конкатенацiя мов, якi
мiстять у собi 𝜀 (як елемент), то конкатенацiя включає у себе (як пiдмножину) об’єднання. Але
са́ме якщо мови-аргументи мiстять у собi 𝜀, а не завжди. Наприклад:

{𝑎, 𝑎𝑏} ·{𝑏𝑐, 𝑐} = {𝑎𝑏𝑐, 𝑎𝑐, 𝑎𝑏𝑏𝑐};
{𝜀, 𝑎, 𝑎𝑏} ·{𝑏𝑐, 𝑐} = {𝑏𝑐, 𝑐, 𝑎𝑏𝑐, 𝑎𝑐, 𝑎𝑏𝑏𝑐};
{𝑎, 𝑎𝑏} ·{𝜀, 𝑏𝑐, 𝑐} = {𝑎, 𝑎𝑏𝑐, 𝑎𝑐, 𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑏𝑐};

{𝜀, 𝑎, 𝑎𝑏} ·{𝜀, 𝑏𝑐, 𝑐} = {𝜀, 𝑏𝑐, 𝑐, 𝑎, 𝑎𝑏𝑐, 𝑎𝑐, 𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑏𝑐}.

Степiнь На основi конкатенацiї (добутку) мов вводять операцiю степiнь (рос. «степень», англ.
«power») мови

𝐴𝑛 def
= 𝐴 ·𝐴 · . . . ·𝐴⏟  ⏞  

𝑛 штук “𝐴”

(76)

(тут 𝐴—мова, 𝑛—невiд’ємне цiле число); для будь-якої мови 𝐴, вважається 𝐴0={𝜀} (не ∅, а са́ме
множина, яка мiстить 𝜀 як елемент).

Наприклад, {𝑎, 𝑧}3={𝑎𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑧, 𝑎𝑧𝑎, 𝑎𝑧𝑧, 𝑧𝑎𝑎, 𝑧𝑎𝑧, 𝑧𝑧𝑎, 𝑧𝑧𝑧}; {𝜀, 𝑎, 𝑎𝑏, 𝑏}2={𝜀, 𝑎, 𝑎𝑏, 𝑏,
𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑏, 𝑏𝑎, 𝑏𝑎𝑏, 𝑏𝑏}.
Iтерацiя (зiрочка Клiнi) Iтерацiя (вона ж зiрочка Клiнi ; рос. «итерация», «звёздочка Клини»,
англ. «Kleene star») мови 𝐴 (позначається 𝐴*) — об’єднання всiх можливих степенiв мови 𝐴:

𝐴* def
= {𝜀} ∪𝐴 ∪𝐴2 ∪𝐴3 ∪ . . . (77)

(показник степеню перебирає всi чи́сла з N+, прямуючи до +∞).
Iтерацiя скiче́нної (i за кiлькiстю слiв, i за максимальною довжиною сло́ва) мови майже зав-

жди є нескiнче́нною (i за кiлькiстю слiв, i за максимальною довжиною сло́ва) мовою. Наприклад,
{0, 1}*={𝜀, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, . . .} (до нескiнченностi).

Мов, iтерацiя яких скiнче́нна, є в точностi двi:∅ та {𝜀}. Це рiзнi мови: {𝜀} мiстить (як елемент)
хоча б порожнє слово, а ∅ не мiстить взагалi нiчого. А iтерацiї цих мов однаковi: ∅*={𝜀}*={𝜀}.
Означення регулярної мови Саме́ поняття «регулярна мова» вводиться за допомогою такого
рекурсивного означення.

1. Будь-яка мова, що складається зi скiнче́нної (в т. ч. порожньої) сукупностi скiнче́нних слiв
(в т. ч. порожнього сло́ва), регулярна;

2. Якщо 𝐴 та 𝐵 —регулярнi мови, то регулярними є також i мови 𝐴 ∪𝐵 та 𝐴·𝐵;
3. Якщо 𝐴—регулярна мова, то регулярною є також i мова 𝐴*.

(Якщо ж формальна мова не може бути отримана за допомогою скiнче́нної кiлькостi застосувань
цих операцiй, то вона не є регулярною.)
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Регулярнi вирази (regex-и) Регулярнi мови найчастiше записують регулярними виразами

(рос. «регулярные выражения», англ. «regular expression», скорочено «regex»; ще є скорочення
“reg. exp.”, “рег. вираз”, “РВ”; ми найчастiше вживатимемо скорочення «regex», бо воно найпопу-
лярнiше у практичних застосуваннях).

Дiї над regex-ами вiдповiдають таким дiям над регулярними мовами:

1. regex, що задає одне скiнче́нне (в т. ч. порожнє) слово, спiвпадає з сами́м цим словом;

2. якщо рег. мови 𝐴 та 𝐵 задаються regex-ами 𝑅𝐴 та 𝑅𝐵, то рег. мова 𝐴∪𝐵 задається regex-ом
(𝑅𝐴 | 𝑅𝐵);

3. якщо рег. мови 𝐴 та 𝐵 задаються regex-ами 𝑅𝐴 та 𝑅𝐵, то рег. мова 𝐴 ·𝐵 задається regex-ом
𝑅𝐴𝑅𝐵;

4. якщо рег. мова 𝐴 задається regex-ом 𝑅𝐴, то рег. мова 𝐴* задається regex-ом (𝑅𝐴)
* (якщо

regex 𝑅𝐴 односимвольний або i так взятий у дужки, то ще однi дужки не ставляться).

(Все, що не може бути отримане за допомогою скiнче́нної кiлькостi застосувань вказаних операцiй,
не є регулярними виразами.)

Тобто, регулярнi мови та регулярнi вирази взаємопов’язанi, але являють собою рiзнi сутностi
(мають рiзнi типи): рег. мова — це множина слiв (часто нескiнче́нна), а рег. вираз — це скiнче́нна
формула, яка задає рег. мову, вказуючи, за допомогою яких операцiй ця мова побудована.

Операцiї над регулярними виразами називають так само, як вiдповiднi операцiї над регу-
лярними мовами (об’єднання, конкатенацiя та iтерацiя); але для операцiї (𝑅𝐴|𝑅𝐵) дуже по-
ширена ще одна назва — альтернатива (причому так називають лише операцiю над regex-ами,
не над рег. мовами).

Приклади регулярних виразiв та вiдповiдних їм регулярних мов

1. Regex «𝑏𝑎*» задає усi слова́, що починаються з 𝑏 i далi мiстять довiльну кiлькiсть (в т. ч. 0)
символiв 𝑎; рег. мова: {𝑏, 𝑏𝑎, 𝑏𝑎𝑎, 𝑏𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎, . . .}.

2. Regex «𝑎*𝑏*» задає усi слова́, що мiстять спочатку довiльну кiлькiсть (в т. ч. 0) символiв 𝑎,
потiм довiльну кiлькiсть (в т. ч. 0) символiв 𝑏; рег. мова: {𝜀, 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑎, 𝑎𝑏, 𝑏𝑏, 𝑎𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑏,
𝑏𝑏𝑏, . . .}.

3. Regex «(𝑎𝑏)*» задає усi слова́, що довiльну (в т. ч. 0) кiлькiсть разiв повторюють пiдслово 𝑎𝑏
(тобто повторюватися можуть лише неподiльнi пари 𝑎𝑏, а не окремi 𝑎 чи 𝑏); рег. мова: {𝜀,
𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏, . . .}.

4. Regex «(𝑎 | 𝑏)*» задає взагалi всi слова́ в алфавiтi {𝑎, 𝑏}, тобто символи 𝑎, 𝑏 йдуть у будь-яких
кiлькостях та як завгодно перемiшанi; рег. мова: {𝜀, 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑎, 𝑎𝑏, 𝑏𝑎, 𝑏𝑏, 𝑎𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏𝑏,
𝑏𝑎𝑎, 𝑏𝑎𝑏, 𝑏𝑏𝑎, 𝑏𝑏𝑏, . . .}.

5. Regex «(𝑎*|𝑏*)» задає слова́, що складаються або з довiльної кiлькостi 𝑎, або з довiльної
кiлькостi 𝑏, але не можуть мiстити i 𝑎, i 𝑏 одночасно; рег. мова: {𝜀, 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏,
𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏, . . .}.

6. Regex «(𝑎 | 𝑏𝑏)*» задає послiдовностi з 𝑎 та 𝑏, куди 𝑏 входять лише парами 𝑏𝑏; рег. мова:
{𝜀, 𝑎, 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑎𝑎𝑎, 𝑎𝑏𝑏, 𝑏𝑏𝑎, 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑏𝑏, 𝑎𝑏𝑏𝑎, 𝑏𝑏𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏, 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎, 𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎, 𝑎𝑏𝑏𝑏𝑏,
𝑏𝑏𝑎𝑏𝑏, 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑎, . . .}.

7. Формальна мова iдентифiкаторiв з розд. 6.1 є регулярною i її можна задати regex-ом
«(𝐴 | 𝐵 | . . . | 𝑍 | _) (𝐴 | 𝐵 | . . . | 𝑍 | _ | 0 | 1 | . . . | 9)*».
(У цьому та наступному прикладах для скорочення запису вжито “. . . ”; взагалi-то бiльш правильно
явно перелiчувати всi можливi варiанти.)

8. Формальна мова цiлих чисел з розд. 6.1 є регулярною i її можна задати regex-ом «(0 |
| (+ | − | 𝜀) (1 | 2 | . . . | 9) (0 | 1 | . . . | 9)*)».

Чи iснують формальнi мови, якi не є регулярними? Скiльки завгодно. Наприклад, не є регу-
лярною (занадто складна́, щоб задати її регулярним виразом) формальна мова всiх осмислених
речень природньою мовою (українською, англiйською, тощо). I навiть значно простiшi формаль-
нi мови, придатнi для комп’ютерної обробки (iншими засобами): мова синтаксично правильних
програм мовою С++ (i не лише С++, а й переважною бiльшiстю реальних мов програмування);
i навiть такий простiший варiант, як мова синтаксично правильних арифметичних виразiв, якi
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можуть мати дужки довiльної вкладеностi; i навiть такий простiший варiант, як {(𝑘𝑎)𝑘 | 𝑘∈Z+}=
={𝑎, (𝑎), ((𝑎)), (((𝑎))), ((((𝑎)))), . . .}, тобто множина всiх слiв, де спочатку йдуть вiдкривнi дуж-
ки, потiм буква 𝑎, потiм закривнi дужки — рiвно стiльки ж, скiльки ранiше було вiдкривних.
Ця неможливiсть навiть доведена далi по тексту (див. розд. 6.5.3, 6.5.6, 6.5.7).

6.3 Практичне застосування regex-iв

Regex-и, крiм того, що мають велике теоретичне значення, є ще й потужним засобом практичної
обробки текстiв. У багатьох текстових редакторах та багатьох мовах програмування вбудована
пiдтримка regex-iв. При практичнiй реалiзацiї виявляється доцiльним дещо вiдступати вiд описа-
них вище математичних правил; як наслiдок, regex-и з рiзних редакторiв чи мов програмування
мають рiзний синтаксис. Тож вiдзначимо лише найголовнiшi й найтиповiшi особливостi бiльшостi
таких реалiзацiй, а для повноти картини все одно треба користуватися бiльш технiчними описами
конкретної реалiзацiї. Наприклад, для мови java — https://docs.oracle.com/javase/8/docs/

api/java/util/regex/Pattern.html

1. Для деяких символiв та груп символiв є спецiальнi позначення, як-то:
(а) . (крапка) — будь-який один символ;
(б) ∖d— будь-яка цифра;
(в) ∖D— будь-який символ, крiм цифр;
(г) ∖w— будь-який «символ сло́ва» (цифра, буква або “_”); стандартно, маються на увазi

лише латинськi букви, але в деяких реалiзацiях це може залежати вiд налаштувань;
(д) ∖W— будь-який не «символ сло́ва»;
(е) ∖s— будь-який «порожнiй» символ (пробiл, або табуляцiя, або переведення рядка);
(i т. д.)

2. Символи, якi не можна писати безпосередньо, бо вони мають спецiальний смисл, пишуть
через “∖”: сам бекслеш пишеться “∖∖”, крапка — “∖.”, круглi дужки— “∖(” та “∖)”, тощо.

3. Якщо потрiбно вказати «будь-який символ перелiку», перелiк записується у квадратних
дужках (наприклад, “[аеєиiїоуюя]” позначає будь-яку (одну!) голосну букву української
абетки в нижньому регiстрi); перелiк може мiстити символ “-”, котрий трактується як тире,
тобто вказує дiапазон (наприклад, “[1-7]” позначає будь-яку цифру в дiапазонi вiд 1 до 7);
«внутрiшнi» символи дiапазону визначаються згiдно порядку ASCII (або iншої кодової та-
блицi, яку використовує реалiзацiя); зразу пiсля дужки “[” перед перелiком може стояти
«кришка» “ˆ” — це означає, що потрiбно шукати всi символи, крiм вказаних у перелiку.

4. Об’єднання (альтернатива) позначається символом “|”, але у правилах розстановки круглих
дужок (чи згiдно математичного означення, чи брати в дужки кожен аргумент окремо,
чи такi дужки не обов’язковi) рiзнi реалiзацiї можуть вiдрiзнятися одна вiд о́дної.

5. Конкатенацiя нiяк спецiально не позначається, вирази просто записують один пiсля одного.

6. Iтерацiя реалiзована у багатьох «версiях»:
(а) «Стандартна» iтерацiя (повторити 0 разiв, або 1 раз, або 2 рази, i т. д.) позначається

зiрочкою “*”; наприклад, “м[ие]*р” задає слова́ «мр», «мир», «мер», «миир», «миер»,
«меир», «меер», . . . ;

(б) «непорожня» iтерацiя (повторити 1 раз, або 2 рази, i т. д.) позначається плюсом “+”;
наприклад, “м[ие]+р” задає слова́ «мир», «мер», «миир», «миер», «меир», «меер», . . . —
але не слово «мр»;

(в) необов’язкова частина (включити один раз або не включати взагалi) позначається зна-
ком питання “?”; наприклад, “м[ие]?р” задає (лише) слова́ «мр», «мир», «мер»;

(г) iтерацiя з обмеженою кiлькiстю повторiв: пiсля regex-а у фiгурних дужках вказується
число ((...){n}), або число i кома ((...){n,}), або кома i число ((...){,m}), або
число, кома i число ((...){n,m}) — в усiх випадках конкретний regex повинен мiстити
не змiнну, а конкретне число, як-то ∖d{3} (рiвно три цифри пiдряд), а позначки n та m

вжитi лише у тому смислi, що в рiзних regex-ах цi чи́сла можуть бути рiзними.
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Якщо коми нема— число вказує точну кiлькiсть повторiв; iнакше, число перед комою
вказує мiнiмальну кiлькiсть повторiв, пiсля коми—максимальну; якщо кома є, i вка-
зане лише одне число, то з iншого боку кiлькiсть повторiв не обмежується. Наприклад,
вираз ∖d{2,5} задає дво-, три-, чотири- та п’ятизначнi чи́сла; вираз ∖d{,4} — чи́сла
з не бiльш нiж чотирма цифрами, а також порожнє слово; вираз ∖d{3,} — чи́сла з
не менш нiж трьома цифрами.

(Значна частина реалiзацiй regex-iв мiстять ще бiльше рiзновидiв iтерацiй, бо вона ще може бути
або жадiбною (greedy), або лiнивою (reluctant), або ревнивою (possessive); але це вже не включено
до посiбника, бо такi особливостi можуть бути рiзними для рiзних програм–обробникiв regex-iв. Такi
деталi пропонується вивчати окремо, у прив’язцi до конкретної програми–обробника regex-iв.)

Один з найпотужнiших засобiв застосування regex-iв до обробки текстiв (придуманий про-
грамiстами-практиками, а не вченими, якi вивчали регулярнi вирази теоретично) — можли-
вiсть проводити не лише пошук вiдповiдностей regex-зразку́, а ще й замiну знайдених входжень
regex-iв. Можна запам’ятовувати частини рядка, що вiдповiдають частинам знайденої у текстi
вiдповiдностi regex-у, i пiдставляти у вираз, на який замiнюють. («Частина рядка» може бути
й усiм рядком; важливо, що є вибiр, чи використати весь рядок, чи частину, i якщо частину,
то яку са́ме.) Для цього частину, яку треба запам’ятати, у виразi пошуку беруть у круглi дужки,
а у виразi замiни записують $1 (або $2, або $3 — вiдповiдно до того, який по порядку з запам’-
ятованих виразiв потрiбно пiдставити; номер визначається як послiдовний (1, 2, 3, . . . ) номер
вiдкривної круглої дужки у виразi пошуку).

Тут реалiзацiї теж можуть вiдрiзнятися одна вiд о́дної: по-перше, деякi замiсть $1, $2, $3, . . .
вживають \1, \2, \3, . . . ; по-друге, значна частина реалiзацiй (але не всi) передбачають, що
завжди є нульова́ група $0, яка означає вiдповiднiсть усьому виразу пошуку (навiть якщо вiн
не взятий у дужки); по-третє, по-рiзному трактуються багатоцифровi чи́сла пiсля долара (на-
приклад, $17 деякi реалiзацiї сприймають як «запам’ятоване сiмнадцятими дужками», деякi —
як «запам’ятоване першими дужками, пiсля чого цифра 7», а деякi автоматично вибрають з
цих варiантiв: «якщо regex пошуку мiстить 17-тi дужки, то запам’ятоване цими 17-ми дужками,
а якщо не мiстить, то запам’ятоване 1-ми дужками, пiсля чого цифра 7»).

Як уже згадано, є кiлька рiзних варiантiв використання всiх цих засобiв. Можна викори-
стати їх як складову програми мовою програмування (виклика́ти, де треба, бiблiотечнi фун-
кцiї, якi перетворюють вiдповiдним чином змiннi типу string — якщо, звiсно, є такi бiблiоте-
ки). Можна прямо у рядку пошуку й рядку замiни вiконечка «Знайти i замiнити» текстового
редактора — якщо, звiсно, редактор таке пiдтримує. Можна користуватися утилiтою grep або
подiбною. Якщо говорити про мову C++, такi засоби (бiблiотека regex) iснують, починаючи зi
стандарту C++11, наприклад, вони є у Microsoft Visual Studio Express 2012; але вони поки що
не досить кросплатформеннi (те, що працює в одному компiляторi C++, може й не працюва-
ти в iншому, навiть якщо вони обидва стандарту C++11). У деяких iнших мовах (Java, Perl,
тощо) пiдтримка regex-iв з’явилася значно ранiше, тому там вони бiльш стандартнi та надiйнi.
Якщо говорити про текстовий редактор — наприклад, у тому самому Microsoft Visual Studio
Express 2012 регулярнi вирази можна використовувати не лише у програмi, яку пишемо, щоб
з нею працювали компiлятор та бiблiотека, а ще й пiд час редагування програми у цiй самiй
Studio, у вiконечку Quick Replace (Ctrl+H) є область iз зображенням “.*” та пiдказкою (hint-ом)
«Use regular expressions (Alt+E)», i якщо натиснути на цю область — можна робити пошук i
замiну з використанням regex-iв. Є й багато iнших редакторiв: Notepad++ (але там дещо iнший
синтаксис regex-iв), вбудований редактор оболонки FAR manager, тощо.

Microsoft Word надає багато iнших, в тому числi й напрочуд корисних, засобiв пошуку та
замiни; але, наскiльки вiдомо автору посiбника, са́ме регулярнi вирази там усе ще реалiзованi
лише частково. У старiших версiях, були лише спецiальнi знаки (як-то «будь-яка цифра», «будь-
який з пропускових символiв (пробiл, табуляцiя, тощо)») та можливiсть пiдставляти у вираз
замiни увесь знайдений рядок. У новiших версiях Word, можливiсть пiдставити у вираз замiни
також i видiлену частину знайденого з’явилась (з вiдставанням рокiв на 15–20 вiд деяких iнших
текстових редакторiв), але, наскiльки вiдомо автору посiбника, повноцiнних iтерацiї та об’єднання
все ще нема.
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Наведемо кiлька прикладiв, якi показують: замiни з використанням запам’ятованих частин
regex-iв — дуже потужний i дуже корисний на практицi, але не всемогутнiй засiб.

Приклад 1. Нехай є великий текст, у якому багато чисел – десяткових дробiв (цiла частина,
кома, дробова частина). Причому, в якостi роздiльника використана саме кома (“,”), згiдно ра-
дянського стандарту. Нехай треба перетворити всi цi десятковi дроби до захiдного стандарту,
де цiла й дробова частини роздiляються крапкою (“.”). Нехай до того ж просто позамiняти всi
коми на крапки не можна, бо в текстi дуже багато також iнших ком (якi, наприклад, роздiляють
частини речення), i їх треба лишити без змiн.

Для виконання такої замiни достатньо шукати фрагменти “(\d),(\d)” i замiняти їх на “$1.$2”.
Тут “\d” означає десяткову цифру, дужки— вказiвку запам’ятати цю цифру (щоб потiм пiдста-
вити). Якщо застосувати таку замiну, наприклад, до тексту «збiльшення, з 42,17 до 123,456»,
то зразок буде знайдено двiчi: «збiльшення, з 42,17 до 123,456», у першому входженнi буде за-
пам’ятовано “2” у $1, “1” у $2, у дру́гому— “3” у $1, “4” у $2. Потiм перше входження буде замiнено
на “2.1”, дру́ге — на “3.4”, i весь текст набуде вигляду «збiльшення, з 42.17 до 123.456» (що й тре-
ба).

Причому, це працює навiть якщо в одному текстi є i десятковi дроби через коми, i перелiки
чисел через коми та пробiли, як-то “2, 3, 5, 7, 11”: пiсля цифри й коми йде пробiл, а не цифра,
тож цi фрагменти не вiдповiдають зразку “(\d),(\d)” й тому лишаться незмiнними.

Щоправда, якщо текст мiстить також i перелiки чисел, записанi через коми без пробiлiв —
така замiна вчинить неправильно, змiнивши, наприклад, “2,3,5,7,11,13,17” на “2.3,5.7,11.13.17”.
Але, коли iз запису “2,3” не ясно, чи то двi цiлi три десятi, чи перелiк двох чисел 2 та 3 — це,
мабуть, проблеми не регулярних виразiв, а початкового тексту. . .

Приклад 2. Нехай у текстi є дати у форматi mm/dd/yyyy, тобто через похилi риски мiсяць, день,
рiк (наприклад, 24 серпня 1991 року має вигляд “08/24/1991”), i треба перевести їх у формат
dd.mm.yyyy, тобто день, мiсяць, рiк через крапки (та са́ма дата набуде вигляду “24.08.1991”).

Якщо гарантовано, що день та мiсяць мiстять рiвно по 2 цифри, рiк рiвно 4, i нема iнших, крiм
дат, послiдовностей з цифр та похилих рисок, то можна шукати “(\d{2})\/(\d{2})\/(\d{4})”
i замiнювати на “$2.$1.$3” (де $1 мiстить запам’ятований мiсяць, як 1-ше число, $2 — за-
пам’ятований день, як 2-ге число, $3 — запам’ятований рiк).

Якщо ж таких гарантiй нема, то цi regex-и пошуку й замiни можуть наробити багато украй
недоречних замiн, як-то “99/88/7777/66/55/4444” на “88.99.7777/55.66.4444”. Що з цим можна
(i що майже не реально) зробити, частково описано у наступному при́кладi.

Приклад 3. Нехай треба знайти IP-адреси формату IPv4, тобто 4 числа́, роздiленi крапка-
ми, кожне у промiжку вiд 0 до 255 (зарезервованiстю деяких таких послiдовностей знехтуємо).
У першому наближеннi це просто: “\d{1,3}\.\d{1,3}\.\d{1,3}\.\d{1,3}” (де “\.” означає, що
у текстi має бути са́ме крапка; “.” у regex-i пошуку означало б «будь-який символ»).

Якщо regex шукає у текстi, в якому все, що схоже на IPv4-адреси, є ними — це годиться. Але
якщо мета iнша, як-то перевiрити, чи введений користувачем рядок являє собою коректну IPv4-
адресу, це не годиться, хоча б тому, що такий regex сприймає як правильний рядок “999.666.1.555”
(хоча всi чотири числа́ повиннi бути вiд 0 до 255).

Нi «математичнi» рег. вирази, нi бiльшiсть програмних реалiзацiй regex-iв просто не оперу-
ють поняттям «значення числа́», а отже й поняттям «число належить промiжку». Якщо в таких
умовах все-таки треба перевiрити належнiсть промiжку, доводиться кожен з чотирьох фрагмен-
тiв “\d{1,3}” замiнити, наприклад, на “((2((5[0-5])|([0-4]\d)))|(1?\d{1,2}))”. Тут фрагмент
“2((5[0-5])|([0-4]\d))” означає «починається з цифри 2, далi є два варiанти: або цифра 5, пi-
сля якої цифра вiд 0 до 5, або цифра вiд 0 до 4, пiсля якої будь-яка цифра», що разом виражає
«число вiд 200 до 255». Фрагмент “1?\d{1,2}” означає «одно- чи двоцифрове число, перед яким
спереду може бути або не бути цифра 1», що виражає «число вiд 0 до 199». У конкретних ре-
алiзацiях regex-iв частину з цих круглих дужок можна пропускати, але бiда в тiм, що в рiзних
реалiзацiях це можуть бути рiзнi дужки.

Якщо таку перевiрку вiдповiдностi рядка формату IPv4-адреси треба зробити у текстi програ-
ми (мовою програмування, що пiдтримує regex-и), може бути доцiльнiшим iнший спосiб: перевi-
рити вiдповiднiсть regex-у “^(\d{1,3})\.(\d{1,3})\.(\d{1,3})\.(\d{1,3})$”; якщо вiдповiдає,
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то перетворити кожен з цих 4-х фрагментiв у число i перевiрити значення всiх цих чисел. (Бi-
блiотека роботи з regex-ами дозволяє отримати, яка са́ме послiдовнiсть символiв була видiлена
1-ми круглими дужками, яка 2-ми, тощо, а перетворення цих послiдовностей цифр з рядкового
подання у числове —функцiя з iншої стандартної бiблiотеки.) Причому, раз цi фрагменти пере-
творюватимуть у чи́сла лише якщо текст вiдповiдає regex-у, значить перетворення їх з рядкового
подання у чисельне не призведе до помилок формату.

Вжитi у попередньому абзацi “^” («кришка») та “$” (долар) означають «входження зразка
мусить починатися вiд самого початку тексту/рядка» та «входження мусить закiнчуватися на-
прикiнцi тексту/рядка» вiдповiдно. Щоб не казати «правильна IPv4-адреса» на, наприклад, увесь
рядок “zzz12.123.0.12345” чи “1.2.3.4.5.6.7”. Iншими словами це ще називають «рядок являє со-

бою потрiбний зразок», а не «мiстить зразок, i, можливо, ще щось». У деяких бiблiотеках це
виражається ще й тим, що для цих рiзних перевiрок «являє собою» i «мiстить» використовують
функцiї з рiзними iменами. Але згаданi “^” та “$” — теж широко вживаний спосiб.

Сумно, що це така само «кришка», як позначення «будь-який символ, крiм перелiку» та та-
кий само долар, як «запам’ятоване у дужках № . . .», але так вирiшили розробники програмних
реалiзацiй regex-iв. Розрiзнити один смисл «кришки» вiд iншого можна за тим, що смисл «поча-
ток тексту/рядка» — на початку зразка, «символ крiм перелiку» — у квадратних дужках; один
смисл долара вiд iншого — за тим, що смисл «кiнець тексту/рядка» — наприкiнцi зразка пошуку,
«пiдставити запам’ятоване» — у зразку замiни перед цифрою. Бiльшiсть конкретних реалiзацiй
мають ще й iншi подiбнi сумнi ситуацiї, коли один символ може мати рiзний смисл залежно вiд
контексту (обставин, в яких вiн ужитий).

Приклад 4. Знайти (нiчого не замiнюючи) усi мiсця́, де одна й та сама послiдовнiсть з трьох або
бiльше «символiв слiв» (\w) повторюється два рази «майже пiдряд», а са́ме: мiж входженнями цiєї
послiдовностi 65 iнших символiв. Наприклад: “барбарис”, “вiдповiдь”, “матрица достижимости”.

Засобами «математичних» регулярних виразiв (означених на стор. 164), такий пошук прин-
ципово неможливий (див. також розд. 6.5.3), бо тими засобами не можна задати умову, що
оброблюваний текст мiстить один i той самий (нетривiальний) пiдрядок кiлька разiв. Iншими
словами: «математичними» рег. виразами можна задати, наприклад, «в одному мiсцi зустрiлося
конкретно “abc”, в другому теж зустрiлося конкретно “abc”». Також можна задати, наприклад,
«в одному мiсцi зустрiлася вiдповiднiсть зразку 𝑎*𝑏*𝑐*, в iншому теж зустрiлася вiдповiднiсть
зразку 𝑎*𝑏*𝑐*» — але тодi цi вiдповiдностi можуть бути рiзними, наприклад “abbbbc” та “abccc”.
А щоб одночасно i шукати не конкретне слово, а вiдовiднiсть regex-у (який може мiстити альтер-
нативи та/або iтерацiї), i щоб друге входження дорiвнювало першому— цього «математичними»
регулярними виразами задати не можна.

У бiльшостi програмних реалiзацiй regex-iв така можливiсть все ж є (завдяки тому, що цi ре-
алiзацiї використовують в т. ч. й засоби, «забороненi» з точки зору математикiв, якi вперше при-
думали регулярнi вирази). Regex для конкретно згаданого пошуку має вигляд “(\w{3,}).{,5}\1”
(якщо вважати, що мiж двома входженнями однакового фрагменту можуть бути будь-якi симво-
ли; iнакше, замiсть крапки слiд вжити щось конкретнiше). А якщо говорити взагалi, то “\1”, або
“\2”, або “\3”, . . . у рядку пошуку виражає «знов таке са́ме, як було в 1-х/2-х/3-х/. . . дужках».

Зловживання складни́ми засобами (“\1”, “\2”, . . . — один з них, але не єдиний) може призво-
дити до того, що обробка таких regex-iв програмою чи редактором триватиме дуже довго.

Приклад 5. Нехай є велика Паскаль-програма, у якiй багато операторiв read та readln, що
читають данi з клавiатури; нехай треба, щоб вони читали тi самi данi з текстового файла f.

На перший погляд, достатньо виконати двi звичайнi (без усяких регулярних виразiв) замiни:
“read(” на “read(f,” та “readln(” на “readln(f,”.

Але у не акуратно написаних програмах цiлком реальна ситуацiя, коли частина таких опе-
раторiв мiстить непотрiбнi, але допустимi пробiли мiж словом read чи readln та дужкою “(”,
i для повного щастя у рiзних операторах кiлькостi цих пробiлiв можуть бути рiзними. Якщо
не користуватися regex-ами, з усiм цим доводиться розбиратися окремо.

Водночас, потрiбне перетворення тексту програми можна зробити за допомогою однiєї замiни
з використанням regex: шукаємо “(read(ln)?\s*\()” i замiнюємо на “$1f,”. Або, якщо хочемо за-
одно ще й поприбирати непотрiбнi пробiли, шукаємо “(read(ln)?)\s*\(” i замiнюємо на “$1(f,”.
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Цi замiни не чiпають оператори read/readln без параметрiв; якщо їх теж потрiбно перетво-
рити, це краще зробити окремим проходом, замiнюючи “(read(ln)?)(\s*[^\(])” на “$1(f)$2”.
(Може здатися природнiшим мiняти “(read(ln)?)\s*\;” на “$1(f);”; але це погана iдея, бо така
замiна «не помiчатиме» оператори, якi не завершенi крапкою з комою (у мовi Паскаль оператор
не завжди завершуватися крапкою з комою— наприклад, вона не ставиться перед else).)

Приклад 6. Нехай у Паскаль-програмi є багато викликiв бiнарного варiанта процедури inc,
тобто «збiльшити таку-то змiнну на стiльки-то». Нехай треба замiнити всi inc-и на присвоєння
(наприклад, “inc(p,2)”→ “p:=p+2”). Якщо хотiти однiєю парою regex-iв виконати перетворення
не лише для конкретної змiнної p, а зразу для всiх можливих аргументiв inc-а, то абсолютно
правильного розв’язку така задача насправдi не має: регулярними виразами не завжди можливо
правильно визначити аргументи.

Спроба шукати “inc\((.*)\,(.*)\)” i замiняти на “$1:=$1+$2”, тобто шукати фрагмент
“inc(”, пiсля нього що завгодно (його вважатимемо першим аргументом inc-а), пiсля нього
кому, пiсля нього що завгодно (його вважатимемо дру́гим аргументом inc-а), пiсля нього за-
кривну фiгурну дужку— погана iдея, таке перетворення бiльше зашкодить, нiж допоможе, бо
часто спрацьовуватиме там, де не треба. Наприклад, замiнюючи48 “inc(i); write(’i=’,i)” на
“i); write(’i=’:=i); write(’i=’+i” (пiдкреслений фрагмент вибирається в якостi $1). Вираз
“.*” «занадто потужний», а точнiше — занадто нерозбiрливий. . .

Якщо замiнювати лише те, в чому цiлком упевненi — можна, наприклад, шука-
ти “inc\(([A-Za-z_][A-Za-z_0-9]*), ([A-Za-z_0-9+-*/\s]+)\)” й замiняти на таке само
“$1:=$1+$2”. Тодi точно не буде хибних (непотрiбних) спрацювань: у перших дужках
“[A-Za-z_][A-Za-z_0-9]*” задає iдентифiкатор (починається з букви або знаку пiдкреслен-
ня, потiм ще скiльки завгодно букв або знакiв пiдкреслення або цифр); у дру́гих дужках
“[A-Za-z_0-9+-*/\s]+” задає якесь наближення до поняття допустимого виразу i точно не захо-
пить нiчого зайвого, бо не захопить дужки, якою закiнчується перелiк аргументiв inc-а. Але такi
пошук та замiна не перетворять, наприклад, нi “inc(a[i], 1)”, нi “inc(sum, a[i])”.

Можна шукати “inc\(([^\,\)]*)\,([^\)]*)\)” й замiнювати на той самий “$1:=$1+$2”: тут
вказано, що перший аргумент inc-а не може мiстити всере́динi себе нi коми, нi закривної дужки,
другий аргумент — закривної дужки. Така пара правильно розбереться iз вищезгаданими випад-
ками, але знов не є абсолютно правильною, бо, наприклад, “inc(mass[i,j])” буде помилково
перетворено у “mass[i:=mass[i+j]”; у виразi “inc(s,f(a)+f(b))” закривна дужка з пiдвиразу
“f(a)” буде помилково сприйнята за закривну дужку усього inc-а, що теж неправильно.

I так далi. Слiд дбати i про те, щоб знаходити все, що треба, i про те, щоб не знаходи-

ти, чого не треба, i це не завжди легко поєднати. Особливо, якщо хотiти знайти зразки згiдно
формальної мови, яка взагалi-то не регулярна (див. кiнець розд. 6.2 та наведенi там посилання).

Тим не менш, при використаннi regex-iв у редакторi (а не у програмi) буває дуже зручно
виконати перетворення у напiвавтоматичному режимi (задавши парою regex-iв правило вико-
нання замiн, вручну пiдтверджувати або пропускати кожну конкретну замiну), а зi складними
випадками, що лишилися, розбиратися суто вручну.

6.4 Коротко про автомати взагалi

Iснує багато рiзновидiв автоматiв, i «автомат взагалi» можна лише приблизно описати словами;
строгi означення рiзновидiв будуть данi пiзнiше.

Автомат (вiн же абстрактний автомат; рос. «автомат», «абстрактный автомат»; англ.
мовою поширенi як варiант «automaton»49, так i варiанти «state machine», «finite-state machine») є
математичною моделлю пристрою, що працює потактово, читаючи на кожному тактi один вхiдний
символ i якось його обробляючи.

48така неправильна замiна точно виконається, якщо фрагменти будуть в одному рядку (через пробiл або табу-
ляцiю); якщо вони будуть у рiзних рядках (через Enter), то виконання чи невиконання залежить вiд налаштувань
програми–обробника regex-iв

49множина (множественное число, plural) утворюється за правилами латинської мови, як «automata»; каза-
ти/писати automatons неправильно
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Для рiзних автоматiв символи можуть братися з рiзних наборiв, але для кожного конкретного
автомата цей набiр (вхiдний алфавiт; рос. «входной алфавит», англ. «input alphabet») повинен
бути вiдомий заранi.

Ми розглядатимемо переважно автомати, вхiднi алфавiти яких— деякi з букв, цифр, роздi-
лових знакiв, тощо. Але можливi й принципово iншi алфавiти. Вже згадувалося, що теоретично
нiщо не заважає розглядати, наприклад, алфавiт {⇑,⊥, ґ , 𝜉, 7, ў , 𝑧, ♠, †}. А насправдi все ще
цiкавiше, бо символи алфавiту автомата взагалi не зобов’язанi бути значками, якi можна зобра-
зити. Наприклад, реальний пристрiй, що керує лiфтом, можна описати абстрактним автоматом,
вхiдний алфавiт якого мiстить символи «натиснена кнопка ззовнi лiфта на . . . -му поверсi» (для
кожного поверху свiй символ), «у лiфтi натиснена кнопка . . . -го поверху» (теж для кожного
поверху), «перешкода при зачиненнi дверей», тощо.

Якщо лiфт зайнятий, вiн реагує на натискання кнопок iнакше, нiж коли вiн вiльний. Це про́яв
iншої характерної властивостi автоматiв — результат залежить i вiд того, який символ отриманий
на входi, i вiд того, в якому станi (рос. «состояние», англ. «state») перебуває автомат.

Стани для того й потрiбнi автомату, щоб розрiзняти ситуацiї, коли треба по-рiзному

реагувати на один i той самий вхiдний символ.

На кожному промiжку мiж тактами автомат перебуває в якомусь одному станi50; це називають
також «поточний стан» (рос. «текущее состояние», англ. «current state»). Пiд час такту стан
може змiнитися на якийсь iнший або лишитися тим самим. Точнiше кажучи, кожен новий стан
залежить вiд попереднього стану i вiд символу, отриманого на входi — й нi вiд чого iншого.

Як правило, розглядають iнiцiальнi (рос. «инициальные», англ. «initial») автомати, для яких
один зi станiв видiлений як початковий (рос. «начальное состояние», англ. «start state»). Це стан,
в якому перебуває автомат перед початком робо́ти, ще не прочитавши жодного вхiдного символу.

Вхiдним словом (рос. «входное слово», англ. «input string») будемо називати повну, вiд самого
початку, послiдовнiсть вхiдних символiв. Неважко переконатися, що для будь-якого iнiцiального

автомата поточний стан повнiстю визначається вхiдним словом.

Доведення. Автомат iнiцiальний ⇒ початковий стан вiдомий. Якщо вхiдне слово порожнє, автомат
залишається у початковому станi. Iнакше, пiсля обробки першого символу, автомат переходить до стану,
який залежить лише вiд вiдомого початкового стану й вiдомого символу. Тобто, цей стан теж вiдомий.
Це мiркування можна повторювати, доки не закiнчиться вхiдне слово. Значить, i вся послiдовнiсть станiв
iнiцiального автомата, i, зокрема, останнiй стан цiєї послiдовностi, визначаються лише вхiдним словом. �

Отже, стан автомата зберiгає часткову iнформацiю про початок вхiдного сло́ва (цей
початок ще називають передiсторiєю; рос. «предыстория», англ. «prehistory»).

6.5 Автомати-розпiзнавачi

6.5.1 Означення та способи подання автомата-розпiзнавача

Автомат-розпiзнавач (рос. «автомат-распознаватель», англ. «acceptor», «recognizer») — це
п’ятiрка ⟨𝑆, 𝑠𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡, 𝑋, 𝐹, 𝑓⟩, де

1. 𝑆 —множина станiв;

2. 𝑠𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 —початковий стан;

3. 𝑋 —множина (алфавiт) вхiдних символiв;

4. 𝐹 ⊆ 𝑆 —множина допуско́вих станiв;

5. 𝑓 : 𝑆 ×𝑋 → 𝑆 —функцiя переходiв.

З множинами 𝑆 та 𝑋 повинно бути бiльш-менш ясно (з загального опису для всiх рiзновидiв
автоматiв). З початковим станом 𝑠𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 теж, варто лише додати, що 𝑠𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 — один з елементiв 𝑆.
У деяких (далеко не всiх) джерелах стверджується, нiби початковим завжди повинен бути стан 𝑠0;
ми вважатимемо, що початковим може бути будь-який iз станiв.

50за виключенням недетермiнованих автоматiв, що розглядаються у розд. 6.5.4–6.5.7
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Перейдемо до функцiї переходiв (рос. «функция переходов», англ. «state-transition function»).
Запис “𝑓 : 𝑆 ×𝑋 → 𝑆 ” означає «функцiя 𝑓 приймає два параметри (1-ий з множини́ 𝑆, 2-ий з мно-
жини́ 𝑋) i повертає результат, що належить множинi 𝑆». Тобто, функцiя переходiв 𝑓 визначає, до
якого са́ме стану має перейти автомат, якщо вiн, перебуваючи у такому-то станi (1-ий аргумент
функцiї), прочитав такий-то вхiдний символ (2-ий аргумент).

Перейдемо до множини́ 𝐹 (𝐹 ⊆𝑆) — допуско́вих станiв (вони ж допускаючi ; рос. «допускающие
состояния», англ. «accept states»).

Автомат-розпiзнавач допускає (або «приймає», «розпiзнає»; рос. «допускает», «принимает»,
«распознаёт»; англ. «accepts», «recognizes») слово, коли пiсля прочитання його (сло́ва) останньо-
го символу переходить у стан, що належить множинi допускових станiв 𝐹 . Якщо ж автомат
пiсля прочитання останнього символу сло́ва перейшов у не допусковий стан— вiн не допускає
(вiдхиляє; рос. «отклоняет»; англ. «declines») це слово. Особливим випадком цього ж прави-
ла є допусковiсть чи не допусковiсть початкового стану 𝑠𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡: коли автомат на початку робо́ти
ще не прочитав жодного символу, вiн вже обробив порожнє слово 𝜀. Так що, якщо початковий
стан допусковий (𝑠𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 ∈ 𝐹 ), то автомат допускає 𝜀, iнакше (𝑠𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 ∈ (𝑆∖𝐹 )) вiдхиляє.

Один з двох вердиктiв (або допуск, або вiдхилення) робиться i перед першим вхiдним симво-
лом, i пiсля абсолютно кожного подальшого вхiдного символу. Наприклад, нормальною є ситуа-
цiя, коли автомат, читаючи слово abbaaabab, видає «допуск» перед 1-им та пiсля 4-го, 6-го й 7-го
символiв (на слова́ 𝜀, abba, abbaaa i abbaaab) та вiдхилення в усi iншi моменти (на слова́ a, ab,
abb, abbaa, abbaaaba, abbaaabab).

Перехiд автомата-розпiзнавача до допускового стану не означає завершення роботи: автомат
просто видає вердикт про допуск поточного сло́ва, й продовжує чекати на наступний вхiдний сим-
вол, щоб пiсля нього так са́мо перейти у новий стан (чи лишитися у старому) згiдно з функцiєю
переходiв i видати новий вердикт. Са́ме тому́ в цьому посiбнику надана перевага термiну «допу-
сковий», хоча поширеними є також варiанти «фiнальний» або «заключний» стан (рос. «финаль-
ное», «заключительное» состояние, англ. «final state»). Навiщо називати стан, який не передбачає
нiчого схожого на завершення робо́ти, «фiнальним» чи «заключним»— питання фiлософське, яке
мусить бути адресоване не автору цього посiбника, а прихильникам тiєї термiнологiї.

Автомат розпiзнає формальну мову 𝐿, якщо вiн допускає усi слова́, якi належать цiй мовi,
й не допускає жодного сло́ва, яке не належить 𝐿. Звiдси й походить назва «розпiзнавач»; щодо
мов, на вiдмiну вiд слiв, вживають лише термiн «розпiзнає мову» (рос. «распознаёт язык», англ.
«recognizes language»), а не «приймає» чи «допускає».

Очевидно, що далеко не для кожної формальної мови можна побудувати автомат-розпiзнавач.
Зокрема, формальними мовами є множи́ни всiх можливих синтаксично правильних програм ре-
альними мовами програмування високого рiвня. Такi мови, хоча й простiшi за природнi, все ж
занадто складнi для такого простого об’єкта, як автомат. Бiльш того, у розд. 6.5.3 наведено при-
клади порiвняно простих формальних мов, якi не можна розпiзнати за допомогою автоматiв51.

Щоб автомат-розпiзнавач був осмислений, вiн має деякi слова́ допускати, а деякi (решту)
вiдхиляти. Тому́ потрiбно 𝐹 ̸=∅ i 𝑆 ∖ 𝐹 ̸=∅ (щоб серед станiв були i допусковi, i не допусковi)52.

Табличний спосiб подання — задається таблиця, рядки якої вiдповiдають символам вхiдного
алфавiту, стовпчики— станам, i в кожнiй комiрцi вказується, в який стан має перейти автомат,
якщо, перебуваючи у вiдповiдному станi, прочитав вiдповiдний вхiдний символ. До речi, коли
задана така таблиця, самi собою виявляються заданими i вхiдний алфавiт 𝑋 (позначення рядкiв),
i множина станiв 𝑆 (позначення стовпчикiв).

Множину допускових станiв та початковий стан треба задавати окремо. Ми будемо зображати
пiд функцiєю переходiв ще один рядок, в якому писати для кожного стану або “доп.” чи “Д”, якщо
стан допусковий, або “не доп.” чи “н/д”, якщо не допусковий. Наприклад:

51точнiше, за допомогою скiнче́нних автоматiв, у яких скiнче́ннi всi множи́ни, якими вiн задається
52неповнi (стор. 173) та недетермiнованi (розд. 6.5.4–6.5.7) автомати можуть вiдхиляти слова́ й iншими, нiж явнi

не допусковi стани, засобами, тому на них це зауваження не поширюється
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Початковий стан: 𝑠3.
𝑠0 𝑠1 𝑠2 𝑠3

𝑎 𝑠0 𝑠0 𝑠0 𝑠0
𝑝 𝑠1 𝑠2 𝑠3 𝑠3
𝑞 𝑠0 𝑠0 𝑠1 𝑠2
𝑧 𝑠3 𝑠3 𝑠3 𝑠3

н/д н/д н/д доп.

𝑠0 𝑠1 𝑠2 𝑠3
𝑝 𝑝 𝑝, 𝑧

𝑎, 𝑞 𝑞 𝑞

𝑧
𝑧

𝑎
𝑎

𝑝, 𝑧𝑎, 𝑞

Граф переходiв зображено праворуч вiд таблицi переходiв. Слово «граф» тут слiд сприймати у
старому смислi (сукупнiсть вершин, деякi з яких з’єднанi лiнiями), а не згiдно сучасного означе-
ння. Стани автомата зображають круже́чками, причому не допусковi — одинарними, допусковi —
подвiйними. Початковий стан iнiцiального автомата видiляють окремою стрiлочкою, що заходить
у початковий стан нiзвiдки.

Ду́гами (орiєнтованими ребрами) графа є переходи (початок дуги́ — старий стан, кiнець —
новий стан; якщо новий стан дорiвнює старому, дуга виявляється петлею). Кожна така дуга
повинна бути пiдписана символом вхiдного алфавiту, який вказує, коли переходити по цiй дузi
(лише якщо перебуваємо у тому станi, де дуга починається, i прочитали зi входу якраз той символ,
яким пiдписана дуга). Конкретно у випадку автоматiв-розпiзнавачiв не малюють по багато дуг з
однаковими як початком, так i кiнцем, пишучи натомiсть по кiлька символiв вхiдного алфавiту
на однiй дузi (дугою слiд користуватися при прочитаннi будь-якого з цих символiв).

Повторюємо: щойно наведено два рiзнi способи подання (табличний та графiчний) одного й

того са́мого автомата.

Приклад застосування автомата. Розглянемо детально процес застосування вищезгаданого
автомата до вхiдного сло́ва 𝑞𝑞𝑎𝑧𝑧𝑎𝑝𝑝𝑝.

вхiдний
символ

стан до
переходу

стан пiсля
переходу

поточний вердикт

Перед початком роботи автомата, 𝑠3 доп. ⇒ порожнє слово допущене
𝑞 𝑠3 𝑓(𝑠3, 𝑞) = 𝑠2 𝑠2 н/д ⇒ слово “𝑞” вiдхилене
𝑞 𝑠2 𝑓(𝑠2, 𝑞) = 𝑠1 𝑠1 н/д ⇒ слово “𝑞𝑞” вiдхилене
𝑎 𝑠1 𝑓(𝑠1, 𝑎) = 𝑠0 𝑠0 н/д ⇒ слово “𝑞𝑞𝑎” вiдхилене
𝑧 𝑠0 𝑓(𝑠0, 𝑧) = 𝑠3 𝑠3 доп. ⇒ слово “𝑞𝑞𝑎𝑧” допущене
𝑧 𝑠3 𝑓(𝑠3, 𝑧) = 𝑠3 𝑠3 доп. ⇒ слово “𝑞𝑞𝑎𝑧𝑧” допущене
𝑎 𝑠3 𝑓(𝑠3, 𝑎) = 𝑠0 𝑠0 н/д ⇒ слово “𝑞𝑞𝑎𝑧𝑧𝑎” вiдхилене
𝑝 𝑠0 𝑓(𝑠0, 𝑝) = 𝑠1 𝑠1 н/д ⇒ слово “𝑞𝑞𝑎𝑧𝑧𝑎𝑝” вiдхилене
𝑝 𝑠1 𝑓(𝑠1, 𝑝) = 𝑠2 𝑠2 н/д ⇒ слово “𝑞𝑞𝑎𝑧𝑧𝑎𝑝𝑝” вiдхилене
𝑝 𝑠2 𝑓(𝑠2, 𝑝) = 𝑠3 𝑠3 доп. ⇒ слово “𝑞𝑞𝑎𝑧𝑧𝑎𝑝𝑝𝑝” допущене

Приклад побудови 1. Побудуємо автомат,
який допускатиме слова́ в алфавiтi {𝑎, 𝑏, 𝑐}
па́рної довжини́ (порожнє слово теж вважа-
тимемо словом парної довжини́, бо 0 — парне
число). Виходить дуже простий автомат, з двома
станами 𝑠0 (досi оброблена частина сло́ва має
парну довжину) та 𝑠1 (оброблена частина має
непарну довжину); кожен введений символ
завжди переводить автомат до iншого стану.

Початковий стан: 𝑠0.

𝑠0 𝑠1
a 𝑠1 𝑠0
b 𝑠1 𝑠0
c 𝑠1 𝑠0

доп. н/д

𝑠0 𝑠1

a, b, c

a, b, c

Приклад побудови 2. Нехай потрiбно розпiзнавати слова́ в алфавiтi {0, 1}, куди нулi входять
парну кiлькiсть разiв, а одиницi — непарну (1, 001, 010, 100, 111, 00001, 00010, 00100, 00111, 01000,
01011, 01101, 01110, 10000, 10011, 10101, 10110, 11001, 11010, 11100, 11111, . . . ).

Вибiр множини́ станiв 𝑆 —процес творчий (вiн же погано алгоритмiзований); часто вiн i є
найскладнiшим етапом побудови автомата, i нерiдко вибрану множину станiв доводиться «по-
правляти» у процесi побудови автомата. Але як правило все ж варто записати хоча б деяке
«наближення» 𝑆, описавши кожен стан словами (що означає перебування у цьому станi).
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В цiй задачi потрiбно вмiти розрiзняти чотири ситуацiї:
1. парна кiлькiсть нулiв та парна кiлькiсть одиниць;

2. парна кiлькiсть нулiв та непарна кiлькiсть одиниць;

3. непарна кiлькiсть нулiв та парна кiлькiсть одиниць;

4. непарна кiлькiсть нулiв та непарна кiлькiсть одиниць.
Перед початком роботи автомата маємо першу ситуацiю; це i буде початковий стан 𝑠0. Решту

станiв (в порядку перелiку) позначимо як 𝑠1, 𝑠2 та 𝑠3. Очевидно, що допусковим має бути лише
стан 𝑠1. Переходи теж будуються досить очевидно: обробка символу “0” перемикає автомат мiж
станами 𝑠0 та 𝑠2 або мiж 𝑠1 та 𝑠3; символу “1” — мiж станами 𝑠0 та 𝑠1 або мiж 𝑠2 та 𝑠3.

Початковий стан: 𝑠0.
𝑠0 𝑠1 𝑠2 𝑠3

0 𝑠2 𝑠3 𝑠0 𝑠1
1 𝑠1 𝑠0 𝑠3 𝑠2

не доп. доп. не доп. не доп.
𝑠0 𝑠1

𝑠2 𝑠3

1

1

1

1

0 0 0 0

Цей автомат має особливу структуру, яку побачити у графовому поданнi: «верхня й нижня
половини» приблизно однаковi (крiм початкового стану та допускового стану), всi переходи мiж
цими «половини» лише за символом 0; аналогiчно з «лiвою та правою половинами» i символом 1.
Це не випадково, а тому́, що задача схожа на те, нiби треба двiчi розв’язати попередню задачу:
один раз лише для вхiдних символiв 0, iнший— окремо, «в iншому вимiрi» та замiнивши парну
кiлькiсть на непарну, лише для вхiдних символiв 1, i з’єднати результати.

Для такої ситуацiї (поєднання роботи двох автоматiв шляхом того, що утворюється новий
автомат iз станами, вiдповiдними усiм можливим парам станiв тих двох автоматiв) навiть є стан-
дартна назва: добуток автоматiв (рос. «произведение автоматов», англ. «automata product»).

Приклад побудови 3. Нехай потрiбно розпiзнавати регулярну мову, задану regex-ом 𝑏𝑎*𝑐𝑎*𝑑
(iтерацiя в обох випадках стосується лише символу “𝑎”).

В цьому випадку, стани мають вiдповiдати «мiрi

𝑠0 𝑠1 𝑠2 𝑠3𝑏
𝑎

𝑐
𝑎

𝑑просування» по зразку: важливо розрiзнити, чи вда-
лося знайти перший символ 𝑏; символи 𝑎 (яких може
бути скiльки завгодно, в т. ч. 0 штук), залишають
автомат у тому ж станi; потiм важливо розрiзнити, чи вдалося знайти символ 𝑐, i т. д.

Остаточно, приходимо до автомата, зображеного праворуч. Строго кажучи, вiн не задоволь-
няє ранiше даному означенню: вхiдний алфавiт автомата очевидно {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, а у гра́фi не вказу-
ється, куди переходити, якщо, наприклад, поточний стан 𝑠0 i на вхiд подається 𝑑.

Але це не помилка, а зображення автомата-розпiзнавача у т. зв. неповному виглядi (рос.
«автомат в неполном виде», англ. «partial automaton»): якщо з деякої вершини не вказано перехiд
по деякому символу, це означає, що пiсля прочитання такого символу в такому станi автомат
гарантовано нiколи не потрапить до допускового стану (зокрема, слово, що починається на “𝑑”,
гарантовано не може бути описане regex-ом 𝑏𝑎*𝑐𝑎*𝑑).

Щоб подати такий автомат у повному

𝑠0 𝑠1 𝑠2 𝑠3

𝑠4

𝑏

𝑎

𝑐

𝑎

𝑑

𝑎, 𝑐, 𝑑 𝑏, 𝑑 𝑏, 𝑐
𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑

виглядi (рос. «представить в полном виде»,
англ. «represent as total automaton»), вво-
дять ще один не допусковий стан — «чорну
дiру», куди можна зайти, але звiдки не мо-
жна вийти, i спрямовують всi вiдсутнi пере-
ходи туди.

Вживання фрази «чорна дiра» (рос.
«чёрная дыра», англ. «black hole») у смислi
не допускового стану, всi переходи якого напрямленi у себе, має певне поширення, але не дуже
велике. Ще одна, теж не дуже поширена, назва того ж поняття — «диявольський стан» (рос.
«дьявольское состояние», англ. «diablo state»).
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6.5.2 Основна теорема теорiї скiнченних автоматiв

Клас регулярних мов дорiвнює класу мов, якi можна розпiзнати за допомогою скiнче́нних

автоматiв-розпiзнавачiв.

Цю теорему називають також теоремою Клiнi (Клiнi — той самий, на честь кого iтера-
цiю називають також «зiрочкою Клiнi»). Поки що залишимо цю теорему без доведення; потiм
(у розд. 6.5.6) розглянемо алгоритм побудови (недетермiнованого) автомата-розпiзнавача за до-
вiльним regex-ом— i цим проведемо конструктивне доведення теореми в один бiк.

У теоремi Клiнi маються на увазi «математичнi» регулярнi вирази. Для значної частини про-
грамних реалiзацiй regex-iв ця рiвнiсть класiв мов порушується. Як у бiк, що програмнi реалiзацiї
можуть розпiзнавати трохи «складнiшi» мови, якi «не по силам» «математичним» регулярним
виразам та автоматам, так i навпаки, коли програмнi реалiзацiї накладають свої обмеження (ма-
ксимальної довжини́, максимальної вкладеностi, тощо).

6.5.3 Лема про накачку та доведення неавтоматностi деяких мов

Чи можна побудувати скiнче́нний автомат, що розпiзнаватиме правильнi дужковi вирази? Ви-
являється, нi. Бiльш того: виявляється, що скiнче́нний автомат-розпiзнавач не може розпiзнати
навiть таку (простiшу) формальну мову, як {(𝑘𝑎)𝑘 | 𝑘∈Z+}= {𝑎, (𝑎), ((𝑎)), (((𝑎))), ((((𝑎)))), . . .},
тобто множину всiх слiв, де спочатку йдуть вiдкривнi дужки, потiм буква 𝑎, потiм закривнi
дужки— рiвно стiльки ж, скiльки ранiше було вiдкривних.

Iнтуїтивно неможливiсть побудувати скiнче́нний автомат-
· · ·

· · ·

(

)

𝑎

(

)

𝑎

(

)

𝑎

(

)

𝑎 𝑎
розпiзнавач цiєї мови (це й називають неавтоматнiстю

мови) можна аргументувати тим, що очевидний автомат
має вигляд, зображений праворуч — отже, щоб обробити 3-
кратну вкладенiсть дужок, потрiбно 8 станiв; 20-кратну —
42 стани; довiльну кратнiсть — нескiнче́нну (злiче́нну) кiль-
кiсть станiв.

Але це не доведення: а раптом якимось iншим способом побудувати автомат все-таки можна?
Тож почнемо строге формальне доведення неавтоматностi мови {(𝑘𝑎)𝑘 | 𝑘∈Z+}.

Припустимо, нiби вдалося побудувати скiнче́нний автомат, який розпiзнає цю мову (при до-
вiльних вкладеностях дужок). Значить, зафiксована деяка скiнче́нна множина станiв цього ав-
томата. Позначимо кiлькiсть станiв як 𝑛 i розглянемо вхiдний рядок вигляду

(((. . . ((⏟  ⏞  
𝑛+1 штук

𝑎 )) . . .)))⏟  ⏞  
𝑛+1 штук

. (78)

У процесi обробки “(((. . . ((” автомат мусить (щонайменше раз) перейти до стану, в якому вже
побував ранiше — по тiй причинi, що кiлькiсть станiв 𝑛, а кiлькiсть дужок 𝑛+1. Позначимо стан,
що повторюється, як 𝑠, номер дужки, перед обробкою якої автомат вперше перебував у станi 𝑠,
як 𝑚1, номер дужки, перед обробкою якої автомат знов перейшов у стан 𝑠, як 𝑚2.

За означенням, «поведiнка» скiнче́нного автомата залежить лише вiд стану та вiд вхiдного
символу. Значить, автомат нiяк не може розрiзнити, чи вiн обробляє 𝑚1-й символ, чи 𝑚2-й. Зна-
чить, пiдслово “((. . . (” довжини́ 𝑚2−𝑚1, яке займало позицiї з 𝑚1-ї включно по 𝑚2-у не включно,
«не лишає по собi нiякого слiду», i його можна «вирiзати», отримавши слово

( ( ( . . . ( (⏟  ⏞  
𝑛+ 1−

−(𝑚2−𝑚1) шт.

𝑎 ) ) . . .) ) )⏟  ⏞  
𝑛+1 штук

,

або, навпаки, повторювати кiлька разiв, отримуючи слова́

( ( ( . . . ( (⏟  ⏞  
𝑛+ 1 +

+(𝑚2−𝑚1) шт.

𝑎 ) ) . . .) ) )⏟  ⏞  
𝑛+1 штук

, ( ( ( . . . ( (⏟  ⏞  
𝑛+ 1 +

+2·(𝑚2−𝑚1) шт.

𝑎 ) ) . . .) ) )⏟  ⏞  
𝑛+1 штук

, . . .

I автомат сприйматиме всi цi слова́ так само, як слово (78). Хоча їх треба сприймати по-рiзному,
бо слово (78) належить мовi {(𝑘𝑎)𝑘 | 𝑘∈Z+}, а iншi наведенi не належать. Що й доводить неавто-
матнiсть цiєї мови (неможливiсть розпiзнавання її скiнче́нним автоматом).
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Проведене доведення неавтоматностi мови {(𝑘𝑎)𝑘 | 𝑘∈Z+} зовсiм не унiкальне, а являє со-
бою частковий випадок iдеї, яку називають «лема про накачку» (рос. «лемма о накачке», англ.
«the pumping lemma»). Вiд наведення математично строгого формулювання цiєї леми утримає-
мось, бо воно досить складне́ i при цьому не дає нiчого принципово нового. А стандартнi етапи
доведень, що проводяться згiдно з лемою про накачку, повторимо ще раз:

1. припустивши, що мова автоматна, пiдiбрати таке слово 𝛼, щоб при його обробцi автомат
мусив неоднократно пройти через деякий стан;

2. подати це слово як 𝛼= 𝑢𝑣𝑤 (де 𝑣 ̸=𝜀—пiдслово, перед обробкою та пiсля обробки якого
автомат потрапляє в один i той самий стан);

3. якщо серед слiв 𝑢𝑤, 𝑢𝑣𝑤, 𝑢𝑣𝑣𝑤, 𝑢𝑣𝑣𝑣𝑤, . . . (котрi обробляються автоматом однаково) вда-
ється знайти такi, якi мають оброблятися по-рiзному, то цим доводиться неавтоматнiсть
дослiджуваної мови.

Звичайно, тут описана лише загальна схема, а конкретний змiст крокiв (як пiдбирати 𝛼=𝑢𝑣𝑤,
як аналiзувати слова́ 𝑢𝑤, 𝑢𝑣𝑤, 𝑢𝑣𝑣𝑤, . . . ) потрiбно робити для кожної дослiджуваної мови окремо.

Наголосимо, що такi доведення стверджують тiльки те, що задача розпiзнавання дослiдженої
мови не може бути повнiстю розв’язана використанням лише скiнче́нних автоматiв-розпiзнава-
чiв. Але нiщо не забороняє будувати автомати, що розв’язують цю задачу при додаткових обмеже-
ннях (наприклад, якщо вкладенiсть дужок гарантовано не перевищуватиме 5, можна побудувати
автомат з дванадцятьма станами). Так само нiщо не забороняє розпiзнавати слова́ вказаної мови
за допомогою iнших засобiв — автоматiв з лiчильниками, нескiнче́нних автоматiв, магазинних
автоматiв, машин Тьюрiнга, «звичайних» мов програмування (як-то C++), тощо.

Враховуючи задекларовану в розд. 6.5.2 еквiвалентнiсть автоматiв-розпiзнавачiв та регуляр-
них виразiв, логiчно очiкувати, що якщо для деякої формальної мови вдалося застосувати лему
про накачку i довести неможливiсть автомата, то цим доведено i неможливiсть регулярного ви-
разу. I це справдi так, коли мова йде про «математичнi» регулярнi вирази.

Коли ж iдеться про програмнi реалiзацiї regex-iв, ситуацiя ускладнюється. Деякi засоби про-
грамних реалiзацiй regex-iв, (зокрема, можливiсть запам’ятовувати фрагменти i пiдставляти їх у
рядку пошуку; див. про \1, \2, . . . на стор. 168) iнодi роблять можливими regex-и для програмних
реалiзацiй там, де для «математичних» регулярних виразiв це неможливо.

Але са́ме iнодi. Наскiльки вiдомо автору цього посiбника, переважна бiльшiсть програмних реалiзацiй
regex-iв все ж не можуть правильно задати (𝑘𝑎)𝑘.

Хоча є деякi мови програмування (зокрема, Perl), в яких дозволено оголошувати regex-овi функцiї i
робити їх рекурсивними. Але тут уже виникає питання, чи варто продовжувати називати «регулярними
виразами» те, що аж настiльки далеко вiдiйшло вiд початкової iдеї «константнi слова́, конкатенацiя,
альтернатива, iтерацiя — i все».

6.5.4 Недетермiнованi переходи

Слово «детермiнований» буквально перекладається «визначений». Усi автомати, якi ми розгляда-
ли досi, були детермiнованими. Конкретнiше, детермiнованiсть проявляється у тому, що у кожен
момент автомат перебуває в одному, чiтко визначеному, станi; коли на вхiд подається символ,
функцiя переходiв чiтко й однозначно вказує новий стан, куди має перейти автомат.

Для недетермiнованих (рос. «недетерминированных», англ. «nondeterministic») автоматiв це
не так. Є рiзнi формальнi означення:

� у недетермiнованих автоматах замiсть функцiї переходiв 𝑓 : 𝑆 ×𝑋→𝑆 задається вiдноше-
ння переходiв, що є пiдмножиною 𝑆 ×𝑋 × 𝑆;

� у недетермiнованих автоматах функцiя переходiв багатозначна;

� у недетермiнованих автоматах функцiя переходiв замiсть вигляду 𝑓 : 𝑆 ×𝑋→𝑆 має вигляд
𝑓 : 𝑆 ×𝑋 → 2𝑆 (де 2𝑆 — булеа́н 𝑆, див. стор. 49).

(Решта означення, де йдеться про 𝑆, 𝑠𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡, 𝑋 та 𝐹 , лишається такою ж, як на початку розд. 6.5.1; частина,
що стосується 𝑓 , змiнюється одним iз щойно згаданих способiв.)
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Cуть цих модифiкацiй одна: дозволяються53 рiзнi переходи з одного й того ж стану при прочи-
таннi одного й того ж вхiдного символу. Недетермiнований автомат не «вибирає» один iз цих

переходiв (випадково чи ще якось), а використовує одночасно всi такi переходи. Як наслiдок,
недетермiнований автомат може перебувати одночасно у кiлькох станах. Тому́ замiсть поточного
стану говорять про поточну множину станiв (рос. «текущее множество состояний», англ.
«current set of states»).

Недетермiнований автомат-розпiзнавач допускає слово тодi й тiльки тодi, коли пiсля про-

читання останнього символу цього сло́ва поточна множина станiв мiстить хоча б один

допусковий. Чи перебуває вiн також i в не допускових, не впливає на результат.
Приклад. Застосуємо iнiцiальний неповний недетермiнований автомат-розпiзнавач (див. граф перехо-

дiв трохи нижче) до сло́ва 𝑎𝑏𝑐𝑐𝑑𝑑.
1) Прочитавши 𝑎, автомат переходить з початкового стану 𝑠0 до двох станiв 𝑠1 та 𝑠3. Жоден з них

не допусковий— слово 𝑎 вiдхилене.
2) Прочитавши 𝑏, автомат переходить (з 𝑠1 у 𝑠1) та (з 𝑠3 у 𝑠4);

𝑠0

𝑠1 𝑠2

𝑠3 𝑠4

𝑠5
𝑎 𝑐

𝑏

𝑑

𝑎 𝑏

𝑐

𝑑
нова поточна множина станiв {𝑠1, 𝑠4}; один з них (𝑠4) допусковий—
слово 𝑎𝑏 допущене.

3) Прочитавши 𝑐, автомат переходить (з 𝑠1 у 𝑠2) та (з 𝑠4 у 𝑠4);
нова поточна множина станiв {𝑠2, 𝑠4}; у цiй множинi є допусковий
(навiть два, але це не суттєво) — слово 𝑎𝑏𝑐 допущене.

4) Прочитавши дру́гу 𝑐, з 𝑠2 переходити нема куди— отже, ця
«гiлка» «обривається»; з 𝑠4 можна перейти у 𝑠4; поточна множина
станiв {𝑠4}; 𝑠4 допусковий— слово 𝑎𝑏𝑐𝑐 допущене.

5) Прочитавши 𝑑, можна перейти з 𝑠4 у 𝑠5; поточна множина станiв {𝑠5}; 𝑠5 допусковий— слово 𝑎𝑏𝑐𝑐𝑑
допущене.

6) Прочитавши дру́гу 𝑑, переходити нема куди, множина поточних станiв стає ∅, тож, не мiстячи
нiяких станiв, не мiстить допускових— слово 𝑎𝑏𝑐𝑐𝑑𝑑 вiдхилене. Так са́мо буде вiдхилене будь-яке продов-
ження сло́ва 𝑎𝑏𝑐𝑐𝑑𝑑.

Зобразимо те са́мо графiчно. Вертикальнi «зрiзи» мiстять поточнi множи́ни станiв; позначки
згори вказують, допущене чи вiдхилене слово; горизонтальнi та похилi стрiлочки позначають
переходи мiж станами.

𝑎 𝑏 𝑐 𝑐 𝑑 𝑑
поточна поточна поточна поточна поточна поточна поточна
множина множина множина множина множина множина множина
станiв станiв станiв станiв станiв станiв станiв
{𝑠0} {𝑠1, 𝑠3} {𝑠1, 𝑠4} {𝑠2, 𝑠4} {𝑠4} {𝑠5}

íå äîï. íå äîï. äîïóñê äîïóñê äîïóñê äîïóñê íå äîï.

𝑠0 𝑠1

𝑠3

𝑠1

𝑠4

𝑠2

𝑠4 𝑠4 𝑠5

6.5.5 𝜀-переходи

𝜀-перехiд —це перехiд, що вiдбувається не внаслiдок обробки прочитаного символу, а внаслiдок
обробки порожнього сло́ва 𝜀.

Порожнє слово можна знайти де завгодно (перед будь-яким символом, мiж будь-якими сусi-
днiми символами). Тому 𝜀-переходи вводять лише для недетермiнованих автоматiв. Коли авто-

мат, що мiстить перехiд 𝑠𝑗 𝑠𝑘𝜀 , потрапляє у 𝑠𝑗 , вiн одночасно i лишається у 𝑠𝑗 , i переходить
у 𝑠𝑘 (бо використовує одночасно всi можливi переходи); якби з 𝑠𝑘 виходили ще iншi 𝜀-переходи,
вони теж були б задiянi. Бо мiж будь-якими символами можна знайти не лише одне 𝜀, а скiльки
завгодно.

Надалi будемо користуватися скороченнями “НСА” та “𝜀-НСА”. “НСА” означає «недетермi-
нований скiнче́нний автомат-розпiзнавач (без 𝜀-переходiв)»; “𝜀-НСА” означає «недетермiнований
скiнче́нний автомат-розпiзнавач, що може мiстити 𝜀-переходи» (а може i не мiстити; отже, НСА
є частковим випадком 𝜀-НСА). Росiйською, цi абревiатури мають вигляд “НКА” та “𝜀-НКА” (вiд
«недетерминированный конечный автомат»); англiйською— “NFA” (або “NFSM”) та “𝜀-NFA” (або
“𝜀-NFSM”) (вiд «nondeterministic finite automaton» або «nondeterministic finite state machine»).

53але не вимагаються; тому́, «звичайнi» детермiнованi автомати виявляються частковим випадком недетермiно-
ваних (аналогiчно тому, як натуральнi чи́сла виявляються частковим випадком дiйсних)
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Приклад. Побудуємо схему переходiв (нижче) при застосуваннi
𝜀-НСА (праворуч) до вхiдного сло́ва 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎. Тепер у схемi перехо-
дiв, крiм горизонтальних i похилих стрiлочок (якi, як i ранiше, вiд-
повiдають переходам при обробцi вхiдних символiв) з’являються
ще вертикальнi, якi вiдповiдають 𝜀-переходам.

𝑠0
𝑠1 𝑠2

𝑠3 𝑠4
𝑠5

𝜀
𝜀

𝑏 𝑎

𝑐

𝜀
𝜀

𝑎 𝑏
𝑐

𝑎 𝑎 𝑏 𝑏 𝑎
поточна поточна поточна поточна поточна поточна
множина множина множина множина множина множина
станiв станiв станiв станiв станiв станiв

{𝑠0, 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4} {𝑠2, 𝑠3, 𝑠4} {𝑠2, 𝑠3, 𝑠4} {𝑠4} {𝑠4}

äîïóñê äîïóñê äîïóñê äîïóñê äîïóñê íå äîï.

𝑠0

𝑠1

𝑠2

𝑠3

𝑠4

𝑠2

𝑠3

𝑠4

𝑠2

𝑠3

𝑠4 𝑠4 𝑠4

6.5.6 Побудова 𝜀-НСА за (будь-яким) регулярним виразом

За означенням, регулярний вираз є або константним словом, або має структуру “(𝑅𝐴 | 𝑅𝐵)”, або
“𝑅𝐴 ·𝑅𝐵”, або “(𝑅𝐴)

* ”. От i розглянемо цi чотири випадки, i побудуємо автомат-розпiзнавач для
кожного з них.

(При дослiдженнi випадкiв 2–3 доводиться вважати, що автомати для розпiзнавання 𝑅𝐴 та 𝑅𝐵 (у ви-
падку 4 — автомат для розпiзнавання 𝑅𝐴) вже побудованi. Це стандартна практика доведень для рекур-
сивних означень: всере́динi 𝑅𝐴 та 𝑅𝐵 теж має мiсце один з тих самих чотирьох випадкiв, котрi кiнець
кiнцем усi розглянутi. I така практика має багато спiльного з тим, як у розд. 3.3 п. 3 спирається на те, що
всi рекурсивнi виклики поповертали правильнi значення (хоча це все ще у процесi доведення), а також
тим, як у розд. 3.1 крок «класичної» матiндукцiї спирається на правильнiсть 𝑃 (𝑘).)

1. Будь-яке константне слово 𝑎𝑖1𝑎𝑖2 . . . 𝑎𝑖𝑘 можна розпiзнати автоматом

𝑠0 𝑎𝑖1
𝑠1 𝑎𝑖2

𝑠2 · · · 𝑠𝑘−1 𝑎𝑖𝑘
𝑠𝑘

2. Якщо зовнiшньою операцiєю regex-а є альтернатива, i автомати
для мов, заданих виразами 𝑅𝐴 та 𝑅𝐵, вже побудованi, то мову,
задану виразом “(𝑅𝐴 | 𝑅𝐵)”, можна розпiзнати таким 𝜀-НСА:

𝜀

𝜀
𝑅𝐴

𝑅𝐵
𝜀

𝜀

Тобто, вводиться новий початковий стан, з нього пускаються 𝜀-переходи у стани, якi були
початковими для автоматiв, вiдповiдних 𝑅𝐴 та 𝑅𝐵 (а пiсля цiєї дiї перестають бути поча-
тковими). Аналогiчно, вводиться новий допусковий стан, у нього пускаються 𝜀-переходи зi
станiв, якi були допусковими для автоматiв, вiдповiдних 𝑅𝐴 та 𝑅𝐵 (а пiсля цiєї дiї переста-
ють бути допусковими).

3. Якщо зовнiшньою операцiєю regex-а є “𝑅𝐴 ·𝑅𝐵”, то
задану ним мову можна розпiзнати таким 𝜀-НСА: 𝜀 𝑅𝐴

𝜀 𝑅𝐵
𝜀
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4. Якщо зовнiшньою операцiєю regex-а є “(𝑅𝐴)
* ”, то задану ним

мову можна розпiзнати таким 𝜀-НСА:
𝜀 𝑅𝐴

𝜀

𝜀

𝜀
Побудуваний за цими правилами автомат може виявитися не найкращим.
Наприклад, мова, задана regex-ом “𝑎𝑏* ”, може бути розпiзнана дуже простим

𝑎 𝑏
детермiнованим автоматом, зображеним праворуч, тодi як буквальне дотримання
наведених правил призводить до значно складнiшого 𝜀-НСА, наведеного нижче:

𝜀 𝑎 𝜀 𝜀 𝑏 𝜀 𝜀

𝜀

𝜀𝑎 𝑏 𝑏⋆

Але зате цi правила застосовнi завжди, до будь-яких регулярних виразiв. (А отже— являють
собою обiцяне конструктивне доведення в один бiк теореми Клiнi з розд. 6.5.2.)

Скажiмо, якщо треба побудувати автомат-розпiзнавач мови, що задається виразом (𝑎*𝑏 |𝑎𝑏*),
то «шматочки» для розпiзнавання окремо 𝑎*𝑏, окремо 𝑎𝑏* будуються легко, а от «з’єднати» їх
проблематично: у першому автоматi 𝑎 призводить до повернення у початковий стан, у другому—
до переходу в новий, i як це поєднати, геть не ясно. А застосування стандартного правила для
(𝑅𝐴 | 𝑅𝐵) легко призводить до результату (див. праворуч).

𝑠0

𝑠1 𝑠2

𝑠3 𝑠4

𝑠5
𝜀 𝑏

𝑎

𝜀

𝜀 𝑎
𝑏

𝜀Головна причина i того, що розглянутi засоби працюють
тодi, коли без них неясно, що робити, i того, що цi засоби
продукують автомати з великою кiлькiстю станiв — цi засоби
пiдтримують автомати у т. зв. нормалiзованiй формi, а са́ме:
єдиний початковий стан, у який нiколи не повертаються з iн-
ших станiв, та єдиний допусковий стан, iз якого нiколи не переходять у iншi стани.

Тобто, 𝜀-переходи виявляються корисними головним чином можливiстю та зручнiстю пiдтри-
мання автомата у нормалiзованiй формi.

(При вивченнi цiєї теми багато в кого виникає думка, нiби правила можна змiнити на

𝑅𝐴

𝜀

𝜀

простiшi, якi призводили б до автоматiв з меншою кiлькiстю станiв. Наприклад, нерiдко
виникає пропозицiя реалiзовувати iтерацiю просто за рахунок 𝜀-переходiв зi старту до
фiнiшу та з фiнiшу до старту, як зображено праворуч.

Що ж, у значнiй частинi випадкiв це правильно. Можна навiть довести, що при умовi
нормалiзованостi «вкладеного» автомата для 𝑅𝐴 — завжди. Але якщо автомат для 𝑅𝐴 не є нормалiзова-
ним, це може бути й неправдою:

𝑠0

𝑠1

𝑠2 𝑠3
𝑎

𝑏

𝑐𝑐 𝑑
𝑠0

𝑠1

𝑠2 𝑠3
𝑎

𝑏

𝑐𝑐 𝑑
𝜀

𝜀

Автомат не є нормалiзованим, але правильно
розпiзнає мову, задану рег. виразом (𝑎𝑏)*𝑐𝑑.

Автомат не розпiзнає мову, задану
(︀
(𝑎𝑏)*𝑐𝑑

)︀*
, бо допускає

слово 𝑎𝑏𝑎𝑏, яке не задається цим рег. виразом.
Тому́ традицiйнi правила й зробленi са́ме такими, як вказано у перелiку вище, а до спроб їх «оптимi-

зацiй» слiд ставитися дуже обережно.)

6.5.7 Детермiнiзацiя недетермiнованих автоматiв

З того, що у попередньому роздiлi не зумiли побудувати детермiнований розпiзнавач мови
(𝑎*𝑏|𝑎𝑏*), але зумiли побудувати 𝜀-НСА, не слiд робити висновок, нiби 𝜀-НСА принципово по-
тужнiшi за детермiнованi. Насправдi, не зумiли виключно з тiєї причини, що погано старалися
(«геть не ясно, як» далеко не завжди означає «неможливо»), а класи автоматiв еквiвалентнi.

Якщо вiдомий деякий скiнче́нний iнiцiальний 𝜀-НСА, то завжди можна побудувати детер-

мiнований скiнче́нний iнiцiальний автомат-розпiзнавач, що розпiзнаєту саму мову.
(Еквiвалентнiсть передбачає також симетричне твердження «якщо вiдомий деякий скiнче́нний iнiцi-

альний детермiнований автомат-розпiзнавач, то завжди можна побудувати скiнче́нний iнiцiальний 𝜀-НСА,
що розпiзнає ту саму мову». Але це твердження тривiальне, бо з усього вищезгаданого очевидно, що будь-
який детермiнований автомат вiдразу, без перетворень, є 𝜀-НСА (просто са́ме вiн не мiстить нi 𝜀-переходiв,
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нi рiзних переходiв з одного стану по одному символу). А твердження з попереднього абзацу є неочевид-
ною складовою еквiвалентностi. Тому́ придiлимо увагу цьому неочевидному твердженню i запропонуємо
алгоритм побудови детермiнованого автомата, еквiвалентного 𝜀-НСА.)

Побудову детермiнованого автомата, еквiвалентного заданому 𝜀-НСА, називають детермiнi-
зацiєю.54 Основна iдея — вибрати «потрiбнi» множи́ни станiв 𝜀-НСА (якi реально можуть бу-
ти поточними), i спiвставити їм стани нового детермiнованого автомата. Як наслiдок, кiлькiсть
станiв детермiнованого автомата може виявитися значно бiльшою за кiлькiсть станiв 𝜀-НСА.
У найгiршому випадку, 2𝑛 (де 𝑛—кiлькiсть станiв 𝜀-НСА). Але на практицi так майже не тра-
пляється; значно частiше, кiлькiсть станiв нового детермiнованого автомата приблизно така ж,
як у початковому 𝜀-НСА. Це тому́, що для переважної бiльшостi 𝜀-НСА лише мала́ частина з
усiх можливих 2𝑛 пiдмножин станiв виявляється «потрiбними» множинами.

Формально записати алгоритм детермiнiзацiї можна, наприклад, так: «Видiлити за поча-
тковий стан нового детермiнованого автомата множину станiв 𝜀-НСА, куди можна дiйти по 𝜀-
переходам з початкового стану. Далi видiляти всi можливi «потрiбнi» множи́ни станiв 𝜀-НСА,
за допомогою деякого пошуку в графi, вершинами якого є множи́ни станiв 𝜀-НСА, ду́гами —
можливостi перейти вiд множини́ станiв до множини́ станiв, обробляючи один вхiдний символ.
Кожну нову таку множину станiв спiвставляти новому стану детермiнованого автомата, який
будується, доки не будуть перебранi всi досяжнi множи́ни станiв 𝜀-НСА.»

Але цей запис все-таки не дуже чiткий та зрозумiлий, тому детально розглянемо також при-
клад. Нехай потрiбно детермiнiзувати наведений вище 𝜀-НСА розпiзнавання мови, що задається
regex-ом (𝑎𝑏* |𝑎*𝑏).

Перш за все, з’ясуємо початкову множину станiв. Хоча

𝑠0

𝑠1 𝑠2

𝑠3 𝑠4

𝑠5
𝜀 𝑏

𝑎

𝜀

𝜀 𝑎
𝑏

𝜀формально початковим станом 𝜀-НСА є лише 𝑠0, але з ураху-
ванням 𝜀-переходiв перед обробкою першого символу автомат
перебуватиме у множинi станiв {𝑠0, 𝑠1, 𝑠3}. От i запам’ятаємо
цю множину, вiдзначивши, що вона вiдповiдатиме початко-
вому стану 𝑞0 детермiнованого автомата.

В разi прочитання символу 𝑎 цей 𝜀-НСА пiде (з 𝑠1 у 𝑠1)
та (з 𝑠3 у 𝑠4), а з 𝑠0 по символу 𝑎 йти нема куди. Здавалося б, це означає, що автомат прихо-
дить у множину станiв {𝑠1, 𝑠4}. . . але треба ще врахувати 𝜀-перехiд (з 𝑠4 у 𝑠5). Остаточно, при
прочитаннi символу 𝑎 у початковiй множинi станiв {𝑠0, 𝑠1, 𝑠3} цей 𝜀-НСА потрапляє у множи-
ну станiв {𝑠1, 𝑠4, 𝑠5}. Аналогiчно, в разi прочитання 𝑏 вiн потрапить у множину станiв {𝑠2, 𝑠5}.
Запам’ятовуємо цi множи́ни, спiвставляючи їм «новi» стани 𝑞1 та 𝑞2 вiдповiдно.

Тепер треба розглянути, куди далi може потрапити 𝜀-НСА. Вже за́раз є двi не дослiдженi
множини станiв, а при їхньому розглядi можливi подальшi розгалуження, тож, щоб нiчого не за-
губити, варто скористатись якимсь пошуком в орграфi, де вершинами є множи́ни станiв 𝜀-НСА,
дугами — можливостi переходу з множини́ станiв у множину станiв (за один такт 𝜀-НСА).

BFS передбачає, що треба пам’ятати чергу i стани вершин. Будемо пiдтримувати всю цю iн-
формацiю, але в iншому, нiж у розд. 5.6.1, форматi. Знайденi множи́ни станiв 𝜀-НСА все одно
запам’ятовуються у перелiку, що задає вiдповiднiсть цих множин новим станам 𝑞𝑖. Цей са́мий
перелiк можна використати i в якостi черги, i для з’ясування, якi вершини–множи́ни вже зустрi-
чалися, а якi ще нi (що замiнює стани; щоправда, замiсть прямого звернення до st[next] дово-
диться переглядати ранiше запам’ятованi множи́ни й порiвнювати кожну з поточною, це знижує
ефективнiсть). Ду́ги будемо обробляти вiдразу по мiрi знаходження, нiя́к не запам’ятовуючи.

Тепер дослiдимо, куди можна перейти зi спiвставленої 𝑞1 множини́ {𝑠1, 𝑠4, 𝑠5}. При обробцi 𝑎
потрапляємо у {𝑠1}, при обробцi 𝑏— у {𝑠2, 𝑠4, 𝑠5}. Отриманi множи́ни станiв {𝑠1} та {𝑠2, 𝑠4, 𝑠5} є
новими (са́ме як множи́ни), тому́ спiвставляються станам 𝑞3 та 𝑞4 вiдповiдно, й додаються у чергу.

Ще не вiдомо, скiльки буде станiв у детер- {𝑠0,𝑠1,𝑠3} {𝑠1,𝑠4,𝑠5} {𝑠2,𝑠5} {𝑠1} {𝑠2,𝑠4,𝑠5}. . .
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 . . .

𝑎 𝑞1 𝑞3 ??? ??? ??? . . .
𝑏 𝑞2 𝑞4 ??? ??? ??? . . .

мiнованому автоматi. Але для частини станiв
уже вiдома остаточна таблиця переходiв, зобра-
жена праворуч. Таблиця ще буде дописуватися
(причому її стовпчики 𝑞2={𝑠2, 𝑠5}, 𝑞3={𝑠1} та

54укр. та рос. мовами — «детермiнiзацiя» («детерминизация»), що наголошує на метi; англiйською — «powerset
construction», що наголошує на використаному способi
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𝑞4={𝑠2, 𝑠4, 𝑠5} являють собою чергу пошуку вшир), але вже точно вiдомо, який вигляд (зокре-
ма, переходи для 𝑞0 та 𝑞1) має її початок.

Далi виймаємо з черги 𝑞2={𝑠2, 𝑠5}. Нi з 𝑠2, нi з 𝑠5, нi по 𝑎, нi по 𝑏 нiкуди потрапити не можна.
Значить, стани нового автомата поки що без змiн, а у вiдповiднi клiтинки таблицi переходiв
пишемо “−”.

Далi виймаємо з черги {𝑠1}. По вхiдному символу 𝑎 потрапляємо знов у ту саму {𝑠1}, по 𝑏—
у (теж вже дослiджену) {𝑠2, 𝑠5}. Жодної нової множини́ станiв не отримали, значить додавати
до перелiку нiчого не треба.

Виймаємо з голови черги {𝑠2, 𝑠4, 𝑠5}, по 𝑎 отримуємо ∅, по 𝑏 нову множину 𝑞5={𝑠4, 𝑠5} (за-
писуємо в кiнець черги i тут же виймаємо).

З {𝑠4, 𝑠5} приходимо лише в ∅ та {𝑠4, 𝑠5}—нiчого нового.
Всi пiдмножи́ни дослiдженi, отже черга порожня i пошук завершено: ми дослiдили всi досяжнi

множи́ни станiв заданого 𝜀-НСА.
Перепишемо таблицю переходiв «начисто» i визначимо допусковi стани (згiдно стандартного

правила: множина станiв недетермiнованого автомата допускова тодi й тiльки тодi, коли мiстить
хоча б один допусковий стан).

{𝑠0,𝑠1,𝑠3} {𝑠1,𝑠4,𝑠5} {𝑠2,𝑠5} {𝑠1} {𝑠2,𝑠4,𝑠5} {𝑠4,𝑠5}
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5

𝑎 𝑞1 𝑞3 − 𝑞3 − −
𝑏 𝑞2 𝑞4 − 𝑞2 𝑞5 𝑞5

н/д доп. доп. н/д доп. доп.
Початковий стан: 𝑞0.

𝑞0 𝑞1

𝑞4 𝑞5

𝑞3 𝑞2

𝑎

𝑏

𝑏

𝑎

𝑏

𝑏𝑎

𝑏

(«Заднiм числом», маючи цей автомат перед очима, можна i зрозумiти його логiку, i навiть знайти
неоптимальнiсть.

Логiка така: коли вже знайдено початок 𝑎𝑎, це може вiдповiдати виразу (𝑎𝑏* |𝑎*𝑏) лише через вiдпо-
вiднiсть частинi 𝑎*𝑏, стани 𝑞0, 𝑞1, 𝑞3, 𝑞2 якраз правильно розпiзнають тi зi слiв, що починаються на 𝑎𝑎 й
далi вiдповiдають 𝑎*𝑏; якщо ж знайдено початок 𝑎𝑏𝑏, то це може вiдповiдати виразу (𝑎𝑏* |𝑎*𝑏) лише через
вiдповiднiсть частинi 𝑎𝑏*, i стани 𝑞0, 𝑞1, 𝑞4, 𝑞5 якраз правильно розпiзнають тi зi слiв, що починаються
на 𝑎𝑏𝑏 й далi вiдповiдають 𝑎𝑏*; мова, задана виразом (𝑎𝑏* |𝑎*𝑏), мiстить лише три сло́ва, якi не мiстять
на початку нi 𝑎𝑎, нi 𝑎𝑏𝑏: це слова́ 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑏, вони теж допускаються.

Неоптимальнiсть полягає в тому, що стан 𝑞4 насправдi не розрiзняє нiякої ситуацiї, яка була б iстотно
вiдмiнна вiд ситуацiї стану 𝑞5: що там, що там слово можна продовжувати лише символами 𝑏 у довiльнiй
кiлькостi. Тому́ 𝑞4 та 𝑞5 насправдi можна i треба з’єднати в один стан (див. також розд. 6.7).

Але це не скасовує того факту, що придумати такий автомат вiдразу в детермiнованому виглядi досить
важко, тодi як i побудова для того ж рег. виразу 𝜀-НСА, i подальша детермiнiзацiя потребу́ють просто
акуратно застосувати стандартнi правила.)

6.6 Автомати-перетворювачi

Автомат-перетворювач (рос. «автомат-преобразователь», англ. «finite-state transducer») на ко-
жному тактi, прочитавши один вхiдний символ, видає один вихiдний символ (з вихiдного алфавi-
ту, рос. «выходной алфавит», англ. «output alphabet»). Вихiдний алфавiт зазвичай не дорiвнює
вхiдному (хоча може й дорiвнювати).

Наприклад, у розд. 6.4 згадувалося, що пристрiй, який керує лiфтом, можна описати абстра-
ктним автоматом. Це точно не автомат-розпiзнавач, бо керування лiфтом не має нiчого спiльного
з допуском/вiдхиленням слiв. А на автомат-перетворювач це бiльш-менш схоже (хоча теж не опи-
сується в усiх деталях тими найпростiшими перетворювачами, якi ми розглянемо).

Вхiдний алфавiт такого автомата мiстить символи «натиснена кнопка ззовнi лiфта на . . . -му
поверсi» (для кожного поверху свiй символ), «у лiфтi натиснена кнопка . . . -го поверху» (теж для
кожного поверху), тощо. (Насправдi у вхiдний алфавiт треба додати ще багато чого, зокрема по-
кази датчикiв, завдяки яким керувальний пристрiй «взнає́», чи вдалося зачинити дверi, «взнає́»,
що кабiна лiфта прибула на . . . -й поверх, тощо.)

Вихiдним алфавiтом цього автомата будуть «увiмкнути мотор для вiдчинення дверей», «увi-
мкнути мотор для зачинення дверей», «увiмкнути мотор для руху кабiни вгору», «увiмкнути
мотор для руху кабiни вниз», тощо.
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Можливi й простiшi для математичного розгляду ситуацiї, як-то «обидва алфавiти — десятковi
цифри», «вхiдний алфавiт — цифри, вихiдний— латинськi букви», тощо.

Вихiдне слово означається аналогiчно вхiдному, як повна, вiд самого початку, послiдовнiсть
вихiдних символiв. Ми вже з’ясували, що для будь-якого автомата вхiдне слово визначає послi-
довнiсть станiв; якщо заданi i послiдовнiсть вхiдних символiв, i послiдовнiсть станiв, однозначно
отримується також i послiдовнiсть вихiдних символiв (вихiдне слово).

Отже, для будь-яких iнiцiальних автоматiв-перетворювачiв вихiдне слово повнiстю визна-

чається вхiдним словом.

Ми розглянемо лише двi простi моделi автоматiв-перетворювачiв — автомати Му́ра та авто-
мати Мíлi — для яких не вводять поняття допускових i недопускових станiв; вихiднi символи та
утворенi з них вихiднi слова́ є єдиним результатом їхньої робо́ти, замiсть допускiв/вiдхилень.
Вiдповiдно, в рамках цього розд. 6.6 втрачають смисл ранiше введенi поняття неповного автома-
та, «чорної дiри», а також недетермiнiзм: усi вони iстотно спиралися на допусковi/недопусковi
ста́ни. Також втрачає смисл поняття 𝜀-переходу, бо воно спиралось на недетермiнiзм.

6.6.1 Автомати Му́ра

Автомат Му́ра (рос. «автомат Му́ра», англ. типово «Moore machine», значно рiдше «Moore

automaton») — це автомат-перетворювач, що задається п’ятiркою ⟨𝑆,𝑋, 𝑌, 𝑓, 𝑔⟩ або шiсткою
⟨𝑆, 𝑠𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡, 𝑋, 𝑌, 𝑓, 𝑔⟩, де
� 𝑆 —множина станiв;

� 𝑠𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 (якщо є) — початковий стан, один з елементiв 𝑆;

� 𝑋 — вхiдний алфавiт;

� 𝑌 — вихiдний алфавiт;

� 𝑓 : 𝑆 ×𝑋 → 𝑆 —функцiя переходiв;

� 𝑔 : 𝑆 → 𝑌 —функцiя виходiв.

Суть множини́ станiв, вхiдного алфавiту та функцiї переходiв можна перенести з (детермiно-
ваних) автоматiв-розпiзнавачiв. Суть вихiдного алфавiту обговорено на початку розд. 6.6.

Функцiя виходiв (рос. «функция выходов», англ. «output function») визначає, який са́ме символ
вихiдного алфавiту виводиться (подається на вихiд) на поточному кроцi. Для автоматiв Мура—
залежно вiд стану, в який щойно перейшов автомат. Аналогiчно тому, як автомат-розпiзнавач ви-
дає допуск/вiдхилення залежно вiд стану, в який щойно перейшов, тiльки результатом є не допуск
i не вiдхилення, а символ з вихiдного алфавiту.

Ще одна вiдмiннiсть — автомат-розпiзнавач виносить перший вердикт допуск/вiдхилення на
порожнє слово, ще нiчого не прочитавши. Автомат Мура так не робить (перший вихiдний сим-
вол — лише пiсля того, як прочитав вхiдний символ i перейшов до чергового стану).

Приклад. Нехай треба читати (поцифрово, злiва направо) десятковий запис числа́ й пiсля
кожної прочитаної цифри виводити залишок вiд дiлення прочитаної частини числа́ на 3. Напри-
клад, вхiдному слову 7685 має вiдповiдати вихiдне слово 1102 (бо 7%3=1, 76%3=1, 768%3=0,
7685%3=2).

Почнемо з алфавiтiв: вхiдний 𝑋={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, вихiдний 𝑌 ={0, 1, 2}.
Спробуємо взяти три стани:

1. стан 𝑠0 — сума вже оброблених цифр дає залишок 0 при дiленнi на 3; якраз таку ситуацiю
маємо, коли ще жодна цифра не оброблена — отже, цей стан слiд взяти за початковий;

2. стан 𝑠1 — сума вже оброблених цифр дає залишок 1 при дiленнi на 3;

3. стан 𝑠2 — сума вже оброблених цифр дає залишок 2 при дiленнi на 3.

Враховуючи, що залишок вiд дiлення десяткового числа́ на 3 дорiвнює залишку вiд дiлення на 3
суми його цифр, читання символу “0”, “3”, “6” або “9” не змiнює стану; символу “1”, “4” або “7” —
замiнює (𝑠0 на 𝑠1), (𝑠1 на 𝑠2), (𝑠2 на 𝑠0); символу “2”, “5” або “8” — замiнює (𝑠0 на 𝑠2), (𝑠1 на 𝑠0),
(𝑠2 на 𝑠1).
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Початковий стан: 𝑠0.
𝑠0 𝑠1 𝑠2

0 𝑠0 𝑠1 𝑠2
1 𝑠1 𝑠2 𝑠0
2 𝑠2 𝑠0 𝑠1
3 𝑠0 𝑠1 𝑠2
4 𝑠1 𝑠2 𝑠0
5 𝑠2 𝑠0 𝑠1
6 𝑠0 𝑠1 𝑠2
7 𝑠1 𝑠2 𝑠0
8 𝑠2 𝑠0 𝑠1
9 𝑠0 𝑠1 𝑠2

0 1 2

𝑠0
0

𝑠1
1

𝑠2
2

0, 3, 6, 9 0, 3, 6, 9

0, 3, 6, 9

1, 4, 7

1, 4, 71, 4, 7

2, 5, 8

2, 5, 82, 5, 8

Один i той самий автомат знов наведений двiчi: таблицею та графом переходiв. Для автоматiв
Мура, таблиця виходiв складається з єдиного рядка— вiн i зображений пiсля всiх рядкiв таблицi
переходiв, замiсть рядка з «доп.»/«не доп.». У графi переходiв, у вершинах записують i стан,
i вихiдний символ, але не буває подвiйних кружечкiв (по причинi вiдсутностi поняття допускових
станiв); решта аналогiчне автоматам-розпiзнавачам.

6.6.2 Автомати Мiлi

Автомат Мíлi (рос. «автомат Ми́ли», англ. типово «Mealy machine», значно рiдше
«Mealy automaton») — це автомат-перетворювач, заданий п’ятiркою ⟨𝑆,𝑋, 𝑌, 𝑓, 𝑔⟩ або шiсткою
⟨𝑆, 𝑠𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡, 𝑋, 𝑌, 𝑓, 𝑔⟩, де
� 𝑆 —множина станiв;

� 𝑠𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 (якщо є) — початковий стан, один з елементiв 𝑆;

� 𝑋 — вхiдний алфавiт;

� 𝑌 — вихiдний алфавiт;

� 𝑓 : 𝑆 ×𝑋 → 𝑆 —функцiя переходiв;

� 𝑔 : 𝑆 ×𝑋 → 𝑌 —функцiя виходiв.
Ситуацiя з 𝑆, 𝑠𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡, 𝑋, 𝑌 та 𝑓 : 𝑆 × 𝑋 → 𝑆 повнiстю аналогiчна автоматам Му́ра. Функцiя

ж виходiв вiдрiзняється: в автоматi Мура вона має формат 𝑔 : 𝑆 → 𝑌 , а тут 𝑔 : 𝑆 × 𝑋 → 𝑌 .
Тобто, результат залежить i вiд стану, i вiд прочитаного вхiдного символу. Але у цiєї вiдмiнностi
насправдi є ще одна сторона: i для автоматiв-розпiзнавачiв, i для автоматiв Мура аргументом
функцiї переходiв був «новий» стан, куди щойно перейшов автомат. Для автоматiв Мiлi, спочатку
виводиться вихiдний символ, залежний вiд «старого» (до переходу) стану та вхiдного символу,
а потiм змiнюється стан.

Приклад. Побудуємо автомат Мiлi, що виконує таке перетворення: на вхiд подається слово —
послiдовнiсть символiв “a” та “b”, автомат має перетворити його за правилом: усi символи “b”
копiюються зi входу на вихiд без змiн, а символи “a” замiнюються: непарнi на “x”, парнi на “y”.
Наприклад, слово “abaaabba” має бути перетворене у “xbyxybbx”.

Почнемо з алфавiтiв: вхiдний 𝑋={a, b}, вихiдний 𝑌 ={b, x, y}.
Тепер проведемо творчий, вiн же погано алгоритмiзований, процес вибору множини́ станiв.

У цьому випадку потрiбно лише два стани:
� стан 𝑠0, який означає «вже оброблено па́рну (в т. ч. 0) кiлькiсть символiв “a”»; са́ме ця си-
туацiя має мiсце, коли ще не оброблено жодного вхiдного символу, отже— цей стан розумно
взяти за початковий;

� стан 𝑠1, який означає «вже оброблено непа́рну кiлькiсть символiв “a”».
Тепер неважко побудувати i функцiю переходiв та функцiю виходiв. Читання символу “a” по-

винно призводити до видачi на виходi або символу “x” (якщо поточний стан (до переходу) був 𝑠0),
або символу “y” (якщо був стан 𝑠1). Читання ж символу “b” завжди має призводити до видачi
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на виходi символу “b”. Кожен символ “a” повинен змiнювати стан на iнший («протилежний»);
читання ж символу “b” має не впливати на стан. Отже, функцiя переходiв 𝑓 та функцiя виходiв 𝑔
виходять такi:

Функцiя виходiв автомата Мiлi задається не одним рядком,
а окремою прямокутною таблицею. Що, втiм, прямо слiдує з озна-
ченння.

𝑓 𝑠0 𝑠1
a 𝑠1 𝑠0
b 𝑠0 𝑠1

𝑔 𝑠0 𝑠1
a x y

b b b

Початковий стан: 𝑠0.

Граф переходiв автомата Мiлi в цiлому аналогiчний графам переходiв iнших розглянутих
рiзновидiв автоматiв. Головна вiдмiннiсть — вершини тепер не можуть нi обводитися подвiйними
круже́чками, нi мiстити вихiдних символiв. Натомiсть, вихiдними символами тепер позначають
ду́ги-переходи: кожну дугу пiдписують двома символами через риску дробу: символом вхiдного
алфавiту (вказує, коли переходити по цiй дузi), та символом вихiдного алфавiту (вказує, що при
цьому видавати на вихiд).

Якщо є зразу кiлька переходiв з однаковою парою станiв, конкретно для автоматiв Мiлi за-
звичай не пишуть по багато пар символiв на однiй стрiлочцi, а малюють для кожного переходу
окрему стрiлочку (з однiєю парою).

Зокрема, для щойно побудованого i поданого таблицями
автомата, граф переходiв такий:

𝑠0 𝑠1b/b b/b

a/x

a/y

6.6.3 Еквiвалентнiсть автоматiв Мiлi та автоматiв Мура

Клас автоматiв Мiлi та клас автоматiв Мура еквiвалентнi в тому смислi, що якщо є автомат

одно́го типу, то завжди можна побудувати автомат iншого типу, який виконує в точностi

таке ж перетворення вхiдних слiв у вихiднi.
Справдi, якщо є автомат Мура, то еквiвалентний йому автомат Мiлi будується дуже просто: 𝑆, 𝑋, 𝑌

та 𝑓 лишаються в точностi такими ж, а функцiя виходiв будується як 𝑔Мiлi(𝑠, 𝑥)=𝑔Мура(𝑓(𝑠, 𝑥)). Тобто,
для кожної пари ⟨𝑠, 𝑥⟩ можна подивитися, в який новий стан 𝑠=𝑓(𝑠, 𝑥) переходить заданий автомат Мура,
який символ 𝑔Мура(𝑠) при цьому видається на вихiд, i саме його й узяти в якостi 𝑔Мiлi(𝑠, 𝑥).

Якщо ж є автомат Мiлi й потрiбно побудувати еквiвалентний автомат Мура, то певнi складнощi
створює той факт, що в автоматi Мiлi при рiзних переходах, котрi приводять у один i той самий стан,
можуть видаватися на вихiд рiзнi символи— отже, їх не можна подавати переходами в один i той самий
стан автомата Мура.

Тут можна вчинити громiздко, але просто: оголосити, що стани новопобудованого автомата Мура
вiдповiдатимуть не станам заданого автомата Мiлi, а парам ⟨стан автомата Мiлi, вихiдний символ⟩. Отже,
множи́ни вхiдних (𝑋) та вихiдних (𝑌 ) символiв не змiнюються (чого i слiд чекати вiд автоматiв, що
виконують однаковi перетворення над словами); нова множина станiв 𝑆Мура={𝑠(𝑠,𝑦) | 𝑠∈𝑆Мiлi, 𝑦 ∈ 𝑌 },
де 𝑠(𝑠,𝑦) —новий стан, вiдповiдний парi ⟨стан (Мiлi) 𝑠, вихiдний символ 𝑦⟩. Тодi функцiя виходу очевидно
має вигляд 𝑔Мура(𝑠(𝑠,𝑦))= 𝑦 (адже 𝑦—якраз той символ, що видається на вихiд), а функцiя переходiв
𝑓Мура(𝑠(𝑠,𝑦), 𝑥)=𝑠(𝑓Мiлi(𝑠,𝑥),𝑔Мiлi(𝑠,𝑥))

.
Крiм того (якщо початковий автомат Мiлi був iнiцiальним) потрiбно вказати початковий стан отри-

маного автомата Мура. Логiчно, що це повинен бути якийсь зi станiв 𝑠(𝑠0,𝑦) (де 𝑠0 —початковий стан
заданого автомата Мiлi, 𝑦 перебирає елементи множини́ 𝑌 ). Причому, всi цi стани за побудовою мають
однаковi рядки таблицi переходiв — отже, в якостi початкового можна взяти будь-який з них.

Легко бачити, що описаний процес застосовний до будь-якого автомата Мiлi. Отже, цим завершене
доведення еквiвалентностi класiв автоматiв Мiлi та автоматiв Мура. Це доведення конструктивне, тобто
в ньому не лише доводиться, що перетворення якось можна зробити, а ще й дається явний алгоритм
такого перетворення. �

6.7 Мiнiмiзацiя автоматiв. Алгоритм Ауфенкампа–Хона

Мiнiмiзацiя скiнче́нних автоматiв полягає у тому, щоб побудувати автомат, еквiвалентний вказа-
ному, але «якнайменший». Тобто, постановка задачi мiнiмiзацiї автоматiв стандартна, аналогiчна,
наприклад, постановцi задачi мiнiмiзацiї булевих функцiй. Лишилось уточнити, в якому смислi
автомати мають бути «еквiвалентними» i що са́ме слiд зробити «якнайменшим».
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Автомати-розпiзнавачi еквiвалентнi, коли розпiзнають однаковi мови; автомати-перетворю-
вачi еквiвалентнi, коли для однакових вхiдних слiв виводять однаковi вихiднi. Гiпотетично мо-
жливо, щоб символи були формально присутнi в алфавiт(i/ах), а фактично не використовува-
лись; але це якiсь дивнi ситуацiї, на них зупинятись не будемо. В усiх iнших випадках, змiна
алфавiт(у/iв) вiдразу робить автомати не еквiвалентними. Отже, пробувати зменшити можна

лише кiлькiсть станiв. Основний спосiб такого зменшення— об’єднання кiлькох станiв у один.
Щоб не повторювати майже однаковi мiркування для кожного рiзновиду автоматiв окре-

мо, введемо полiморфний55 термiн «реакцiя автомата на вхiдне слово»: реакцiя розпiзнавача —
допуск/вiдхилення цього сло́ва; реакцiя перетворювача — вихiдне слово, що утворюється у вiд-
повiдь на це вхiдне.

Згадаємо, що призначення станiв автомата — розрiзняти «типи ситуацiй», у яких автомат має
по-рiзному реагувати на однаковi продовження вхiдного сло́ва. Отже, якщо рiзнi стани справдi
призводять до рiзної реакцiї на (хоча б деякi) вхiднi слова́, їх слiд залишити рiзними, бо iна-
кше не вийде еквiвалентний автомат. А от якщо є така група з кiлькох станiв, що стани цiєї
групи не можна розрiзнити за реакцiями (тобто, для всiх можливих продовжень вхiдного сло́ва
реакцiя не залежить вiд того, в якому зi станiв цiєї групи перебував автомат), таку групу варто
об’єднати в один стан. Тiльки як це перевiряти? Не перебирати ж усi можливi слова́ (нескiнче́нну
кiлькiсть). . .

Ключ до такої перевiрки— у поняттi 𝑘-еквiвалентних станiв. Стани називають 𝑘-еквiвалент-
ними (рос. «𝑘-эквивалентныe состояния», англ. «𝑘-equivalent states»), коли їх не можна розрi-
знити за реакцiями на вхiднi слова́ довжиною 6𝑘 символiв. Очевидно, повна нерозрiзнюванiсть
за реакцiями (у смислi попереднiх абзацiв) — те саме, що ∞-еквiвалентнiсть.

Лема. При 𝑘16𝑘2, 𝑘2-еквiвалентнi стани обов’язково є також i 𝑘1-еквiвалентними, а
𝑘1-еквiвалентнi можуть бути 𝑘2-еквiвалентними, а можуть i не бути.

Доведення. Всi слова́, довжина яких 6𝑘1, є частиною всiх слiв, довжина яких 6𝑘2. Тому, якщо
реакцiї не розрiзняються для всiх слiв довжини́ 6𝑘2, то тим паче не розрiзняються для частини з них.

А щоб показати, що при однаковiй реакцiї для всiх

𝑠0 𝑠1 𝑠2 𝑠3𝑏
𝑎

𝑐
𝑎

𝑑коротших слiв цiлком можлива рiзна реакцiя для довших
слiв, наведемо приклад.

Повторимо автомат зi стор. 173. Його стани 𝑠0 та 𝑠1
1-еквiвалентнi, бо нi 𝜀, нi яке б не було слово з єдиного символу однаково не можуть дати реакцiї «слово
допущене», хоч починаючи зi стану 𝑠0, хоч зi стану 𝑠1. Але цi са́мi стани 𝑠0 та 𝑠1 не є 2-еквiвалентними,
бо слово 𝑐𝑑 довжини́ 2 починаючи з 𝑠1 призводить до допуску, а починаючи з 𝑠0 —до вiдхилення. �

[Наслiдок. При зростаннi 𝑘 згаданi групи (вони ж класи еквiвалентностi) можуть розщеплюватися
(стани старої групи «розподiляються» по новим групам), але не можуть об’єднуватися. ]

Решта важливих властивостей задається такими лемами.
Лема. Якщо розбиття на групи 𝑘-еквiвалентних та (𝑘+1)-еквiвалентних станiв однаковi,

це са́ме розбиття задає також i групи (𝑘+2)-еквiвалентних, (𝑘+3)-еквiвалентних, . . . , ∞-еквi-

валентних станiв.
(без доведення)
Лема. 𝑘-еквiвалентнi cтани 𝑠𝑖 та 𝑠𝑗 є також i (𝑘+1)-еквiвалентними тодi й тiльки

тодi, коли для всiх символiв 𝑥 вхiдного алфавiту стани 𝑓(𝑠𝑖, 𝑥) та 𝑓(𝑠𝑗 , 𝑥) (куди переходить

автомат по цьому 𝑥) 𝑘-еквiвалентнi.
(без доведення)

Все сказане дає можливiсть сформулювати такий алгоритм мiнiмiзацiї (Ауфенкампа–Хона):

1. Розбити множину станiв на групи
(а) для автоматiв Мiлi — 1-еквiвалентних, тобто таких, що стовпчики таблицi виходiв усiх

станiв групи спiвпадають;
(б) для автоматiв Мура— 1-еквiвалентних, тобто таких, що при переходi в будь-який стан

групи на вихiд подається один i той самий символ;
(в) для автоматiв-розпiзнавачiв — 0-еквiвалентних, це будуть множина всiх допускових та

множина всiх недопускових станiв.

55у смислi об’єктно-орiєнтованого програмування
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2. Повторювати
� побудову груп (𝑘+1)-еквiвалентних станiв за вiдомими групами 𝑘-еквiвалентних та
останньою лемою

доти, доки не виявиться, що розбиття спiвпали.

3. Записати мiнiмiзований автомат, стани якого вiдповiдають групам ∞-еквiвалентних станiв.

При розглядi iнiцiальних автоматiв можливе ще одне «джерело» немiнiмальностi: недосяжнi

стани (тi, куди не можна прийти з початкового нi при яких вхiдних словах). Очевидно, недо-
сяжнi стани можна просто вилучити (разом з переходами iз них), i це нiяк не вплине на роботу
iнiцiального автомата. Алгоритм Ауфенкампа–Хона не аналiзує досяжнiсть — отже, може зали-
шити недосяжнi стани у «мiнiмiзованому» автоматi. Тому́, якщо нема впевненостi, що всi стани
початкового автомата досяжнi, варто запускати ще перевiрку досяжностi — наприклад, пошу-
ком у графi (DFS, BFS, . . . ). Причому, розумно написаний пошук у графi виконується швидше
за алгоритм Ауфенкампа–Хона, тому перевiряти досяжнiсть станiв краще перед застосуванням
алгоритму мiнiмiзацiї. Хоча, можна й пiсля; це питання лише ефективностi, а не правильностi.

У випадку мiнiмiзацiї неповного автомата-розпiзнавача, доцiльно перетворити його до вигля-
ду повного (додавши «чорну дiру», див. стор. 173), а потiм вже провести саму́ мiнiмiзацiю. Це
вирiшує зразу двi проблеми. По-перше, не треба придумувати спецiальнi засоби для обробки
вiдсутностi переходiв. По-друге, можливий (не дуже розумний) випадок, коли заданий на входi
автомат i неповний, i мiстить явно зазначенi стани, з яких нема жодного шляху до жодного допу-
скового стану. Що одне, що iнше має смисл «якщо потрапили сюди, нiяке продовження вхiдного
сло́ва вже не буде допущене». Тому́ такi ситуацiї доцiльно поєднувати (не розрiзняти). Що й буде
забезпечено само собою, звичайним застосуванням алгоритму Ауфенкампа–Хона без будь-яких
спецiальних перевiрок.

Приклад 1 (мiнiмiзацiя автомата-розпiзнавача). Мiнiмiзуємо неповний iнiцiальний детермi-
нований автомат-розпiзнавач: Початковий стан: 𝑞0.

𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5 𝑞6 𝑞7 𝑞8 𝑞9 𝑞10 𝑞11
a 𝑞9 𝑞0 𝑞0 𝑞0 𝑞5 𝑞9 𝑞9 − 𝑞3 𝑞5 𝑞5 −
b 𝑞2 𝑞8 𝑞8 𝑞8 𝑞6 𝑞9 − − − 𝑞6 𝑞8 −
c 𝑞11 𝑞3 𝑞1 𝑞10 𝑞9 𝑞11 − 𝑞5 − 𝑞2 𝑞4 𝑞5

н/д Д Д Д Д н/д н/д Д н/д Д Д Д
Перед початком мiнiмiзацiї, проведемо пошук недосяжних станiв:
з 𝑞0 є переходи у 𝑞9, 𝑞2, 𝑞11; черга 𝑞9, 𝑞2, 𝑞11;
з 𝑞9 є переходи у 𝑞5, 𝑞6, 𝑞2 (вже був); черга 𝑞2, 𝑞11, 𝑞5, 𝑞6;
з 𝑞2 є переходи у 𝑞0 (вже був (початковий)), 𝑞8, 𝑞1; черга 𝑞11, 𝑞5, 𝑞6, 𝑞8, 𝑞1;
з 𝑞11 є переходи у «чорну дiру» та 𝑞5 (вже був); черга 𝑞5, 𝑞6, 𝑞8, 𝑞1, −;
з 𝑞5 є переходи у 𝑞9 та 𝑞11 (обидва вже були); черга 𝑞6, 𝑞8, 𝑞1, −;
з 𝑞6 є переходи у 𝑞9 та «чорну дiру» (обидва вже були); черга 𝑞8, 𝑞1, −;
з 𝑞8 є переходи у 𝑞3 (новий) та «чорну дiру» (вже була); черга 𝑞1, −, 𝑞3;
з 𝑞1 є переходи у 𝑞0, 𝑞8, 𝑞3 (усi вже були); черга −, 𝑞3;
«чорна дiра» на те й «чорна дiра», що з неї переходи лише в саму себе, нових станiв нема;

черга 𝑞3;
з 𝑞3 є переходи у 𝑞0, 𝑞8 (обидва вже були) та 𝑞10 (новий); черга 𝑞10;
з 𝑞10 є переходи у 𝑞5, 𝑞8 (обидва вже були) та 𝑞4 (новий); черга 𝑞4;
з 𝑞4 є переходи у 𝑞5, 𝑞6, 𝑞9 (усi вже були); черга порожня, кiнець пошуку.
Стан 𝑞7 не був дослiджений⇒вiн недосяжний⇒його треба позбутися.
Розпочинаємо власне алгоритм Ауфенкампа–Хона. Формуємо два класи 0-еквiвалентних ста-

нiв: всi досяжнi не допусковi (I={𝑞0, 𝑞5, 𝑞6, 𝑞8, −}) та всi досяжнi допусковi (II={𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4,
𝑞9, 𝑞10, 𝑞11}).

З’ясуємо, чи будуть вони також i 1-еквiвалентними. Для цього перепишемо таблицю пере-
ходiв таким чином. Стовпчики в цiлому вiдповiдають станам вказаного в умовi автомата, лише
вилучений недосяжний стан 𝑞7 i додана «чорна дiра». Вхiдний алфавiт береться з початкового
автомата без змiн (це завжди так, а не лише в цьому прикладi).
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У елементах таблицi замiсть конкретного стану будемо писати клас: наприклад, у рядку “a”,
стовпчику “𝑞0” буде “II”, бо 𝑞9 вiднесений до групи II; у рядку “a”, стовпчику “𝑞1” буде “I”, бо 𝑞0
вiднесений до групи I; i так далi.

Бачимо, що серед станiв групи {𝑞0, 𝑞5, 𝑞6, 𝑞8, −} 𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5 𝑞6 𝑞8 𝑞9 𝑞10 𝑞11 −
a II I I I I II II II I I I I
b II I I I I II I I I I I I
c II II II II II II I I II II I I

не всi стовпчики виявилися однаково заповненими: 𝑞0
та 𝑞5 мiстять переходи до станiв груп II, II, II; 𝑞6 та 𝑞8 —
до станiв груп II, I, I; “−” — до станiв груп I, I, I. Зна-
чить, групу {𝑞0, 𝑞5, 𝑞6, 𝑞8, −} треба розщепити на три.
Наприклад, 𝑞0 та 𝑞5 залишимо у групi I, 𝑞6 та 𝑞8 вiднесемо до новоствореної групи III, “−” — до
новоствореної групи IV (можна й переставити мiсцями вмiст цих груп I, III, IV, це на суть не впли-
ває; важливо, щоб їх було три, i 𝑞0 та 𝑞5 потрапили в якусь одну, 𝑞6 та 𝑞8 — в якусь iншу, “−” —
у останню з трьох).

Аналогiчно дослiджуючи групу {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4, 𝑞9, 𝑞10, 𝑞11}, бачимо, що для 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4, 𝑞9
та 𝑞10 стовпчики однаковi (I, I, II), а для 𝑞11 стовпчик iнший (I, I, I). Отже, цю групу треба
розщепити на 2, наприклад, залишити {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4, 𝑞9, 𝑞10} у групi II, а 𝑞11 вiднести до ново-
створеної групи V.

Стовпчики для станiв 𝑞11 та “−” виявилися однаковими (I, I, I), але їх не можна об’єднувати
в одну групу, бо пiсля початкового об’єднання станiв у групи, цi групи в принципi нiколи не мо-
жуть об’єднуватися, лише або розщеплюватись, або лишатися незмiнними (див. також стор. 184).

(Конкретно в цьому випадку це видно ще й з того, що стан 𝑞11 допусковий, а «чорна дiра» — нi, й тому
нiя́к не можуть бути еквiвалентними.)

Отже, поточне розбиття на групи (класи 1-еквiвалентних станiв) таке: I={𝑞0, 𝑞5}; II={𝑞1, 𝑞2,
𝑞3, 𝑞4, 𝑞9, 𝑞10}; III={𝑞6, 𝑞8}; IV={−}; V={𝑞11}.

Щоб з’ясувати, чи будуть вони також i 2-еквi- 𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5 𝑞6 𝑞8 𝑞9 𝑞10 𝑞11 −
a II I I I I II II II I I IV IV
b II III III III III II IV IV III III IV IV
c V II II II II V IV IV II II I IV

валентними, потрiбно знову побудувати таблицю
на основi початкової таблицi переходiв та теперi-
шнього розбиття на групи (див. праворуч).

Тепер виявилося, що в обох станах групи I пе-
реходи до однакових груп (II, II, V), усiх шести станах групи II переходи до однакових груп
(I, III, II), та в обох станах групи III переходи до однакових груп (II, IV, IV), а групи IV та V
перевiряти нема потреби, бо розщепити i так одноелементу групу неможливо. Це означає, що
подальших розщеплень не буде, цi групи остато́чнi.

(Слiд розумiти, що тут може бути й iнша ситуацiя. Хоч групи i розщеплювали так, щоб стовпчи-
ки однiєї групи були однаковими, але однаковiсть згiдно попереднього розбиття на групи не гарантує
однаковостi згiдно наступного розбиття на групи.

Наприклад, якби автомат був майже таким са́мим, лише 𝑓(𝑞0, a)=𝑞11 (замiсть 𝑞9), це нiя́к не змiнило б
усi попереднi кроки: нi щодо первинного об’єднання у двi групи {𝑞0, 𝑞5, 𝑞6, 𝑞8, −} та {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4,
𝑞9, 𝑞10, 𝑞11}, нi щодо їх розщеплення на п’ять груп {𝑞0, 𝑞5}, {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4, 𝑞9, 𝑞10}, {𝑞6, 𝑞8}, {−} та {𝑞11}.
Перша вiдмiннiсть у процесi мiнiмiзацiї цих автоматiв — са́ме на цьому етапi: для автомата, де 𝑓(𝑞0, a)=
=𝑞9, можна припиняти основний цикл, а якби було 𝑓(𝑞0, a)=𝑞11, стовпчик 𝑞0 набув би вигляду (V, II, V),
стовпчик 𝑞5 — вигляду (II, II, V), групу {𝑞0, 𝑞5} треба було б розщепити на двi {𝑞0} i {𝑞5}, пiсля чого заново
будувати всю таблицю й дивитися, чи не виникло потреби розщепити ще якiсь групи. Продовжувати далi
аналiз змiненого автомата не будемо, повернемось до початкового варiанта з 𝑓(𝑞0, a)= 𝑞9. Це був лише
вiдступ, щоб показати, що в алгоритмi недаремно написано «повторювати . . . , доки не . . . ».)

Коли групи перестали змiнюватися (стали ∞-еквiвалентними), слiд сформувати з цих груп
стани мiнiмiзованого автомата. Наприклад, спiвставимо групi I стан (нового, мiнiмiзованого ав-
томата) 𝑠1, групi II стан 𝑠2, групi III стан 𝑠3, групi IV стан 𝑠4, групi V стан 𝑠5 (можна й якось
переставити мiсцями, або трохи iнакше назвати стани, як-то почавши нумерацiю з 0; то деталi,
важливо лише, щоб стани спiвставлялися групам).

Таблиця переходiв береться iз останньої побудованої таблицi з групами: 𝑠1 𝑠2 𝑠3 𝑠4 𝑠5
a 𝑠2 𝑠1 𝑠2 𝑠4 𝑠4
b 𝑠2 𝑠3 𝑠4 𝑠4 𝑠4
c 𝑠5 𝑠2 𝑠4 𝑠4 𝑠1

вона якраз виражала, що який би не взяли зi станiв групи I={𝑞0, 𝑞5}, одна-
ково отримуємо переходи по a у групу II, по b у групу II, по c у групу V,
i т. д. Так отримуємо таблицю, наведену праворуч.

Далi треба з’ясувати, якi стани нового автомата допусковi, якi нi. Тут
дивимось, чи допусковий будь-який представник I={𝑞0, 𝑞5}, будь-який представник II={𝑞1, 𝑞2,
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𝑞3, 𝑞4, 𝑞9, 𝑞10}, i т. д. Оскiльки спочатку об’єднували лише допусковi з допусковими i не допусковi
з не допусковими, а потiм групи лише розщеплювались, всере́динi кожної групи це однаково.

Початковий стан з’ясовується аналогiчно — згiдно того, в яку групу 𝑠1 𝑠2 𝑠3 𝑠4 𝑠5
a 𝑠2 𝑠1 𝑠2 𝑠4 𝑠4
b 𝑠2 𝑠3 𝑠4 𝑠4 𝑠4
c 𝑠5 𝑠2 𝑠4 𝑠4 𝑠1

н/д Д н/д н/д Д
Початковий стан: 𝑠1.

потрапив початковий стан початкового автомата: 𝑞0 ∈ {𝑞0, 𝑞5}= I, тож
початковим станом мiнiмiзованого автомата слiд взяти 𝑠1.

Початковий автомат був неповним, i перед мiнiмiзацiєю була штучно
введена «чорна дiра». Так що один зi станiв мiнiмiзованого автомата
по сутi й є цiєю «чорною дiрою». При бажаннi, можна повернути автомат
до неповного вигляду, чим зменшити кiлькiсть «явних» станiв ще на 1.

«Чорною дiрою» автомата є 𝑠4 (це можна побачити хоч iз IV={−}, хоч 𝑠1 𝑠2 𝑠3 𝑠4
a 𝑠2 𝑠1 𝑠2 −
b 𝑠2 𝑠3 − −
c 𝑠4 𝑠2 − 𝑠1

н/д Д н/д Д
Поч. стан: 𝑠1.

iз того, що 𝑠4 не допусковий i мiстить переходи лише у себе).

Щоб не було «дiрки» в нумерацiї, можна також перейменувати 𝑠5 на 𝑠4
(як у заголовку останнього стовпчика, так i в значеннi 𝑓(c, 𝑠1)). Але чи варто
робити такi перейменування, i чи варто взагалi вертати автомат до неповно-
го вигляду — не очевидно й залежить вiд ситуацiї. Тут лише показано, як
це робити в разi потреби.

Приклад 2 (мiнiмiзацiя автомата Мiлi). Мiнiмiзуємо такий автомат:

𝑓 𝑠0 𝑠1 𝑠2 𝑠3 𝑠4 𝑠5 𝑠6
0 𝑠1 𝑠3 𝑠4 𝑠6 𝑠6 𝑠6 𝑠6
1 𝑠2 𝑠4 𝑠5 𝑠4 𝑠5 𝑠3 𝑠2

𝑔 𝑠0 𝑠1 𝑠2 𝑠3 𝑠4 𝑠5 𝑠6
0 𝑎 𝑏 𝑏 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎
1 𝑎 𝑏 𝑏 𝑏 𝑏 𝑏 𝑎

Початковий стан не заданий— значить, шукати недосяжнi стани неможливо, а у мiнiмiзова-
ному автоматi теж не буде початкового стану. На практицi може бути доцiльним повернутися i
розiбратися, чому це раптом в автомата нема початкового стану; але припустимо, що з’ясувати
неможливо. Тим паче, що не iнiцiальнi автомати-перетворювачi, поведiнка яких залежить вiд
того, з якого стану починати робо́ту, в принципi можливi.

Бачимо, що для станiв 𝑠0 та 𝑠6 i вхiдний символ “0”, i вхiдний символ “1” призводять до реакцiї
(видачi вихiдного символу) “𝑎”; аналогiчно, для станiв 𝑠1 та 𝑠2 i “0”, i “1” призводять до реакцiї “𝑏”;
для 𝑠3, 𝑠4 та 𝑠5 “0” призводить до “𝑎”, “1” — до “𝑏”. Тобто, маємо три групи 1-еквiвалентних станiв:
I = {𝑠0, 𝑠6}, II = {𝑠1, 𝑠2}, III = {𝑠3, 𝑠4, 𝑠5}.

З’ясуємо, чи будуть вони також i 2-еквiвалентними. Для цього 𝑓 𝑠0 𝑠1 𝑠2 𝑠3 𝑠4 𝑠5 𝑠6
0 II III III I I I I
1 II III III III III III II

перепишемо таблицю переходiв, пишучи замiсть конкретного стану
групу (як-то «𝑓(𝑠0, 0)=𝑠1, 𝑠1 ∈ {𝑠1, 𝑠2}=II, тому́ на перетинi ряд-
ка 0 та стовпчика 𝑠0 пишемо II» — цiлком аналогiчно прикладу 1;
процес розщеплення груп для детермiнованих повних розпiзнавачiв, автоматiв Мура та автома-
тiв Мiлi вiдбувається абсолютно однаково).

Бачимо, що для станiв I-ої групи переходи по вхiдному символу “0” вiдрiзняються: 𝑓(𝑠0, 0) по-
трапляє до II-ої групи, тодi як 𝑓(𝑠6, 0)—до I-ої. Отже, цi стани не 2-еквiвалентнi, i їх доведеться
«розвести» по рiзним групам. Для станiв же II-ої та III-ої груп всi стовпчики таблицi переходiв
всере́динi кожної групи однаковi (⟨III, III⟩ для II-ої, ⟨I, III⟩ для III-ої). Отже, II-а та III-а група ли-
шаються без змiн. Остаточно, маємо чотири групи 2-еквiвалентних станiв: I = {𝑠0}, II = {𝑠1, 𝑠2},
III = {𝑠3, 𝑠4, 𝑠5}, IV = {𝑠6}.

Чергова таблиця має вигляд, наведений праворуч. У нiй всi стов- 𝑓 𝑠0 𝑠1 𝑠2 𝑠3 𝑠4 𝑠5 𝑠6
0 II III III IV IV IV IV
1 II III III III III III II

пчики II-ої групи однаковi мiж собою i всi стовпчики III-ої гру-
пи однаковi мiж собою (розбиття на 3-еквiвалентнi групи дорiвнює
розбиттю на 2-еквiвалентнi). Отже, стани кожної групи ∞-еквiва-
лентнi, i робити подальшi розщеплення не треба.

Остато́чно мiнiмiзований автомат:
𝑓 𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3
0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞3
1 𝑞1 𝑞2 𝑞2 𝑞1

𝑔 𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3
0 𝑎 𝑏 𝑎 𝑎
1 𝑎 𝑏 𝑏 𝑎
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6.8 Завдання до роздiлу 6

1. Перелiчити всi слова́ довжини́ 6 7 мови, заданої рег. виразом (𝑎𝑏|𝑥𝑦𝑧)*. (Вибiр лише слiв
певної довжини́ — украй не типова для регулярних виразiв дiя. Але автор посiбника вважає,
що цiннiсть завдання «перелiчити всi» досить велика, щоб змиритися з цим.)

2. Перелiчити всi слова́ довжини́ 6 6 мови, заданої
(︀
𝑎𝑏𝑐*|𝑥𝑦*|(𝑎𝑏𝑐)*|(𝑥𝑦)*

)︀
.

3. Заповнити всi комiрки таблички знаками “+” (означає: слово, вказане у стовпчику, може
бути задане регулярним виразом, вказаним у рядку) та “−” (не може):

𝑎𝑑 𝑎𝑑𝑎 𝑎𝑏𝑑 𝑎𝑏𝑐𝑑 𝑎𝑐𝑏𝑑 𝑎𝑏𝑐𝑏𝑑 𝑎𝑏𝑐𝑏𝑐𝑑 𝑎𝑏𝑏𝑑 𝑎𝑏𝑏𝑐𝑑 𝑎𝑐𝑐𝑑

𝑎(𝑏|𝑐)*𝑑
𝑎(𝑏*|𝑐*)𝑑
𝑎(𝑏𝑐)*𝑑

𝑎𝑏*𝑐*𝑑

𝑎(𝑏*|𝑐)𝑑
𝑎(𝑏|𝑐)𝑑

4. Комплект задач на практичне застосування regex-iв, доступний за будь-яким з посилань
(а) https://ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №81
(б) https://informatics.mccme.ru/mod/statements/view.php?id=3700

5. Розглянемо мову рядкiв вигляду 𝑎𝑚𝑏𝑛𝑐𝑘 (𝑚>1, 𝑛>2, 𝑘>1), або, що те само, 𝑎 . . . 𝑎⏟  ⏞  
>1

𝑏 . . . 𝑏⏟  ⏞  
>2

𝑐 . . . 𝑐⏟  ⏞  
>1

.

(а) Побудувати вiдповiдний цiй мовi математичний регулярний вираз;
(б) побудувати автомат-розпiзнавач цiєї мови;
(в) зобразити цей автомат також в iншому виглядi (табличному, якщо був побудований

графом, чи графом, якщо був таблично);
(г) застосувати цей автомат до вхiдних слiв:

i. 𝑎𝑎𝑏𝑐; ii. 𝑎𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐;

(д) яка з’явиться вiдмiннiсть, якщо замiнити, наприклад, 𝑏𝑏* на 𝑏*𝑏?

6. Побудувати (детермiнованi) автомати-розпiзнавачi для мов, заданих рег. виразами:

(а) 𝑎(𝑏|𝑐)*𝑑 (б) 𝑎(𝑏*|𝑐*)𝑑 (в) 𝑎(𝑏𝑐)*𝑑 (г) 𝑎𝑏*𝑐*𝑑

7. Для алфавiту {𝑎, 𝑏, 𝑐}, побудувати автомат-розпiзнавач рядкiв. . .
(а) . . . парної довжини́.
(б) . . . , якi мiстять непарну кiлькiсть лiтер 𝑎 (кiлькостi iнших лiтер не впливають на ре-

зультат).
(в) . . . , якi мiстять парну кiлькiсть лiтер 𝑎 та непарну кiлькiсть лiтер 𝑏 (кiлькiсть лiтер 𝑐

не впливає на результат).

8. Будемо вважати узагальненим словом непорожню послiдовнiсть або лише кирилiчних букв,
або лише цифр, або таку, де є буквеннi та цифровi непорожнi частини, роздiленi дефiсами.
Наприклад, “2й7” не задовольняє це означення, а “Щ”, “854”, “Щ-854”, “3-14-15-92-шiсть” та
“Цис-2-Хлор-9-3-ди-метил-амiн” задовольняють. Побудувати для мови узагальнених слiв
regex (згiдно синтаксису Java або аналогiчного) та детермiнований розпiзнавач.

9. (а) Побудувати 𝜀-НСА для розпiзнавання чисел, кратних 25 (чи́сла подаються на вхiд
поцифрово, злiва направо), вважаючи, що кратнi 25 чи́сла — це в точностi послiдовностi
цифр, що закiнчуються на 25, або 50, або 75, або 00. Автомат повинен бути значно
простiшим за детермiнований (графiчне подання має мiстити всього ≈6 стрiлочок).

(б) Побудувати 𝜀-НСА для розпiзнавання чисел, кратних 25 (чи́сла подаються на вхiд
поцифрово, злiва направо), «згадавши», що може бути (а може i не бути) ще знак “+”
чи “-” спереду, а також може бути одноцифровий 0.

(в) Застосувати автомат з п. 9а до вхiдних слiв:

i. 250752, ii. 3550425,
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причому оформити кожне з застосувань двома способами:
i. у виглядi таблицi, як у розд. 6.5.1;
ii. у виглядi дiаграми переходiв, як у розд. 6.5.4.

(г) Детермiнiмувати (засобами powerset construction, розд. 6.5.7) автомат з п. 9б.

10. (а) Побудувати 𝜀-НСА для розпiзнавання рядкiв, що закiнчуються на “колокол” або
“локон” (один i той самий автомат, повинен видавати допусковий вердикт i тодi, коли
слово закiнчилося на “колокол”, i тодi, коли слово закiнчилося на “локон”).

(б) Детермiнiзувати отриманий 𝜀-НСА, подавши результат i таблично, i графiчно.

11. На стор. 185 пропонувалося вiдкидати недосяжнi стани, запускаючи пошук у гра́фi. Може
здатися, нiби можна вчинити й значно простiше: повилучати як недосяжнi тi й тiльки тi ста-
ни, в якi нема жодного переходу. Чому застосування щойно описаного спрощеного пiдходу
не завжди призводить до правильного вилучення недосяжних станiв?

12. Побудувати автомат Мiлi зi вхiдним та вихiдним алфавiтами 𝑋 =𝑌 = {0, 1}, який вико-
нує «затримку» входу: на перших двох тактах завжди (незалежно вiд входу) видає нулi,
далi на кожному 𝑖-му тактi виводить символ, прочитаний на (𝑖− 2)-му (наприклад, слово
“1011101001” перетворюється у “0010111010”).

13. Персонаж комп’ютерної гри перебуває на вузькiй платформi. Ухиляючись вiд падiнь усiля-
ких предметiв, вiн на кожному кроцi або пересувається на 1 м лiворуч, або на 1 м праворуч,
або лишається на мiсцi. Вiдходити вiд початкового положення далi, як на 3 м, не бажано,
бо тодi доведеться впасти з платформи у болото, а там рухатися зовсiм неможливо.
Побудуйте автомат Мура, який за послiдовнiстю вказiвок щодо перемiщень персонажа (за-
кодованих лiтерами 𝐿, 𝑅, 𝑆) на кожному кроцi повiдомлятиме, де вiн зараз знаходиться:
у початковiй позицiї (символ “0”), лiвiше за неї (символ “−”), правiше неї (символ “+”) чи
впав додолу (символ “↓”).

14. Персонажi попередньої гри рiшенням своєї профспiлки домоглися встановлення загорож по
краям платформи, так що тепер замiсть прикрих падiнь вони просто нiкуди не рухатиму-
ться. Перебудуйте вiдповiдним чином автомат.

15. Побудувати автомат (Мiлi або Мура), який виконує додавання двiйкових чисел. Вхiдними
символами є пари двiйкових цифр, що знаходяться в однакових розрядах доданкiв, почи-
наючи справа. Вихiдними— символи 0 та 1. Наприклад, 101000+11010 буде подаватися на
вхiд як 00 , 01 , 00 , 11 , 01 , 10 , 00 ; автомат повинен видати 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1 (з тим,
що виведення останньої 1 потребу́є введення «зайвої» пари 00 , змиритися, бо у класичнiй
автоматнiй моделi з цим нiчого не вдiяти). Автомат зобразити i таблично, i графiчно.

16. Аналогiчно попереднiй задачi 15, побудувати автомат, який виконує вiднiмання невiд’ємних
двiйкових чисел (вважаючи, що зменшуване не менше за вiд’ємник).

17. Це завдання пропонується давати по варiантам (кожен студент виконує один варiант, варi-
анти розподiленi рiвномiрно). Мiнiмiзувати детермiнований неповний автомат-розпiзнавач
(вилучення недосяжних станiв, алгоритм Ауфенкампа–Хона).

(1) Початковий стан: 𝑞0
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5 𝑞6 𝑞7 𝑞8 𝑞9 𝑞10 𝑞11

a 𝑞9 𝑞0 𝑞0 𝑞0 𝑞5 𝑞9 𝑞9 − 𝑞3 𝑞5 𝑞5 −
b 𝑞2 𝑞8 𝑞8 𝑞8 𝑞6 𝑞9 − − − 𝑞6 𝑞8 −
c 𝑞11 𝑞3 𝑞1 𝑞10 𝑞9 𝑞11 − 𝑞5 − 𝑞2 𝑞4 𝑞5

н/д Д Д Д Д н/д н/д Д н/д Д Д Д

(2) Початковий стан: 𝑞1
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5 𝑞6 𝑞7 𝑞8 𝑞9 𝑞10 𝑞11

a 𝑞8 𝑞4 𝑞8 𝑞10 𝑞1 𝑞4 𝑞8 𝑞4 𝑞4 𝑞8 𝑞3 𝑞8
b 𝑞7 − 𝑞7 − − − 𝑞7 − 𝑞9 𝑞5 − 𝑞1
c 𝑞7 𝑞6 𝑞5 𝑞0 − 𝑞0 𝑞3 𝑞2 − 𝑞5 − 𝑞3

н/д Д н/д Д н/д Д н/д Д Д н/д н/д н/д
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(3) Початковий стан: 𝑞11
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5 𝑞6 𝑞7 𝑞8 𝑞9 𝑞10 𝑞11

a 𝑞3 − 𝑞8 𝑞6 − 𝑞0 𝑞5 𝑞0 𝑞2 − − −
b − 𝑞10 − − 𝑞4 − − − − 𝑞10 𝑞10 𝑞10
c 𝑞9 𝑞9 𝑞7 𝑞7 𝑞9 𝑞7 𝑞11 𝑞7 𝑞11 𝑞8 𝑞9 𝑞6

н/д Д Д Д Д Д н/д Д н/д н/д Д н/д

(4) Початковий стан: 𝑞1
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5 𝑞6 𝑞7 𝑞8 𝑞9 𝑞10 𝑞11

a 𝑞7 𝑞6 − − − 𝑞6 𝑞11 𝑞9 − − 𝑞3 −
b − − − − 𝑞3 − 𝑞4 𝑞4 − − 𝑞4 −
c 𝑞8 𝑞3 𝑞1 𝑞5 𝑞3 𝑞3 𝑞11 𝑞9 𝑞0 𝑞0 𝑞9 𝑞0

н/д н/д н/д н/д Д н/д Д Д н/д н/д Д н/д

(5) Початковий стан: 𝑞11
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5 𝑞6 𝑞7 𝑞8 𝑞9 𝑞10 𝑞11

a 𝑞0 𝑞10 𝑞10 𝑞3 𝑞3 𝑞3 𝑞7 𝑞7 𝑞3 𝑞10 𝑞10 𝑞10
b 𝑞8 𝑞7 𝑞6 𝑞4 𝑞0 𝑞4 𝑞1 𝑞4 𝑞0 𝑞7 𝑞9 𝑞9
c − 𝑞3 𝑞3 𝑞2 𝑞3 𝑞10 − − 𝑞10 𝑞3 𝑞8 𝑞3

н/д Д Д н/д Д Д н/д н/д Д Д н/д Д

(6) Початковий стан: 𝑞1
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5 𝑞6 𝑞7 𝑞8 𝑞9 𝑞10 𝑞11

a 𝑞4 𝑞3 𝑞3 − 𝑞5 − 𝑞5 𝑞6 𝑞5 𝑞10 𝑞3 𝑞6
b 𝑞10 − − − 𝑞7 − 𝑞0 𝑞4 − 𝑞10 𝑞9 𝑞4
c 𝑞11 𝑞10 𝑞4 𝑞3 𝑞9 𝑞5 𝑞7 𝑞7 𝑞10 𝑞11 𝑞9 𝑞0

н/д Д Д н/д Д н/д Д н/д Д н/д Д н/д

(7) Початковий стан: 𝑞10
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5 𝑞6 𝑞7 𝑞8 𝑞9 𝑞10 𝑞11

a 𝑞10 𝑞2 𝑞0 − − − − 𝑞2 𝑞11 − 𝑞7 𝑞0
b 𝑞3 𝑞9 𝑞8 𝑞7 𝑞1 𝑞1 𝑞7 𝑞3 𝑞3 𝑞1 𝑞7 𝑞7
c 𝑞2 𝑞10 − 𝑞4 − 𝑞4 𝑞4 𝑞2 𝑞2 𝑞4 − −

н/д н/д Д н/д Д н/д н/д н/д н/д н/д Д Д

(8) Початковий стан: 𝑞3
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5 𝑞6 𝑞7 𝑞8 𝑞9 𝑞10 𝑞11

a − − − 𝑞1 𝑞0 − − − − 𝑞4 𝑞0 −
b 𝑞9 𝑞9 − − − 𝑞9 − − − 𝑞2 − −
c − − 𝑞4 𝑞6 𝑞6 − 𝑞10 𝑞10 𝑞4 𝑞5 𝑞11 𝑞4

н/д н/д н/д Д Д н/д н/д н/д н/д Д Д н/д

(9) Початковий стан: 𝑞10
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5 𝑞6 𝑞7 𝑞8 𝑞9 𝑞10 𝑞11

a 𝑞8 𝑞8 𝑞3 𝑞2 𝑞0 − 𝑞7 𝑞2 𝑞1 𝑞2 − 𝑞8
b 𝑞6 𝑞4 − 𝑞8 − 𝑞11 − 𝑞2 − − 𝑞11 −
c − − 𝑞7 − 𝑞1 𝑞7 𝑞7 − 𝑞7 − 𝑞7 −

н/д н/д Д н/д Д Д Д н/д Д н/д Д н/д

(10) Початковий стан: 𝑞6
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5 𝑞6 𝑞7 𝑞8 𝑞9 𝑞10 𝑞11

a 𝑞11 − − − 𝑞0 − 𝑞8 𝑞6 𝑞11 𝑞8 − 𝑞4
b 𝑞2 − 𝑞0 − 𝑞2 − 𝑞2 𝑞3 𝑞2 𝑞1 − 𝑞2
c 𝑞0 𝑞7 𝑞10 𝑞9 𝑞8 𝑞7 𝑞8 𝑞8 𝑞4 𝑞0 𝑞7 𝑞0

н/д Д Д Д н/д Д н/д н/д н/д н/д Д н/д
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(11) Початковий стан: 𝑞8
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5 𝑞6 𝑞7 𝑞8 𝑞9 𝑞10 𝑞11

a 𝑞1 𝑞1 𝑞4 𝑞0 𝑞10 𝑞4 − 𝑞11 − 𝑞2 𝑞10 𝑞1
b 𝑞6 𝑞6 − − 𝑞6 𝑞8 𝑞11 − 𝑞3 − 𝑞6 −
c 𝑞6 𝑞8 − − 𝑞6 𝑞8 𝑞7 𝑞2 𝑞7 𝑞2 𝑞6 −

н/д н/д н/д н/д н/д н/д Д Д Д Д н/д н/д

(12) Початковий стан: 𝑞11
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝑞4 𝑞5 𝑞6 𝑞7 𝑞8 𝑞9 𝑞10 𝑞11

a − − − − − − 𝑞4 − − 𝑞8 − −
b 𝑞2 𝑞1 𝑞8 𝑞5 𝑞10 𝑞1 − 𝑞5 𝑞2 − 𝑞0 𝑞5
c − 𝑞9 − 𝑞4 − 𝑞6 − 𝑞0 − − − 𝑞0

н/д н/д н/д Д н/д н/д Д Д н/д Д н/д Д

Додатковi завдання пiдвищеного рiвня складностi

1*. Розв’язати «регулярнi кросворди» з сайту https://regexcrossword.com

2*. Написати (обов’язково використовуючи бiблiотеку роботи з regex-ами) програму, що чи-
тає файл з вихiдним кодом (iншої) програми мовою C++ i створює файл з аналогiчним
вихiдним кодом, де в усiх двовимiрних масивах зроблено обмiн iндексiв — наприклад,
“a[x][y+1]” → “a[y+1][x]”; програма повинна допускати також однократну вкладенiсть
квадратних дужок, наприклад “arr[x+dx[k]][y+dy[k]]” → “arr[y+dy[k]][x+dx[k]]”.
Достатньо, щоб програма вмiла працювати лише для масивiв, оголошених зi статичними
розмiрами (писати аналогiчну програму для vector-iв, якi мають багато рiзних засобiв змiни
свого розмiру — об’єктивно набагато складнiше, i про це не йдеться). Достатньо вважати,
що у програмi можливi лише одно- та двовимiрнi масиви (гарантовано нема 3-, 4-, . . . -
вимiрних), та що для двовимiрного масиву завжди вказуються обидва iндекси.

3*. Створити автомат-розпiзнавач, котрий допускає лише слова́ вигляду:
(а) {a2𝑘 | 𝑘 ∈ N}, тобто aa, aaaa, aaaaaa⏟  ⏞  

6

, aaaaaaaa⏟  ⏞  
8

, aaaaaaaaaa⏟  ⏞  
10

, . . . (або довести, що це

неможливо);

(б) {a2𝑘 | 𝑘 ∈ N}, тобто aa, aaaa, aaaaaaaa⏟  ⏞  
8

, aaaaaaaaaaaaaaaa⏟  ⏞  
16

, . . . (або довести, що це

неможливо).
Слiд зробити обидва пункти.

4*. Написати програму, що емулює детермiнований автомат-розпiзнавач: задаються таблиця
переходiв, множина допускових станiв, початковий стан та вхiдне слово, програма виводить
покроковий протокол робо́ти. Достатньо виводити все просто текстом, без зображень.

5*. Написати програму, що емулює роботу 𝜀-НСА:
(а) у виглядi таблицi, як у розд. 6.5.1;
(б) у виглядi дiаграми переходiв, як у розд. 6.5.4.

6*. Реалiзувати мовою програмування алгоритм мiнiмiзацiї автоматiв (Ауфенкампа–Хона). Мо-
жливi варiанти постановки задачi (в порядку зростання складностi):
� тiльки для детермiнованих повних розпiзнавачiв;
� i для детермiнованих повних розпiзнавачiв, i для Мiлi, i для Мура;
� i для детермiнованих повних розпiзнавачiв, i для Мiлi, i для Мура, i при цьому макси-
мально використано code reusing — власне мiнiмiзацiя написана один раз, тип автомата
визначається за значенням параметра;

� i для детермiнованих повних розпiзнавачiв, i для Мiлi, i для Мура, власне мiнiмiзацiя
написана лише один раз, i при цьому пiдтримка рiзних типiв автоматiв робиться не за
рахунок значень параметра, а за рахунок того, що мiнiмiзацiя працює з абстрактним
класом-предком, а дiї, якi для рiзних автоматiв треба робити по-рiзному, реалiзованi
у полiморфних перевантаженнях нащадкiв.

Додатково можна зробити виключення недосяжних станiв, але лише якщо власне мiнiмiза-
цiя хоч якось реалiзована.
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7*. Реалiзувати програму, що розв’язує таку задачу:
У деяких ВНЗ дiє система оцiнювання, згiдно з якою студент може набрати за предмет вiд 0 до 100
балiв, з них вiд 0 до 75 — протягом семестру, вiд 0 до 25 — протягом пiдсумкового iспиту. Остаточна
оцiнка визначається залежно вiд суми семестрових та екзаменацiйних балiв згiдно такої таблицi:
Сума балiв Оцiнка європейська Оцiнка нацiональна
90–100 A вiдмiнно
82–89 B добре
75–81 C — ” —
68–74 D задовiльно
60–67 E — ” —
35–59 FX незадовiльно

В рамках цiєї задачi вважаємо, що якщо студент протягом семестру набрав строго менше 35 балiв,
вiн/вона не допускається до складання iспиту, i що таких студентiв заранi викреслюють зi спискiв.

При прочитаннi згори донизу стовпчику європейських оцiнок можуть утворюватися рiзноманiтнi
«слова́». Наприклад, якщо суми балiв трьох пiдряд по списку студентiв становлять 92, 75 та 66,
вони отримують оцiнки A, C та E вiдповiдно, i утворюється «слово» ACE. У випадку оцiнки FX,
у «слово» додаються обидвi лiтери (спочатку F, потiм X).

Iспит — штука ризикована, i знати його результати наперед неможливо. Але викладач приблизно
знає рiвень знань кожного студента та перелiк завдань. Тому вiн може оцiнити ймовiрнiсть того,
що такий-то студент набере стiльки-то балiв. Тож нехай для кожного студента вiдомi ймовiрнiсть
(у вiдсотках), що цей студент набере 0 балiв, 1 бал, . . . , 25 балiв — разом 26 цiлих невiд’ємних чисел,
сума яких дорiвнює 100. Бали, набранi студентом протягом семестру, теж вiдомi (як конкретне цiле
число вiд 35 до 75, без яких би не було ймовiрностей).

Викладач, що приймає iспит — великий естет, i йому дуже неприємно, коли у «словi», утвореному
оцiнками, трапляються деякi «некрасивi» пiдрядки (са́ме пiдрядки, тобто лiтери йдуть пiдряд).

Напишiть програму, яка знаходитиме ймовiрнiсть, що викладач-естет буде задоволеним, бо у «словi»
оцiнок не трапиться жодного «некрасивого» пiдрядка.

Перший рядок вхiдних даних мiстить кiлькiсть тестових блокiв 𝑇𝐸𝑆𝑇_𝑁𝑈𝑀 . У кожному тестово-
му блоцi, перший рядок блоку мiстить кiлькiсть студентiв у групi 𝑁 . Кожен з подальших 𝑁 рядкiв
мiстить по 27 цiлих чисел, роздiлених пропусками (пробiлами) — кiлькiсть семестрових балiв (вiд 35
до 75), та 26 ймовiрностей, вiдповiдних 0, 1, 2, . . . , 25 екзаменацiйним балам (кожна ймовiрнiсть
невiд’ємна, сума дорiвнює 100). Наступний рядок мiстить число 𝐾 — кiлькiсть «некрасивих» з
точки зору викладача-естета пiдрядкiв, кожен з подальших 𝐾 рядкiв тестового блоку — черговий
«некрасивий» пiдрядок. Гарантовано, що кожен з цих 𝐾 рядкiв мiстить лише великi латинськi
лiтери (вiд 2 до 15 штук) i завершується символом переведення рядка.

Ваша програма має вивести на стандартний вихiд єдине дiйсне число в єдиному рядку — знайдену
ймовiрнiсть (у вiдсотках) того, що викладач-естет буде задоволеним. Формат виведення дiйсного
числа́ довiльний, але iз використанням десяткової точки (а не коми). Вiдповiдь зараховуватиметься,
якщо вiдносна похибка не перевищуватиме 10−6.
Вхiднi данi Результат
1 79.5
3
72 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 2 3 5 7 9 14 16 21 12 5 1
55 0 0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 8 9 8 8 7 6 5 4 3 2 2 1 1 0 0
55 0 0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 8 9 8 8 7 6 5 4 3 2 2 1 1 0 0
2
DE
WAW

У оцiнках не може з’явитися лiтера W, тому пiдрядок WAW можна вiдкинути, лишивши тiльки DE.
1-й студент набере щонайменше 72+10=82 балiв, тобто не зможе отримати D. Отже, «некрасивий»
пiдрядок DE з’явиться тодi й тiльки тодi, коли 2-й студент донабере вiд 13 до 19 балiв (ймовiрнiсть
8%+8%+7%+6%+5%+4%+3%=41%), i, водночас, 3-й — вiд 5 до 12 (ймовiрнiсть 3%+4%+
+5%+6%+7%+8%+8%+9%=50%). Отже, слово DE з’явиться з iмовiрнiстю 0,41× 0,5=0,205,
а з iмовiрнiстю 1−0,205=0,795 (iнакше кажучи, 79,5%) не з’явиться.

Вказiвки. Пояснення з умови, хоч i пояснює конкретну вiдповiдь 79,5%, не дає ключа до
розв’язання задачi при довiльних вхiдних даних.
Один зi способiв розв’язання (не найефективнiший, але достатнiй для обмежень𝐾,𝑁 6 100)
такий. Побудувати (аналогiчно завд. 10а зi стор. 189, тiльки не на паперi для вiдомих слiв,
а у програмi для слiв, заданих у вхiдних даних) недетермiнований автомат-розпiзнавач,
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який видає допуск тодi й тiльки тодi, коли щойно закiнчилося будь-яке з “неприємних” слiв.
Потiм детермiнiзувати цей автомат. Потiм перетворити цей автомат на ймовiрнiсний (вiдомi
шiсть ймовiрностей: що поточна вхiдна лiтера, тобто оцiнка поточного студента, буде A,
що B, тощо; в цьому посiбнику такого нема, деталi знайти або придумати самостiйно),
i зробити, щоб при потрапляннi у допусковий стани ймовiрнiсть скидувалася на 0. Далi
лишається поєднати звичайне застосування автомата з формулою повної ймовiрностi.
Бiльш ефективнi способи (якi можна використовувати не лише при 𝐾,𝑁 6 100, а й при
𝐾,𝑁65000) — наприклад, алгоритм Ахо–Корасик — теж спираються на побудову детермi-
нованого автомата-розпiзнавача та перетворення його у ймовiрнiсний, але iншим способом,
без промiжного недетермiнованого автомата (а отже, й без детермiнiзацiї).
Ця задача (без умови, лише перевiрка) доступна як задача «G Exam» змагання №43 «Всякi
рiзнi дорiшування» сайту https://ejudge.ckipo.edu.ua Реалiзацiя описаного алгоритму
(для 𝐾,𝑁 6 100), повинна проходити тести 1–26 i давати перевищення часу (тривалостi)
роботи на тестах 27–31. Розв’язок з бiльш ефективним способом побудови автомата (напри-
клад, алгоритм Ахо–Корасик) повинен проходити усi тести 1–31.
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