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Передмова
Все більш масовим у світі стає Міжнародний конкурс з інформа-

тики та комп’ютерного мислення «Бебрас» (у перекладі з литовської – 
«Бобер»). 

У минулому році до нього приєднались ще тринадцять країн. 
Всього у конкурсі «Бебрас-2018» взяли участь понад 2 мільйони 780 
тисяч учнів з 57-ми країн світу. В Україні конкурс пройшов одинад-
цятий раз, детальніше – у статті «Конкурс «Бебрас-2018» у світі та 
Україні».

Конкурс є одним з перших етапів участі учнів у цікавих змаганнях 
з інформатики та спортивного програмування. Метою більшості за-
вдань конкурсу є ілюстрація ефективного застосування класичних та 
сучасних алгоритмів до розв’язування прикладних та олімпіадних за-
дач. Приклади таких задач, які використовувались у минулорічному 
конкурсі, – у статті «Вибрані задачі конкурсу».

Вже п’ять років у м. Львові проводиться Осіння школа програму-
вання для переможців конкурсу «Бебрас». Остання школа відбулась 
2–8 жовтня 2018 року. Цього разу у ній взяли участь 30 учнів з 10 
областей України (Волинської, Дніпропетровської, Донецької, Запо-
різької, Львівської, Одеської, Харківської, Херсонської, Черкаської, 
Чернівецької).

Упродовж 7 днів школи учасники навчалися та удосконалювали 
свої знання з програмування. Заняття проводили досвідчені викла-
дачі, автори відомих книг з програмування та задач Всеукраїнських 
олімпіад та турнірів:
Сергій Жуковський, доцент Житомирського державного університе-
ту;
Ілля Порубльов, старший викладач Черкаського національного уні-
верситету;
Ірина Скляр, викладач Київського природничо-наукового ліцею.

Заняття проводились паралельно у двох групах:

1 група – переможці обласних та Всеукраїнських олімпіад.
Теми занять:

1 день – Ілля Порубльов. Динамічне програмування.
2 день – Ілля Порубльов. «Коли динамічне програмування недо-
речне».
3 день – Сергій Жуковський. Структури даних.
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2 група – учні, які роблять перші кроки в олімпіадному про-
грамуванні.

Теми занять:
1 день – Сергій Жуковський. Бітова арифметика.
2 день – Ірина Скляр. Двовимірні масиви.
3 день – Ірина Скляр. Динамічне програмування.

У останній день була проведена олімпіада.
Її переможцями стали:

11 клас
1. Денис Матяш (обласна школа-інтернат «Обдарованість», 

м. Харків)
2. Богдан Євтушенко («Обдарованість», м. Харків)
3. Михайло Таланцев («Обдарованість», м. Харків)

10 клас
1. Данило Рясний (гімназія № 28, м. Запоріжжя)
2. Кирило Караваєв (Бердянська СШ № 16, Запорізька обл.)
3. Владислав Сосунович (Скадовська академічна гімназія, 

Херсонська обл.)

9 клас
1. Кирило Стрельбицький (Маріупольський технічний ліцей, 

Донецька обл..)
2. Вадим Пастушок (Луцька гімназія № 14.)
3. Олег Брозинський (Чернівецький ліцей № 1)

Вісім учнів цьогорічної школи стали учасниками 4-го туру Все-
української олімпіади з інформатики 2019 року.

У статтях авторів цієї книжки подано теоретичний матеріал та 
задачі, які опрацьовувались слухачами школи. Ці матеріали будуть 
корисними вчителям інформатики та учням при вивченні основ 
програмування та підготовці до олімпіад.
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Ростислав Шпакович. Вибрані задачі конкурсу 
«Бебрас-2018» та вказівки до їх розв’язування

Демоверсія всіх завдань конкурсу та вказівки до їх розв’язування 
розміщені на сайті конкурсу у архіві завдань: http://bober.net.ua/
page.php?name=archive&

У даній статті розглянуті лише деякі типи завдань для вибра-
них вікових груп. Спробуйте розв’язати аналогічні завдання інших 
вікових груп самостійно.

1. Задача «Олімпіада» (2–11 класи)
Бобренята Богдан, Божен, Борис, Боян взяли участь в олімпіа-

ді з інформатики. У кожному з трьох наступних повідомлень одне 
твердження правильне, а інше – неправильне:

Боян – перше місце, Борис – друге місце;
Боян – друге місце, Богдан – третє місце;
Божен – друге місце, Богдан – четверте місце.
Вкажіть, яке місце посіло кожне бобреня.
Розв’язування:
Найпростіший спосіб розв’язування – перевірити, яке з двох 

тверджень першої стрічки правильне.
1) Нехай правильне твердження: Борис посів друге місце.
Тоді у другій стрічці неправильне перше твердження, і повинне бути 

правильним твердження: Богдан посів третє місце. Але після цього 
обидва твердження третьої стрічки стають неправильними.

Тому залишається припустити, що правильне друге твердження 
першої стрічки:

2) Нехай правильне твердження: Боян посів перше місце.
Тоді у другій стрічці правильне твердження: Богдан посів третє 

місце.
У третій стрічці правильне твердження: Божен посів друге місце.
Борису залишилось четверте місце.

2. Задача «Горішки» (6–7 класи)
Є 14 горішків. Бобренята Аліса та Боб по черзі беруть з правого 

краю або 1, або 4, або 9 горішків. Перемагає той, хто забирає остан-
ній горішок. Розпочинає Аліса. Допоможіть їй перемогти.

Розв’язування:
Задача є класичною грою на виграшні та програшні позиції. 

Кожен гравець старається, щоб після його ходу суперник опинився 
у програшній позиції.
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Очевидно, що позиція виграшна, якщо залишилось або один, 
або чотири, або дев’ять горішків. 

Відповідно, коли залишилось два або п’ять горішків, позиція 
програшна – гравець може зробити хід у лише виграшні для супер-
ника позиції з одним або чотирма горішками.

Внесемо ці дані у табличку. У першому рядку таблиці вказана 
кількість горішків, що залишились, у другому рядку літера В озна-
чає, що дана позиція виграшна, літера П означає, що позиція про-
грашна:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
В П В П В

Попробуйте заповнити табличку до кінця. Після цього неважко 
знайти серію виграшних ходів.

3. Задача «Робот» (6-9 класи)
Три роботи неперервно рухаються впе-  

ред. Якщо перед роботом є перешкода, 
він повертає праворуч і продовжує свій 
рух. Початкові перешкоди позначені чор-
ним кольором.

Поставте якнайменше додаткових пе-
решкод, щоб роботи не змогли вийти за 
межі поля.

Відповідь: три перешкоди. Вони по-
значені сірим кольором

4. Задача «Повітряні кулі» (8–9 класи)
Десять бобрів-мандрівників хочуть оглянути вершину кіпрської 

гори Олімпус на п’ятьох повітряних кулях. У кожну кулю можуть 
сісти лише по два бобри. Вантажопідйомність кулі А 11 кг, кулі B – 
14 кг, кулі С – 15 кг, кулі D – 18 кг, кулі E – 23 кілограми. Імена та 
ваги бобрів: Джеррі – 14, Аїша – 12, Рембо – 11, Артур – 10, Джес-
сі – 9, Арчі – 8, Ксена – 7, Том – 5, Боб – 3, Мікі – 2 кг.

Розподіліть всіх бобрів по повітряних кулях.
Один з алгоритмів розв’язування:
Сумарна вага бобрів та загальна вантажопідйомність всіх куль одна-

кові (по 81 кг). Отже кожна куля повинна бути завантажена повністю.
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1) Складемо список всіх можливих способів повного заванта-
ження кожної кулі.

Куля А (11 кг): 2+9 або 3+8 (Мікі і Джессі, або Боб і Арчі).
Куля В (14 кг): 2+12, 3+11, 9+5.
Куля С (15 кг): 12+3, 10+5, 8+7.
Куля D (18 кг): 11+7, 10+8.
Куля Е (23 кг): 14+9, 12+11.
2) З цього списка бачимо, що Джеррі (14 кг) можна посадити 

лише в кулю Е разом з Джессі (9 кг).
Після цього Джессі можна викреслити, як кандидата на посадку 

в інші кулі:
Куля А (11 кг): 2+9 або 3+8 
Куля В (14 кг): 2+12, 3+11, 9+5.
Куля С (15 кг): 12+3, 10+5, 8+7.
Куля D (18 кг): 11+7, 10+8.
Куля Е (23 кг): 14+9, 12+11.
3) Тепер бачимо, що у кулю А повинні сісти Боб (3 кг) та Арчі 

(8 кг). Після цього знову викреслюємо їх, як кандидатів на посадку 
в інші кулі.

Попробуйте завершити розв’язання цієї задачі самостійно.

5. Задача «Замок» (8–11 класи)
На валізі бобра Захара є трьохцифровий кодовий замок. Щоб 

не забути код, Захар записав на своєму мобільнику такі чотири під-
казки.

875 – у цьому коді лише одна цифра правильна і вона знахо-
диться на своєму місці.

523 – у цьому коді дві цифри правильні, аде жодна не знахо-
диться на своєму місці.

163 – у цьому коді жодної правильної цифри.
164 – у цьому коді лише одна цифра правильна.
Розв’язування:
Послідовність логічних висновків:
1) З третього та четвертого тверджень робимо висновок, що 

цифра 4 входить у код, а цифри 1, 3 та 6 – не входять.
2) З другого твердження робимо висновок, що цифри 2 і 5 вхо-

дять у код, але зараз не на своїх місцях.
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3) З першого твердження робимо висновок, що цифра 5 пови-
нна бути на третій позиції. Після цього цифри 2 залишається лише 
перша позиція.

Отже відповідь – 245.

6. Задача «Монети» (10–11 класи)
Бобренята знайшли 4 мішки з монетами. У деяких мішках лише 

справжні срібні монети вагою по 10 грамів, у деяких лише легші 
фальшиві монети вагою по 9 грамів, у деяких — важчі фальшиві 
монети вагою по 11 грамів. Бобренята можуть зробити лише одне 
зважування.

Вони поклали на вагу 1 монету з першого мішка, 3 монети з дру-
гого, 9 монет з третього та 27 монет з четвертого мішка. Сумарна 
вага цих монет виявилась рівною 415 грамам.

Визначіть, які монети у кожному мішку.
Розв’язування:
Бобренята поклали на вагу 40 монет. Сорок справжніх монет 

повинні важити 400 грамів. Тому важчих фальшивих монет на 
п’ятнадцять більше, ніж легших фальшивих монет.

Отже, ми повинні, використовуючи лише числа 1, 3, 9 та 27, 
отримати алгебраїчну суму, що дорівнює 15. Це можна зробити єди-
ним способом:

27 – 9 – 3 = 15.
Отже, у першому мішку – справжні монети, у другому та тре-

тьому – легші фальшиві, а у четвертому – важчі фальшиві монети.
Отримати число 15, як алгебраїчну суму чисел 27, 9, 3 і 1, не-

важко. Для великих чисел і великої кількості доданків це зробити 
набагато важче.

Розглянемо інший підхід до цієї задачі:
Переведемо число 15 у трійкову систему числення:

1510= 1203, або 1*9+2*3+0*1=15
Після цього трійкове число 120 переведемо у зважену трійкову 

систему числення (коли коефіцієнти при степенях трійки можуть 
дорівнювати лише 0, або 1, або –1):

1203 = 1*9+2*3+0*1= 1*9+ (1*9–1*3)+0*1= 1*27–1*9–1*3+0*1=
[1,–1,–1, 0] – (у зваженій трійковій системі числення).
Тобто значення 0 у відповідному розряді означає, що монети 

справжні, –1 означає, що монети легші, +1 означає, що монети важчі.
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Попробуйте розв’язати цю ж задачу з такими змінами:
Бобренята знайшли 7 мішків з монетами. Вони поклали на вагу 

1 монету з першого мішка, 3 монети з другого, 9 монет з третього, 
27 монет з четвертого, 81 монету з п’ятого, 243 монети з шостого та 
729 монет з сьомого мішка. Після зважування виявилось, що вага 
цих монет менша за відповідну вагу такої ж кількості справжніх 
монет на 600 грамів. Визначіть, які монети у кожному мішку.

7. Задача «Впорядкування» (10–11 класи)
Розташуйте картки зліва направо у цій же стрічці по зростанню 

номерів за найменшу кількість ходів. За один хід можна довільну 
картку перемістити у сусідню вільну (по горизонталі або вертикалі) 
клітинку:

4 1 2 7 5 6 3

Розв’язування:
У верхній стрічці числа 1, 2, 5, 6 утворюють найдовшу зростаю-

чу підпослідовність.
Тому у другу стрічку потрібно опустити лише картки з цифра-

ми 4, 3  і 7.
Причому картку з цифрою 7 потрібно опускати у другу стрічку 

лише після того, як картка з цифрою  3 стане на своє місце у верхній 
стрічці.

Відповідь: 18 ходів.
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Ірина Скляр. Сортування лінійних масивів
Поняття сортування

Загальне значення слова «сортування» — це розподіл елемен-
тів на групи за деякою ознакою, наприклад, розподіл цукерок за 
вартістю, товарів за якістю, тощо. Проте у програмуванні всі дані 
представлені у числовому вигляді, а тому сортування фактично є 
упорядкуванням чисел за зростанням або за спаданням. Наприклад, 
розташування слів у словнику в алфавітному порядку, учнів за се-
реднім балом, тощо.

Як бачимо, об’єктами впорядкування можуть бути найрізнома-
нітніші елементи. Головне, щоб їх можна було порівнювати за де-
якою ознакою («Об’єкт A має стояти після об’єкту B або, навпаки, 
перед ним»). 

Ознаку, за якою сортуються елементи, називають ключем сор-
тування. Це може бути число (вартість мобільного телефона), по-
слідовність символів (слово у словнику) або складніша величина.

Сортування з’явилося у практичній діяльності задовго до появи 
комп’ютерів і є необхідним у багатьох практичних задачах. Так, 
очевидно, що у відсортованому наборі можна значно прискорити 
подальший пошук та обробку даних. Наприклад, якщо ми шукаємо 
слово, коли нам невідомо, де воно розташоване в словнику, ми роз-
криваємо словник приблизно посередині. Якщо слово починається з 
букви, яка за алфавітом знаходиться далі, ніж перші букви слів на 
сторінці, шукаємо тільки в другій половині словника. Далі розкри-
ваємо словник на середині його другої половини. Щоразу, загляда-
ючи в словник, ми поділяємо «простір пошуку» навпіл, зменшуючи 
його приблизно вдвічі. Описаний пошук називається бінарним. Він 
дозволяє нам швидко знайти слово завдяки саме тому, що словник 
упорядковано за алфавітом. Якби цього не було, довелося б пере-
бирати всі слова підряд. 

Отже, упорядкування даних має дуже велике значення: саме 
тому було створено десятки алгоритмів сортування та їх численні 
реалізації.

Традиційно розрізняють зовнішні та внутрішні сортування. 
Перші з них використовуються для сортування дуже великих об-
сягів даних, які не можна помістити цілком в оперативну пам’ять. 
Для цього використовують зовнішню пам’ять, таку як стример, він-
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честер, флеш-пам’ять тощо. А другі – упорядковують масиви даних 
в оперативній (внутрішній) пам’яті комп’ютера.

У шкільному курсі ми будемо розглядати тільки методи вну-
трішнього сортування. Вони також класифікуються за кількома 
ознаками, найголовнішими з яких є такі:

• швидкість виконання алгоритму; 
• об’єм додаткової пам’яті (додаткового масиву). 
За швидкістю виконання алгоритми сортування поділяють на 

базові та швидкі. Базові працюють порівняно повільно, проте їх 
легко записати та налагодити. Швидкі, переважно, є значно склад-
нішими для розуміння, але сортують набагато швидше, особливо 
великі масиви даних. Щоб уточнити, що означає «швидкий алго-
ритм», нам знадобиться поняття складності алгоритму, представ-
лене нижче. 

Поняття складності алгоритму
Складність алгоритму зазвичай оцінюють або за часом вико-

нання, або за використаною пам’яттю. В обох випадках складність 
залежить від розмірів вхідних даних: адже очевидно, що масив, 
який містить 100 елементів, буде оброблений швидше, ніж масив з 
кількістю елементів 106. При цьому точний час роботи алгоритму, 
як правило, мало кого цікавить, адже він залежить від тактової час-
тоти процесора, мови програмування, методу представлення даних 
та інших параметрів. Як правило, важливою є асимптотична склад-
ність, тобто складність, яка залежить від розміру вхідних даних. 

Порядок росту описує, як складність алгоритму зростає зі збіль-
шенням розміру вхідних даних. Найчастіше він представлений у 
вигляді О-нотації (від нім. «Ordnung» – порядок): O(f(x)), де f(x) – 
формула, що виражає складність алгоритму. Формально O(f(x)) 
означає, що час роботи алгоритму (або обсяг використовуваної 
пам’яті) росте в залежності від розміру вхідних даних не швидше, 
ніж деяка константа, що помножена на f(x).

В формулі f(x) може бути присутня змінна n, що представляє 
розмір вхідних даних. Найчастіше зустрічаються такі варіанти 
складності.

Константний – О(1). Такий порядок означає, що обчислю-
вальна складність алгоритму не залежить від розміру вхідних даних. 

Лінійний – О(n). Лінійний порядок - означає, що складність 
алгоритму лінійно росте зі збільшенням розміру вхідних даних. Так, 
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якщо лінійний алгоритм обробляє один елемент даних за одну мілі-
секунду, тисячу елементів він опрацює за одну секунду. Таку склад-
ність, наприклад, має алгоритм пошуку максимального елементу 
у невідсортованому масиві, адже потрібно перевірити усі елементи 
масиву, щоб зрозуміти, який з них найбільший. 

Логарифмічний – O(log n). Такий порядок росту означає, що 
час виконання алгоритму росте логарифмічно зі збільшенням розмі-
ру вхідного масиву. При аналізі алгоритму за замовчанням викорис-
товується логарифм за основою 2. Найпростіший приклад – бінарний 
пошук. Якщо масив відсортовано, пошук конкретного числа можна 
виконувати методом ділення навпіл. Для цього спочатку перевіря-
ється середній елемент. Якщо він більше шуканого, відкидається 
друга половина масиву, оскільки там його точно немає. Якщо ж 
менше, то навпаки – відкидається перша половина. Так продовжу-
ється ділення навпіл, поки не буде знайдено шуканий елемент, або 
чергова частина масиву буде містити всього один елемент і він не є 
шуканим. Очевидно, що в результаті буде перевірено log n елементів.

Лінійно-логарифмічний – O(n log n). У цю категорію попа-
дають деякі алгоритми «розділяй та володарюй», наприклад, сорту-
вання злиттям або швидке сортування, які буде розглянуто пізніше.

Квадратичний – O(n2). Час роботи алгоритму з порядком 
росту O(n2) залежить від квадрату розміру вхідного масиву. Таку 
складність має, наприклад, алгоритм сортування вставками. Він 
являє собою два вкладених цикли: один для проходу по всьому ма-
сиву, а другий – для знаходження місця черговому елементу у вже 
відсортованій частині. Таким чином, кількість операцій буде зале-
жати від розміру масиву як n*n.

Не дивлячись на те, що такої ситуації іноді не уникнути, квадра-
тична складність – це привід переглянути алгоритм або структуру 
даних. Дійсно, якщо масив із тисячі елементів потребує 106 опера-
цій, то масив з 106 елементів буде потребувати 1012 операцій. Якщо 
одна операція вимагала би одну мілісекунду для свого виконання, 
квадратичний алгоритм обробляв би 106 елементів 32 роки! Навіть 
пришвидшений у сто разів, такий алгоритм виконувався б 84 дні. На 
жаль, усі базові алгоритми сортування мають квадратичну склад-
ність.

При вимірюванні складності алгоритмів та структур даних ми 
зазвичай говоримо про дві речі: кількість операцій, що потрібні 



13

Ірина Скляр. Сортування лінійних масивів

для завершення роботи (обчислювальна складність), та об’єм ре-
сурсів, зокрема, пам’яті, який необхідний алгоритму (просторова 
складність). Алгоритм, що виконується в десять разів швидше, але 
використовує у десять разів більше пам’яті, цілком підходить для 
серверної машини з великим обсягом пам’яті. Але на вбудованих 
системах, де кількість пам’яті обмежена, такий алгоритм викорис-
товувати не можна.

У нашому випадку ми будемо говорити переважно про обчислю-
вальну складність, але при розгляданні алгоритмів сортування тор-
кнемося також питань ресурсів. Операції, кількість яких ми будемо 
вимірювати, включають в себе:

• порівняння («більше», «менше», «дорівнює»);
• присвоєння;
• виділення пам’яті.
Те, які операції ми враховуємо, зазвичай ясно з контексту. Так, 

при описі алгоритму пошуку елементу в структурі даних ми маємо 
на увазі операції порівняння. Пошук – це переважно процес читан-
ня, тому нема сенсу робити присвоєння або виділення пам’яті. Коли 
ж ми говоримо про сортування, ми можемо враховувати як порів-
няння, так і виділення пам’яті або присвоєння. У таких випадках ми 
будемо явно вказувати, які операції ми розглядаємо.

А тепер повернемося до розгляду алгоритмів різних сортувань. 
Обмінне сортування

Першим розглянемо алгоритм обмінного сортування, яке тра-
диційно вважається найпростішим. За назвою алгоритму зрозуміло, 
що його основною операцією буде обмін двох елементів місцями. 
Однак очевидно, що обміни не можуть бути хаотичними: потрібно 
мати якусь ознаку. Оскільки сортуванню будуть підлягати числа, 
домовимося упорядковувати їх за зростанням (або за неспаданням 
при наявності однакових елементів). Тоді очевидно, що два будь-
яких елементи масиву повинні мати таке розташування, щоб лівий 
елемент пари був меншим (не більшим) за правий. Теоретично, пе-
реглянувши усі можливі пари елементів і переставивши їх згідно 
наведеної вище ознаки, ми отримаємо відсортований набір даних. 
Але як організувати перебір усіх можливих пар, не повторюючись 
та не пропускаючи деякі з них? Для цього пропонується розглядати 
усі пари послідовно, починаючи, наприклад, з початку масиву і ру-
хаючись поступово до його кінця.
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Розглянемо для прикладу послідовність значень 13, 5, –4, 2, 1. 
Після порівняння першої пари елементів, вони поміняються місцями 
згідно нашої домовленості. Потім будуть порівняні елементи другої 
пари і так далі. В результаті поступово у масиві відбудуться такі 
зміни (на кожному кроці підкреслено елементи, що будуть порів-
нюватися):

13 5 –4 2 1
5 13 –4 2 1
5 –4 13 2 1
5 –4 2 13 1
5 –4 2 1 13
Цей метод ще називається бульбашковим сортуванням.
Як видно з прикладу, після завершення першого проходу по 

масиву елементи ще будуть не повністю відсортовані, а тому знову 
прийдеться почати з початку. Черговий прохід по масиву «виштов-
хне» другий за величиною елемент на передостаннє місце. Однак, і 
після цього масив повністю впорядкований не буде, а тому починати 
з початку буде необхідно не один раз.

Спробуємо логічними міркуваннями підрахувати, скільки разів 
у найгіршому випадку прийдеться починати прохід масиву з почат-
ку. Очевидно, що найгіршим буде випадок, коли початковий масив 
упорядковано навпаки, тобто за спаданням (незростанням). Тоді 
після кожного проходу рівно один елемент буде займати своє місце, 
тобто починати спочатку прийдеться N–1 раз.

Наведемо функцію бульбашкового сортування bubbleSort 
(bubble – бульбашка).

void bubbleSort(int m[], int N)
{
 for(int i=0; i<N-1; i++)
  for(int j=0; j<N-1; j++)
   if(m[j]>m[j+1]) swap(m[j],m[j+1]);
}

Очевидно, що запропонована реалізація має основний недолік: 
рух виконується завжди до останньої пари, хоча остання пара вже 
обов’язково впорядкована. Для усунення цього недоліку потрібно 
зменшувати кількість пар, що переглядаються. Вкладений цикл 
можна оформити таким чином:
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for (int i=1; i<N; i++)
 for (int j=0; j<N-i; j++)
	 	 //Вже	впорядковані	елементи	правої	частини	масиву
	 	 //не	порівнюються}
  if (m[j]>m[j+1]) swap(m[j],m[j+1]);

Найбільша кількість елементарних обмінів останнього алго-
ритму у найгіршому випадку дорівнює загальній кількості порів-
нянь, яких: N N

N N
−( ) + −( ) +…+ =

−( )1 2 1
1

2
. Звідси складність сортування 

N-елементного масиву описаним способом має оцінку O(N2).
Тепер спробуємо зменшити кількість проходів по масиву, мо-

дифікувавши зовнішній цикл. За словесним описом алгоритму по-
вторювати проходи по масиву потрібно, доки масив не буде від-
сортовано. А тому зовнішній цикл повинен бути циклом «поки» 
(while). Виникає питання, за якою умовою він буде працювати, 
адже поняття «відсортовано – не відсортовано» не має відображен-
ня в операторах мови програмування. Для реалізації цієї перевірки 
пропонуємо застосувати метод, що має аналогію з методом доказу 
«від супротивного» у математиці.

У нашому випадку в якості припущення беремо наступне: «не-
хай масив вже відсортовано». Щоб перевірити припущення, потріб-
но пройти по масиву і порівняти усі пари сусідніх елементів. Якщо 
всі пари стоять правильно, масив відсортовано. Якщо ж хоча б раз 
виявиться, що пара елементів не задовольняє ключу сортування, то 
масив ще не відсортовано і потрібно почати перегляд спочатку.

Для фіксації ситуації «відсортовано – не відсортовано» візьмемо 
змінну логічного типу, причому домовимося, що значення цієї змін-
ної true відповідає відсортованому масиву і значення false – не від-
сортованому. Початкове значення змінної буде false, оскільки масив 
містить довільні елементи і принаймні один раз потрібно запустити 
цикл для перевірки усіх його пар сусідніх елементів. Але після входу 
в цикл while змінимо значення цієї змінної на true – припускаємо, 
що масив відсортовано. Якщо в результаті порівняння хоча б один 
раз відбулася переміна місцями елементів масиву, припущення було 
хибним, тобто міняємо значення змінної на false. Якщо в результаті 
чергового проходу всі елементи виявилися на своїх місцях, змінна 
залишиться у стані true і цикл while припинить свою роботу. Отже 
фрагмент програмної реалізації має вигляд:
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bool	flag=false;
while	(!flag)
{
	 flag=true;	//	Припускаємо,	що	масив	відсортовано
 for (int j=0; j<N-1; j++)
  if (m[j]>m[j+1])
  {
	 	 	 flag=false;	//	Припущення	було	хибним
   swap(m[j], m[j+1]);
  }
}

Дана реалізація дозволяє зменшити кількість проходів по масиву 
до необхідного мінімуму. Так, якщо масив відразу відсортовано, пер-
ший прохід буде єдиним, оскільки в результаті його виконання змінна 
flag не змінить свого стану (всі пари елементів розміщені згідно клю-
ча сортування). Однак, при несприятливому стані масиву (відсортова-
но навпаки), кількість проходів зменшити не вдасться, адже елементи, 
що знаходяться в кінці масиву, потрібно перемістити на початок.

Можна дещо зменшити кількість порівнянь у вкладеному ци-
клі для довільного масиву, якщо кінцеве значення змінної циклу 
коригувати, як і в попередньому випадку, з урахуванням того, що 
при кожному проході принаймні один елемент займає свою позицію. 
Тоді заголовок вкладеного циклу for буде мати наступний вигляд:

	 for	(int	j=0;	j<N-і;	j++)	...

Як при цьому повинна змінюватися змінна i подумайте само-
стійно.

При сортуванні на деякому кроці виконання алгоритму може 
трапитися така ситуація, коли ліва частина масиву ще не відсор-
тована, а права вже впорядкована, причому всі значення впоряд-
кованої частини перевищують значення невпорядкованої частини. 
Наприклад (впорядкована частина підкреслена): 

3 12 –4 –5 2 100 101 200 240 241 ...
У цьому випадку навіть зменшення кінцевого значення циклу на 

і суттєво не покращить ситуацію і кількість зайвих перевірок буде 
досить великою. З метою урахування вказаної ситуації пропонуємо 
ввести поняття «правої границі перестановки». Під цією величиною 
будемо розуміти індекс найправішого елементу масиву, який на по-
передньому проході брав участь у перестановці. 
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На початку алгоритму індекс найправішого елементу переста-
новки буде N–1, оскільки стан випадково заданого масиву не відо-
мий і можлива ситуація, що в його правому кінці елементи ще не 
впорядковані. На кожному проході будемо запам’ятовувати поточну 
границю перестановки, яка після завершення роботи вкладеного ци-
клу буде дорівнювати індексу лівого елементу останньої переставле-
ної пари. Очевидно, що всі елементи, які розташовані правіше цього 
індексу, вже впорядковано і на наступному проході їх порівнювати 
нема сенсу. Фрагмент функції, що реалізовує описаний алгоритм, 
має наступний вигляд:

bool	flag=false;
int i;
int	right=N-1;	//	Початкове	значення	останньої	праворуч	перестановки
while	(!flag)
{
	 flag=true;	//	Припускаємо,	що	масив	відсортовано
	 for	(int	j=0;	j<right;	j++)
  if (m[j]>m[j+1])
  {
	 	 	 flag=false;	//	Припущення	було	хибним
   swap(m[j],m[j+1]);
	 	 	 i=j;	//	Запам’ятовування	індексу	поточної	перестановки
  }
	 right=i;	//	Запам’ятовування	індексу	останньої
	 	 	 	 	 	//	праворуч	перестановки
}

Запропонована реалізація дозволяє максимально швидко пе-
реміщувати максимальні елементи з лівого краю масиву у правий 
без виконання зайвих перевірок та проходів по масиву. Але якщо з 
правого боку масиву будуть знаходитися мінімальні значення, цей 
метод ситуацію не покращить, адже мінімум за повний прохід по 
масиву переміститься тільки на одну позицію. Наприклад, для та-
кого набору даних:

12 23 45 234 235 700 1000 1001 2034 1
після завершення проходу по масиву мінімальний елемент з пра-

вого боку займе замість останнього передостаннє місце:
12 23 45 234 235 700 1000 1001 1 2034
Щоб прискорити просування маленьких чисел справа наліво до 

початку масиву, оптимальною буде організація зворотного проходу 
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по масиву – від останнього елемента до першого. Цей прохід дозво-
лить мінімальному елементу швидко стати на своє місце. Крім цього, 
можна використати той самий прийом, що й раніше, для зменшен-
ня кількості проходів внутрішнього циклу: запам’ятовувати номер 
останнього елементу (найлівішого), що переставлявся, для викорис-
тання його індексу в якості границі невідсортованої частини. 

Однак, просто замінити проходи по масиву зліва направо на 
зворотні (справа наліво) не має сенсу, оскільки у загальному ви-
падку початковий стан елементів невідомий. А тому пропонується 
чергувати проходи зліва направо зі зворотніми проходами – справа 
наліво. У такому випадку масив буде відсортований не більше, ніж 
за N/2 таких «подвійних» проходів. Використовуючи прапорець, 
можна ще покращити алгоритм, завершуючи процес впорядкуван-
ня, коли перестановки вже не виконуються.

Такий різновид вдосконалення базового алгоритму обмінного 
сортування називається методом «шейкера». Він має особливий ви-
граш, коли багато елементів вхідного масиву даних стоять далеко 
від правильних своїх позицій. Програмна реалізація алгоритму шей-
керного сортування має наступний вигляд:

void ShakerSort (int m[], int N)
{
	 int	Left=0,	Right=N-1,	i;
	 bool	flag=false;
	 while	(!flag)
 {
	 	 flag=true;
	 	 for	(int	j=Left;	j<Right;	j++)
   if (m[j]>m[j+1]) 
   {
    swap(m[j],m[j+1]);
    i=j;
	 	 	 	 flag=false;
   }
	 	 Right=i;
	 	 if	(!flag)
  {
	 	 	 for	(int	j=Right;	j>=Left;	j--)
    if (m[j]>m[j+1])
    {
     swap(m[j],m[j+1]);
     i=j;
	 	 	 	 	 flag=false;
    }
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   Left=i;
  }
 }
}

Текст програми, як бачимо, став значно більшим, але швидкість 
сортування помітно зростає, якщо на вхід подано достатньо великий 
обсяг даних.

При розгляді запропонованих алгоритмів потрібно чітко розумі-
ти, що наявність двох циклів для сортування одновимірного маси-
ву обгрунтована необхідністю організувати кілька (зовнішній цикл) 
проходів по масиву (внутрішній цикл). Кожен з них не залежить від 
іншого і тому запропоновані оптимізації можна використовувати як 
разом, так і окремо. Наприклад, оптимізація з використанням пра-
порця може не передбачати зменшення кількості проходів внутріш-
нього циклу, тобто внутрішній цикл може виконуватись N–1 разів, 
але при черговому проході без перестановок елементів прапорець 
буде набувати значення false і завершувати виконання алгоритму.

Сортування вибором
Даний метод сортування, виходячи з назви, основною операцією 

має операцію вибору. Очевидно, що при сортуванні вибирати по-
трібно максимальні або мінімальні елементи, адже чітко відомо, де 
вони повинні міститися у відсортованому масиві. Розглянемо спо-
чатку алгоритм, у якому будуть шукатися максимуми. Оскільки 
сортувати ми будемо за зростанням (неспаданням), найбільші еле-
менти будуть міститься з правого боку масиву.

Почнемо з пошуку максимального елементу заданого масиву. У 
відсортованому наборі цей елемент повинен знаходитися на остан-
ньому місці, однак там знаходиться інший елемент. А тому потрібно 
поміняти місцями ці два елементи – максимальний та останній. Далі 
аналогічні дії (пошук максимуму та виставлення його у правий бік) 
повторюємо без урахування вже виставленого елементу. Поступово 
кількість елементів, що знаходяться на своїх місцях, збільшується, 
а кількість невідсортованих елементів – зменшується. Процес від-
бувається N–1 разів і завершується, коли у невідсортованій частині 
залишиться тільки один елемент.

Промоделюємо алгоритм на конкретному наборі даних: 10 –6 
13 24 0 –67 100 75. Будемо знаходити на кожному кроці максимум 
(підкреслений елемент) і міняти його місцями з останнім елементом 
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розглядуваної частини масиву:
10 –6 13 24 0 –67 100 –75
10 –6 13 24 0 –67 –75 100
10 –6 13 –75 0 –67 24 100
10 –6 –67 –75 0 13 24 100
0 –6 –67 –75 10 13 24 100
–75 –6 –67 0 10 13 24 100
–75 –67 –6 0 10 13 24 100
–75 –67 –6 0 10 13 24 100
Функція, яка реалізує описаний алгоритм, має вигляд:

void selectSort(int m[], int N)
{
	 int	iMax;	//індекс	максимального	значення
 for (int k=N-1; k>0; k--) 
 {
  iMax=0;
  for (int i=1; i<=k; i++)
   if (m[i]>m[iMax]) iMax=i;
  if (iMax != k) swap(m[k],m[iMax]);
 }
}

Перший цикл реалізації організовує N–1 раз пошук максималь-
ного елементу масиву, причому він організований таким чином, щоб 
його параметр дорівнював індексу останнього розглядуваного еле-
менту масиву. Другий цикл призначений безпосередньо для пошуку 
максимуму у розглядуваному підмасиві.

Очевидно, що складність цього алгоритму, як і алгоритму об-
мінного сортування, має оцінку O(N2) – два вкладених цикли. У 
порівнянні з бульбашковим сортуванням він потребує меншої кіль-
кості обмінів – не більше N–1. Однак, на відміну від обмінного, 
складність цього сортування завжди однакова, оскільки пошук 
максимуму – це повноперебірна задача, і здійснювати цей пошук 
потрібно N–1 разів.

Наведений алгоритм має один непомітний недолік, який може 
бути важливим у деяких реальних задачах. Однакові значення піс-
ля сортування змінюють свій взаємний порядок, тому цей алгоритм 
називають нестійким. На відміну від нього, бульбашкове сорту-
вання упорядковує однакові значення, зберігаючи їхнє взаємне роз-
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ташування, тому є стійким. У деяких задачах це буває дуже сут-
тєвим, а тому потрібно це враховувати.

Сортування вставками
Наступні алгоритми сортування – вставками – відрізняються від 

наведених вище алгоритмів тим, що шукаються не «елементи для 
місць», а «місця для елементів». Спочатку розглянемо так званий 
алгоритм прямих вставок.

У масиві виділяємо дві частини: відсортовану та невідсортова-
ну. Оскільки нам нічого не відомо про початковий стан елементів, 
у відсортовану частину спочатку потрапляє тільки один елемент, 
адже один елемент сам із собою відсортований. Далі щоразу беремо 
чергове значення з невідсортованої частини та вставляємо його до 
відсортованої так, щоб вона не втратила впорядкованості. Для цьо-
го зсуваємо всі елементи, що стоять лівіше розглядуваного та більші 
за нього вправо. У певний момент виявляється, що всі елементи 
зсунуті і на звільнене місце можна поставити розглядуваний еле-
мент. Отже, елемент «вставляється» у відсортовану частину масиву 
(звідки й назва методу). Функція, що реалізує описаний алгоритм, 
має такий вигляд:

void insertSort(int m[], int N)
{
 int etalon,i;
 for (int j=1; j<N; j++)
 {
	 	 etalon=m[j];	//	Елемент,	для	якого	буде	шукатися	місце
  i=j-1;
  while (m[i]>etalon && i>=0)
  {
	 	 	 //	Зсув	усіх	елементів,	що	більші	розглядуваного
   m[i+1]=m[i]; i--;
  }
	 	 //	Вставка	елементу	на	звільнене	місце
  m[i+1]=etalon;
 }
}

Можна реалізувати алгоритм вставки дещо по-іншому, але для 
цього потрібні допоміжні витрати пам’яті. Щоб став зрозумілий під-
хід, наведемо аналогію. Припустимо є такий набір даних: 23 45 12 
7 -4 100. Очевидно, що число 23 у відсортованому масиві буде на 
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четвертому місці, оскільки менше за нього три елементи, число 45 – 
на п’ятому з тієї ж причини, число 12 – на третьому, і так далі.

Оскільки визначені місця для елементів у масиві зайняті, до-
ведеться ставити їх не у початковий масив, а у інший – додатковий. 
Таким чином, цей алгоритм вимагає додаткових витрат пам’яті для 
своєї реалізації. Крім того, певна проблема виникає з однаковими 
елементами – адже за наведеним алгоритмом вони будуть потрапля-
ти в одну ту саму позицію. Можна знайти кілька методів боротьби 
з цим недоліком. Та ми пропонуємо такий: для визначення місця 
розташування розглядуваного елементу у відсортованому масиві 
потрібно порахувати не тільки кількість елементів, що менші за да-
ний, але й ті, що рівні даному та розташовані раніше нього. Тоді для 
кожного елементу початкового масиву буде визначатися унікальне 
місце в результуючому. Програмна реалізація описаного методу має 
такий вигляд:

void counter(int m[], int M[], int N)
{
 int cnt;
 for (int i=0; i<N; i++)
 {
  cnt=0;
  for (int j=0; j<N; j++)
   if (m[j]<m[i] || m[i]==m[j] && j<i)
    cnt++;
  M[cnt]=m[i];
 }
}

Зверніть увагу, що ця функція на відміну від попередніх має 
три аргументи, два з яких масиви:

• m – не відсортований масив;
• M – відсортований масив.
Після виконання функції початковий масив залишиться без змін, 

а новий масив буде містити відсортовані елементи вихідного масиву. 
Складність запропонованих методів прямої вставки також має оцін-
ку O(N2), оскільки кожен з них містить два вкладених цикли.

У 1959 році Д. Шелл запропонував удосконалення алгоритму 
прямих вставок. Його ідея — порівнювати елементи, що знаходять-
ся на певній відстані один від одного, і покроково зменшувати цю 
відстань.
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Розглянемо приклад. Нехай масив має такий вигляд.
44 55 12 42 94 18 06 67
Спочатку окремо згрупуємо й упорядкуємо за допомогою пря-

мих вставок елементи, які знаходяться на відстані 4 (четверне впо-
рядкування). У цьому прикладі вісім елементів, тому групи містять 
по два елементи.

44 18 06 42 94 55 12 67
Тепер згрупуємо елементи на відстані 2 (подвійне впорядкуван-

ня). Маємо дві групи по чотири елементи.
06 18 12 42 44 55 94 67
Нарешті, виконаємо звичайне (одинарне) впорядкування, порів-

нюючи сусідні елементи.
06 12 18 42 44 55 67 94
З описаного зрозуміло, що початкова відстань step = N/2. Після 

кожного проходу вона зменшується вдвічі.

void ShellSort(int m[], int N)
{
 int etalon, j;
 for (int step=N/2; step>0; step/=2)
  for (int i=step; i<N; i++)
  {
   etalon = m[i];
   for (j=i-step; j>=0 && m[j]>temp; j-=step)
    m[j+step] = m[j];
   m[j+step] = etalon;
  }
}

Ідея методу Шелла: змінити масив так, щоб кожна група еле-
ментів на відстані step була впорядкованою. Це дозволяє за деякого 
ряду відстаней порівняння step, остання з яких дорівнює одиниці, 
отримати упорядкований масив. Ефективність сортування Шелла 
забезпечується тим, що елементи «швидше» стають на свої місця, 
адже вони «перескакують» на більшу за одиницю відстань від по-
чаткового стану до кінцевого розташування у відсортованому ма-
сиві. Найголовнішим питанням є тільки питання, яку послідовність 
кроків слід обрати?

Запропоновані Шеллом проміжки, які обчислювалися методом 
ділення навпіл, у найгіршому випадку дають складність O(N2). Ба-
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гато математиків досліджували представлений алгоритм, вибираю-
чи різні відстані та доводячи їх складність для найгіршого випадку. 
Один з найкращих результатів був отриманий Седжвіком: за його 
дослідженнями при певних кроках можна отримати складність вка-
заного алгоритму O N( )

7
6 .

По суті, єдиною перевагою наведених вище алгоритмів є про-
стота й швидкість програмування та наладки. Проте майже всі вони 
мають оцінку складності O(N2) і за великих N працюють надто по-
вільно.

Швидкі алгоритми сортування
Розглянемо тепер алгоритми, які мають оцінку складнос-

ті O(N  log N) і за великих N працюють значно швидше. Проте їх 
важче зрозуміти й налагодити, деяким з них потрібна додаткова 
пам’ять великого розміру.

Розглянемо такі методи швидкого сортування:
• індексне сортування;
• пірамідальне сортування;
• швидке сортування;
• порозрядне сортування;
• сортування «злиттям».

Індексне сортування
Цей алгоритм сортування є найшвидшим, але він має один сут-

тєвий недолік: за його допомогою можна сортувати тільки значення 
обмеженого діапазону. Для пояснення алгоритму розглянемо набір 
даних, що є натуральними числами, які не перевищують значення 
100. Для таких даних можна виконати наступне: спочатку лінійним 
проходом підрахувати кількість елементів кожного номіналу, а по-
тім, за необхідності, другим лінійним проходом заповнити вхідний 
масив. Наприклад, для масиву 1 5 2 1 5 3 4 2 за описаним алго-
ритмом спочатку буде пораховано, що він містить дві одиниці, дві 
двійки, одну трійку, одну четвірку та дві п’ятірки. Далі записати 
потрібну кількість кожного з чисел поверх вхідних даних не вияв-
ляється складним.

Для реалізації алгоритму, очевидно, знадобляться додаткові ви-
трати пам’яті для збереження кількості елементів кожного номіна-
лу. Це повинен бути масив з кількістю елементів, рівною кількості 
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різних номіналів вихідного масиву. Функція, що реалізує описаний 
алгоритм, має такий вигляд:

void IndexSort(int m[], int N)
{
	 int	cnt[101]={0};	//	Масив	для	підрахунку	кількості	елементів	
																				//	кожного	номіналу
 for (int i=0; i<N; i++)
	 	 cnt[m[i]]++;	//	Підрахунок	кількості
	 //	Заповнення	вихідного	масиву	даними	у	відсортованому	порядку
 for (int i=100; i>0; i--)
  for (int j=0; j<cnt[i]; j++)
  {
   N--;
   m[N]=i;
  }
}

Як відомо, розмір масиву обмежений можливостями системи, а 
тому набори даних діапазоном [–2*109..2*109] або більше відсортува-
ти цим методом не вдасться. Крім того, оскільки при виконанні під-
рахунку кількості кожного номіналу початкового набору, елемен-
ти цього масиву є індексами допоміжного масиву, сортувати дійсні 
числа таким чином також не вдасться.

Аналіз алгоритму показує, що він має складність O(2*N), тобто 
є лінійним з точністю до константи. Другий прохід по масиву потрі-
бен тільки для того, щоб заповнити вихідний масив відсортованими 
числами. Для розв’язання деяких задач отримання відсортованого 
масиву необов’язково і тоді складність описаного алгоритму є стро-
го лінійною.

Пірамідальне сортування
Пірамідальне сортування (або сортування за допомогою 

купи) використовує бінарне дерево (піраміду або купу). А тому 
спочатку розглянемо це поняття. 

Деревом називається ієрархічна структура, що має зв’язки 
«батько-син». Кожен елемент дерева називається вузлом, а зв’язки 
між вузлами – дугами. Вузол, що не залежить від інших (вузол з 
номером 1), називається коренем дерева. Вузли, що є залежними 
від інших, називаються синами. Наприклад, вузли 2 та 3 – сини 
для вузла 1. Вузли, що мають підлеглих, називаються батьками. 
Так, вузол 1 – батько для вузлів 2 та 3, вузол 4 – батько для вузлів 



26

Ірина Скляр. Сортування лінійних масивів

8 та 9. Вузли, що не мають синів, називаються листами (вузли 6, 
7, 8, 9 та 10).

Якщо у кожного батька не більше
1

2 3

4 5 6 7

8 9 10

 
двох синів, дерево називається двійко-
вим (дивись малюнок).

Побудуємо двійкове дерево таким чи-
ном. Перший вузол – корінь. Далі буде-
мо додавати вузли рядками, подвоюючи 
кількість елементів у кожному рядку: 
якщо у першому рядку перший елемент, то у другому — елементи 
2 і 3, у третьому – елементи 4–7, далі – 8–15 тощо. Останній рядок 
може залишитися неповним. Наприклад, при n=10 буде утворено 
дерево, як на рисунку праворуч. Таке дерево називається збалансо-
ваним і дійсно нагадує піраміду або купу.

Якщо розташовані у вузлах зображеного дерева числа вважати 
індексами, то фактично воно є нетрадиційним відображенням ліній-
ного масиву з індексацією від 1 до N, де N – кількість елементів ма-
сиву. Очевидно, що в такому масиві елемент з індексом 1 є коренем, 
N/2 (цілочисельне ділення) елементів є батьками. Кожен батько 
має не більше двох синів (дерево двійкове), причому у кожного i-го 
батька сини мають індекси 2*i та 2*i+1. Перший з них називається 
лівим, а другий – правим синами.

А тепер розглянемо безпосередньо сам алгоритм пірамідального 
сортування. Припустимо, масив двійкового збалансованого дерева 
має таку властивість: усі його батьки є не меншими за обох своїх 
синів. Дерево з такою властивістю називається правильним, або 
правильною купою.

Розглянемо приклад правильного дерева, яке відповідає послі-
довності значень масиву 30, 12, 30, 12, 5, 29, 2, 11, 10, 3.

30
12 30

12 5 29 2
11 10 3

Сортування за допомогою купи використовує те, що корінь пра-
вильної купи містить її максимальне значення. Поміняємо місцями 
значення першого елемента масиву (кореня дерева) та останнього. 
Найбільше значення після цього займе «своє» останнє місце в ма-
сиві, і далі про нього можна забути. Серед решти елементів масиву 
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тільки перший елемент втратив властивість правильної купи – бать-
ки не менше своїх синів. Якщо відновити цю властивість, корінь 
знову стане максимумом і його потрібно буде обміняти місцями з 
передостаннім. Так потрібно діяти, поки дерево не скоротиться до 
одного елемента.

Щоб довільний масив перетворити на правильну купу, а також 
відновлювати властивість купи після кожної переміни місцями по-
трібно мати функцію, яка відновлює цю властивість для заданого 
елемента-батька. Очевидно, що якщо нижче деякого вузла дерева 
властивість правильної купи вже досягнута, то даний вузол можна 
«полагодити» шляхом порівняння з його синами. Якщо виявиться, 
що найбільший з двох синів не перевищує батька, властивість купи 
для даного вузла справджується. Якщо ж батько виявися меншим 
за більшого зі своїх синів, їх потрібно поміняти місцями. Далі по-
трібно перевірити піддерево нижчого рівня, у якого змінився вузол, 
на збереження властивості правильної купи і за необхідності від-
новити цю властивість. Функція, яка виконує цей процес, має такий 
вигляд:

void rebuild(int m[], int father, int last_ind)
{
 int maxSon;
	 while	(father<=last_ind/2)	//	Перевірка,	що	елемент	ще	є	батьком
 {
	 	 //	Пошук	максимального	сина	у	батька
	 	 maxSon=2*father;	//	Лівий	син	є	завжди
	 	 if	(2*father+1<=last_ind	//	Перевірка	наявності	правого	сина
    && m[maxSon]<m[maxSon+1])
   maxSon++;
  if (m[maxSon]>m[father])
	 	 //	Порівняння	максимального	сина	з	батьком
  {
   swap(m[maxSon],m[father]);
	 	 	 father=maxSon;	//	Оголошення	батьком	«зіпсованого»	сина
  }
	 	 else	father=last_ind;	//	Завершення	роботи	циклу
 }
}

Тепер пояснимо, як за допомогою функції можна зробити пере-
будову довільного масиву у правильну купу з властивістю «батьки 
не менше своїх синів». Очевидно, що всі елементи-листя є «пра-
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вильними», оскільки їх немає з чим порівнювати. Найпростіше 
відновити властивість купи у «наймолодшого» (з найбільшим но-
мером) батька, тобто батька з номером N/2. Для цього достатньо 
поміняти його з найбільшим із синів. Піднімаючись поступово до 
кореня дерева, будемо утворювати правильні піддерева для батьків 
N/2–1, N/2–2, …, 1. Це дозволить стверджувати, що побудований 
масив представляє правильну купу.

Нарешті, підведемо підсумки. Пірамідальне сортування склада-
ється з двох етапів:

• перебудова довільного масиву у правильну купу, в якій 
батьки не менше своїх синів (при сортуванні за зростанням);

• безпосереднє сортування методом прямого вибору. Для цьо-
го максимальний елемент (корінь) міняється місцями з останнім 
елементом підмасиву, що сортується. Далі вже виставлений елемент 
викидається з розгляду, а для решти елементів відновлюється влас-
тивість правильної купи. Процес триває N–1 разів.

Функція пірамідального сортування має такий вигляд:

void heapsort(int m[], int N)
{
 for (int i=N/2; i>0; i--)
  rebuild(m,i,N);
 for (int i=N; i>1; i--)
 {
  swap(m[1],m[i]);
  rebuild(m,1,i-1);
 }
}

Оцінимо складність алгоритму. Очевидно, що вона прямо про-
порційна загальній кількості викликів функції rebuild. На першому 
етапі при перебудові масиву у правильну купу ця функція викли-
кається N разів, а при сортуванні – ще N–1 разів. Тепер оцінимо 
складність виконання одного виклику процедури rebuild. Поміти-
мо, що в циклі значення змінної father не менш ніж подвоюється, 
а цикл не буде продовжуватися, якщо це значення стане більше 
las_index, яке не більше N. Отже, таких подвоювань не може бути 
більше ніж [log2N]. Кількість дій у тілі циклу є константою, тому 
загальна складність має оцінку O(N log N).
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Висотою вузла дерева називають кількість ребер у найдовшому 
шляху з цієї вершини вниз до листків; висоту кореня називають 
висотою дерева. Дерево, яке утворено як піраміда з n вузлів, має 
висоту [log2n].

Швидке сортування
Перший алгоритм швидкого сортування було розроблено в 1960 

році Ч.А.Р.Хоаром (C.A.R.Hoare). Цей алгоритм є одним із найпо-
пулярніших, оскільки порівняно нескладний у реалізації, добре пра-
цює на різноманітних видах вхідних даних і не вимагає величезних 
обсягів додаткової пам’яті (окрім відносно невеликого стека).

Ідея швидкого сортування така. У деякий спосіб вибирається ета-
лонне значення etalon. Значення елементів масиву m обмінюються 
так, що масив розбивається на дві ділянки – ліву та праву. Елементи в 
лівій ділянці мають значення не більше etalon, а у правій – не менше. 
Після цього достатньо окремо відсортувати ці дві ділянки.

Існує простий, але досить ефективний спосіб вибору etalon на 
ділянці масиву m[Left], …, m[Right]: etalon=m[(Left+Right)/2]. 
Для розбиття використовуються два індекси — «лівий курсор» i та 
«правий курсор» j. Спочатку i=Left, j=Right; далі вони рухають-
ся назустріч один одному в такий спосіб. Значення менше etalon 
(«хороші») в лівій частині пропускаються, а на «поганому» рух зу-
пиняється. Аналогічно після цього у правій частині пропускаються 
значення, що більші etalon. Якщо i ще не став більше j, то це озна-
чає, що обидва вони вказують на «погані» значення. Ці значення 
обмінюються місцями, а курсори зсуваються назустріч один одному. 
Рух курсорів продовжується, поки i не стане більше j. Тоді всі еле-
менти від m[Left] до m[j] мають значення не більше etalon, а всі 
від m[i] до m[Right] – не менше. Ці дві ділянки, якщо їх довжина 
більша 1, поділяються й сортуються рекурсивно. Якщо ж ділянка 
має довжину 1, то її вже відсортовано.

Оформимо сортування частини масиву m[Left], …, m[Right] 
такою функцією.

void	QuickSort(int	m[],	int	Left,	int	Right)
{
	 //	Встановлення	значень	«лівого»	та	«правого»	курсорів
	 int	i=Left,	j=Right;
	 //	Знаходження	еталону
	 int	etalon=m[(Left+Right)/2];
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 while (i<j)
 {
	 	 //	Пошук	елементів,	що	підлягають	переміні
  while (m[i]<etalon) i++;
  while (m[j]>etalon) j--;
  if (i<=j)
  {
	 	 	 //	Переміна	місцями	«поганих»	елементів
   swap(m[i],m[j]);
   i++; j--;
  }
 }
	 //	Сортування	лівої	частини	масиву
 if (Left<j) QuickSort(m,Left,j);
	 //	Сортування	правої	частини	масиву
	 if	(i<Right)	QuickSort(m,i,Right);
}

Оцінимо складність наведеної реалізації швидкого сортування. 
Нехай масив m має N елементів. Припустимо, що в кожному виклику 
функції QuickSort еталонним значенням буде найменше (або най-
більше) на ділянці від m[Left] до m[Right]. Тоді розбиття ділянки 
масиву довжиною Len дає ділянки довжиною 1 та Len–1. Оскільки 
поступово Len = N, N–1, …, 2, глибина рекурсії досягає O(N), а су-
марна складність має оцінку O(N)+O(N–1)+…+O(2)=O(N2).

Проте описаний найгірший випадок у реальних даних практич-
но ніколи не трапляється. Для переважної більшості даних розбит-
тя ділянки масиву дає дві ділянки з приблизно рівними довжинами. 
Тому розміри масивів, які сортуються, при переході на наступний 
рівень рекурсії зменшуються приблизно вдвічі. Отже, в середньо-
му кількість рівнів рекурсії оцінюється як O(log N). Очевидно, що 
на кожному рівні рекурсії сумарна складність є O(N), тому загальна 
складність в середньому має оцінку N*log(N). Численні практичні 
дослідження свідчать, що наведений алгоритм в середньому працює 
швидше, ніж інші алгоритми сортування, які мають складність най-
гіршого випадку N*log(N).

Для вибору еталонного значення існує багато способів, а не 
тільки вибір середнього елементу масиву. Теоретично, у якості ета-
лонного значення можна брати взагалі будь-яке довільне значення, 
хоча очевидно, що найкращий результат буде отриманий, якщо ета-
лонним буде медіана масиву (елемент, що у відсортованому масиві 
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буде знаходитись посередині). Дійсно, у цьому випадку масив буде 
розбиватися чітко на дві рівні частини і складність алгоритму буде 
максимально наближена до N*log(N).  Дуже гарно, крім того, якщо 
еталонним буде одне зі значень сортованої частини масиву, адже 
тоді не потрібно турбуватися про запобігання виходу за межі сорто-
ваної частини й перевіряти додаткові умови. 

Вибір «золотої середини» (значення, яке має бути посередині, 
або медіана) вимагає чималих додаткових зусиль і може взагалі 
погіршити оцінку складності. Проте досить ефективним є вибір се-
реднього з трьох значень — першого (з індексом Left), останнього 
(Right) та серединного ((Left+Right)/2). Для цього перед вибором 
еталона їх можна обміняти місцями у такий спосіб. 

if	m[Left]	>	m[(Left+Right)/2]	
	 swap(m[Left],m[(Left+Right)/2]);
if	m[(Left+Right)/2]	>	m[Right]	
	 swap	(m[(Left+Right)/2],m[Right]);
if	m[Left]	>	m[(Left+Right)/2]
	 swap(m[Left],m[(Left+Right)/2]);
etalon	:=	m[(Left+Right)/2];

Швидке сортування не зберігає взаємного порядку однакових 
значень, тобто є нестійким.

Ітеративна версія алгоритму. Як відомо, рекурсивні вер-
сії підпрограм працюють повільніше, ніж їх ітеративні аналоги. А 
тому запишемо ітеративну функцію, в якій явно реалізуємо обробку 
стека, необхідну для реалізації алгоритму. 

Помітимо, що при заглибленні в рекурсію швидкого сортування, 
параметрами, що нею керують, є ліва та права границі сортованих 
підмасивів. В рекурсивній реалізації ці значення зберігаються у апа-
ратному стеку (частині оперативної пам’яті). Тому в ітеративній 
реалізації потрібно моделювати роботу апаратного стеку за допо-
могою масиву Stack, в якому будемо зберігати ліві та праві межі 
сортованих підмасивів. Щоб масив Stack опрацьовувався за прин-
ципом стеку (перший прийшов останній пішов), уведемо поняття 
top (вершини стеку) – індекс цього масиву, з якого можна читати 
елемент. Якщо є потреба записати нове значення у масив Stack, 
то спочатку індекс top збільшується, а потім записується нове зна-
чення (імітація покладання нового елементу «поверх» попередніх). 
Якщо ж треба забрати елемент зі стеку, він береться з верхівки (ін-
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декс top), після чого індекс top зменшується на 1. Коли цей індекс 
стане від’ємним – стек буде вважатися пустим.

void QuickSort_it(int m[], int N)
{
 int stack[1000][2];
	 //Перший	елемент	стеку	буде	містити	початкові	границі
	 int	top=0,Left,Right,i,j,etalon;
	 //Ліва	границя	початкового	масиву	–	0,	права	–	N-1;
 stack[0][0]=0; stack[0][1]=N-1;
 while(top>=0)
 {
  Left=stack[top][0];
	 	 Right=stack[top][1];
  top--;
	 	 //Встановлення	значень	«лівого»	та	«правого»	курсорів
	 	 i=Left;	j=Right;
	 	 //Знаходження	еталону
	 	 etalon=m[(Left+Right)/2];
  while (i<j)
  {
	 	 	 //Пошук	елементів,	що	підлягають	обміну
   while (m[i]<etalon) i++;
   while (m[j]>etalon) j--;
   if (i<=j)
   {
	 	 	 	 //Обмін	місцями	«поганих»	елементів
    swap(m[i],m[j]);
    i++; j--;
   }
  }
	 	 //Запам’ятовування	границь	лівої	частини	масиву
  if (Left<j)
  {
   top++;
   stack[top][0]=Left;
   stack[top][1]=j;
  }
	 	 //Запам’ятовування	границь	правої	частини	масиву
	 	 if	(i<Right)
  {
   top++;
   stack[top][0]=i;
	 	 	 stack[top][1]=Right;
  }
 }
}
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Сортування злиттям
В основі алгоритмів сортування «злиттям» лежить об’єднання 

двох упорядкованих послідовностей в одну. Це схоже на перебудову 
двох колон учнів, вишикуваних за зростом, в одну. Учні, перші у 
своїх колонах, порівнюються; вищий стає у нову колону, інший за-
лишається першим у своїй. Після цього в колоні, з якої пішов учень, 
наступний за зростом учень стає першим. Знову порівнюються пер-
ші, і так вони діють, поки в одній з колон нікого не залишиться — 
тоді решта іншої колони перейде у хвіст нової без зміни порядку.

Нехай у масиві m з елемента m[Left] починається упорядкована 
ділянка довжиною Middle–Left+1, а з елемента m[Middle+1] – 
ділянка довжиною Right–Middle. Під упорядкованою ділянкою 
(відрізком або серією) розуміємо ділянку, яка не є частиною іншої 
упорядкованої ділянки. Наприклад, довжина таких упорядкованих 
ділянок дорівнює Middle–Left+1 = 3 і Right–Middle = 3.

1 3 13 2 5 19
Left Middle Middle+1 Right
Вони об’єднуються в таку ділянку довжиною Right–Left+1 у 

допоміжному масиві temp.
1 2 3 5 13 19

Left Middle Middle+1 Right
Розглянемо процедуру злиття в масив temp пари суміжних ді-

лянок масиву m, в якому ліва містить індекси від Left до Middle, 
а права — від Middle+1 до Right. 

void	Merge(int	m[],int	temp[],int	Left,int	Middle,int	Right)
{
 int i=Left, j=Middle+1;
	 for	(int	k=Left;	k<=Right;	k++)
 {
  if(i>Middle)
  {
	 	 	 //Перша	ділянка	закінчилася
   temp[k]=m[j]; j++;
  }
	 	 else	if	(j>Right)
  {
	 	 	 //Друга	ділянка	закінчилася
   temp[k]=m[i]; i++;
  }
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  else if(m[i]>m[j])
  {
	 	 	 //Елемент	першої	ділянки	більший	за	елемент	другої
   temp[k]=m[j]; j++;
  }
  else
  {
	 	 	 //Елемент	другої	ділянки	більший	за	елемент	першої
   temp[k]=m[i]; i++;
  }
 }
}

Очевидно, тіло циклу виконується Right–Left+1 разів, і щора-
зу виконується O(1) елементарних дій. Отже, складність виконання 
виклику функції merge є O(right–left+1).

Тепер можна використати цей алгоритм для сортування довіль-
ного масиву. Для цього у заданому масиві шукається пара суміж-
них відсортованих ділянок, які зливаються у допоміжний масив 
за допомогою наведеної функції merge. Потім відбувається пошук 
та об’єднується наступна пара тощо. Наприкінці масиву може за-
лишитися ділянка, яка не має пари, тоді її потрібно скопіювати без 
змін.

Після першого проходження масивом може трапитися, що він 
ще не повністю буде відсортований, лише відсортовані ділянки ста-
нуть довшими. Тоді на наступному кроці потрібно виконати анало-
гічне злиття пар ділянок допоміжного масиву в основний. Кроки 
будуть повторюватися, доки якийсь із масивів не перетвориться на 
одну упорядковану ділянку. Якщо це допоміжний масив (на непар-
ному кроці), він копіюється в основний.

Продемонструємо виконання алгоритму на масиві m = 11, 10, 9, 
8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 довжиною N = 11. Упорядковані послідовності 
будемо виділяти дужками < >, пари ділянок, які об’єднуються, від-
окремлювати «;», temp — ім’я допоміжного масиву. 

A = <11><10>; <9><8>; <7><6>; <5><4>; <3><2>; <1>
temp = <10, 11><8, 9>; <6, 7><4, 5>; <2, 3><1>
A = <8, 9, 10, 11><4, 5, 6, 7>;<1, 2, 3>
temp = <4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11><1, 2, 3>
A = <1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11>
Як бачите, масив відсортовано за чотири кроки злиття.



35

Ірина Скляр. Сортування лінійних масивів

Після першого кроку злиття довжина упорядкованих ділянок 
не менше 2 (за винятком, можливо, «хвоста» довжиною 1), після 
другого – не менше 4 (крім, можливо, «хвоста» меншої довжини) 
тощо. Отже, після i-го кроку довжина упорядкованих ділянок, крім, 
можливо, «хвоста», не менше 2i. Нехай N – кількість елементів ма-
сиву. На останньому, k-му, кроці об’єднуються дві ділянки; перша 
з них має довжину не менше 2k–1, причому 2k–1<N. Отже, кількість 
кроків k<log N+1. За рахунок можливого додаткового копіювання 
кількість кроків треба збільшити на 1, але оцінка O(log N) збере-
жеться. На кожному кроці загальна кількість елементарних дій є 
O(N), тому складність алгоритму – O(N*log N).

Реалізуємо алгоритм сортування злиттям за допомогою функції 
sortByMrg. Крок злиття ділянок одного масиву в інший оформимо 
функцією mergeStep, причому вона буде повертати ознаку того, 
що на кроці злиття було знайдено хоча б одну пару упорядкова-
них ділянок, а границі відсортованих ділянок будуть передаватися 
з функції за посиланням. Якщо пару не знайдено, то масив, почат-
ковий у виклику функції, відсортовано. На непарних кроках злиття 
функція mergeStep виконує злиття ділянок основного масиву m у 
допоміжний масив temp, на парних – навпаки. Якщо масив, почат-
ковий у виклику mergeStep, виявився відсортованим на парному 
кроці злиття, значить, це масив temp, і його треба скопіювати в 
основний масив m. А якщо на непарному кроці, то це масив m, і 
більше нічого робити не треба. 

Пару суміжних упорядкованих ділянок N-елементного масиву 
(перший із них починається індексом Left) шукає функція findPair. 
Вона повертає ознаку того, що пару знайдено. Праві межі ділянок 
зберігаються в її параметрах Middle і Right. Якщо після її викли-
ку справджується умова (Left==0 && Right==N–1), то пару не 
знайдено, тобто масив відсортовано. 

Для злиття використовуємо функцію merge (див. вище). Допо-
міжна функція копіювання ділянки масиву в інший масив copyAr 
є очевидною. 

bool	findPair(int	m[],int	N,	int	Left,	int	&	Middle,	int	&Right)
{
	 //Функція	повертає	ознаку	того,	що	пару	суміжних
	 //упорядкованих	ділянок	знайдено
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	 if	(Left>=N)	return	false;	//Масив	закінчився
	 //Пошук	початку	другої	упорядкованої	ділянки
 Middle=Left;
 while(Middle<N-1 && m[Middle]<=m[Middle+1]) Middle++;
 if (Middle==N-1)
 {
	 	 //Другої	ділянки	немає
	 	 Right=N-1;
  return false;
 }
	 //Пошук	закінчення	другої	упорядкованої	ділянки
	 Right=Middle+1;
	 while	(Right<N-1	&&	m[Right]<=m[Right+1])	Right++;
 return true;
}
void	copyAr(int	m[],	int	temp[],	int	Left,	int	Right)
{
	 for	(int	i=Left;	i<=Right;	i++)
  temp[i]=m[i];
}
bool	mergeStep(int	m[],	int	temp[],	int	N)
{
	 //функція	повертає	ознаку	того,	що	злиття
	 //масиву	m	у	масив	temp	відбулося
	 int	Left=0,	Middle,	Right;
	 while	(findPair(m,N,Left,Middle,Right))
 {
	 	 Merge(m,temp,Left,Middle,Right);
	 	 Left=Right+1;
 }
	 //Останній	виклик	findPair	повернув	false
	 if	(Left==0	&&	Right==N-1)	return	false;//Масив	відсортовано
	 if	(Left<=N-1)copyAr(m,temp,Left,N-1);	//Копіювання	«хвоста»
 return true;
}
void	SortByMrg(int	m[],	int	N)
{
	 int	temp[100000];	//Допоміжний	масив
	 int	step=0;				//Номер	кроку
	 bool	notSorted=true;	//Ознака	невідсортованості
 while (notSorted)
 {
  step++;
  if (step%2!=0)
	 	 	 //Ділянки	масиву	m	«зливаються»	у	масив	temp
	 	 	 notSorted=mergeStep(m,temp,N);
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  else
	 	 	 //Ділянки	масиву	temp	«зливаються»	у	масив	m
	 	 	 notSorted=mergeStep(temp,m,N);
 }
	 //Після	злиття	один	з	масивів	відсортовано
 if (step%2==0) copyAr(temp,m,0,N-1);
}
Алгоритм сортування злиттям сортує масиви з великою довжи-

ною значно швидше, ніж базові методи. Проте його головний недо-
лік – йому потрібен додатковий масив розміром N. Крім того, 
сортування злиттям зберігає взаємне розташування однакових зна-
чень, тобто є стійким.

В алгоритмах, заснованих на злитті, елементи послідовності об-
робляються у порядку їх розташування, тобто, по суті, без прямого 
доступу. Тому саме ці алгоритми використовуються для зовнішньо-
го сортування.
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Сергій Жуковський. Бітові операції
Основи порозрядної арифметики

Для забезпечення можливості роботи з двійковими розрядами у 
мові програмування С++ існують бітові операції, які є основою біто-
вої або порозрядної арифметики. Розглянемо основні бітові операції:

Назва операції Запис операції С++
Бітове заперечення, або інверсія ~

Бітове додавання |
Бітове множення &
Порозрядний ксор ^

Зсув вліво <<
Зсув вправо >>

Бітові операції застосовуються тільки до цілих чисел (у мові 
С++ також для типу char). При цьому потрібно враховувати відмін-
ність у поданні цілих та беззнакових (у С++ unsigned) цілих чисел.  
Розглянемо приклади застосування цих операцій:

Запишемо двохбайтове (16-бітове) ціле знакове число у 2-вій 
системі числення.

short
1  –  0000 0000 0000 0001
32767 –  0111 1111 1111 1111
–32768 –  1000 0000 0000 0000 (32767+1)
–1  –  1111 1111 1111 1111
Запишемо двохбайтове (16-бітове) ціле беззнакове число у 2-вій 

системі числення.
unsigned short
1  –  0000 0000 0000 0001
32767 –  0111 1111 1111 1111
32768 –  1000 0000 0000 0000 (32767+1)
65535 –  1111 1111 1111 1111

Функція переведення числа з 10-вої в 2-ву систему числення
C++

int bin(int n)
{
 if(n>1) bin(n / 2);
 cout<<(n % 2);
}
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int bin(int n)
{
 if(n>1) bin(n>>1);
 cout<<(n&1);
}

Приклад запису основних бітових операцій мовою С++.

#include <iostream>
using	namespace	std;
int main()
{
 int k=3,r,x=122,a=45,b=23,c;
 x = ~z;
 r1=a^(1<<k);
 cout<<r<<endl;
 cout<<x<<endl;
 cout<<r1<<endl;
 c=a | b;
 cout<<c<<endl;
 c=a&b;
 cout<<c<<endl;
 c=a^b;
 cout<<c<<endl;
 return 0;
}

Наведемо перелік основних задач на використання бітових опе-
рацій:

1. Формула x x kk⋅ = <<2  може бути виражена в C++ як x<<k.
2. Знайти цілу частину від ділення на k-у степінь двійки.
 x1=x>>2;
3. Визначити значення молодшого біта числа.
 bit=x&1;
4. Установити крайнiй справа нульовий бiт (необов’яз-

ково останнiй) рiвним одиницi.
 x1=x|(x+1);
Наприклад: Нехай х=10310=11001112. Отримаємо результат: 

х=11001112 or (11001112+1)=11011112=11110
5. Перевірити чи число х є числом виду: 2n–1. 
 x1=x&(x+1) – значення вказаного виразу буде рівно 0, якщо 

x=2n–1.
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6. Виділити крайній справа нульовий біт числа.
 x1=(~x)&(x+1);
Наприклад: Нехай х=10310=11001112. Отримаємо результат: 

х = not (11001112) and (11001112+1) = (00110002) and (11010002) = 
00010002=810

7. Виділити крайній справа одиничний біт числа.
 x1=x&((~x)+1);
8. Установити k-й біт числа рівний одиниці.
Приклад на С++: x1=x|(1>>(k–1));
Пояснення: для числа 6910=010001012 при k=4 результат матиме 

вигляд 010011012=7710.
9. Обнулити k-й біт числа.
 x1=x&(~(1<<(k–1)));
Пояснення: для числа 7710=010011012 при k=4 результат матиме 

вигляд 010001012=6910.
10. Виконати інверсію k-го біта числа.
 x1=x^(1<<(k–1));
Пояснення: для числа 7710=010011012 при k=4 результат матиме 

вигляд 010001012=6910.
11. Виділити k-й біт числа.
Формула: bit=(x>>(k–1))&1;
Пояснення: для числа 7910=010011112 при k=3 результат рівний 

1.
12. Перетворити на одиничний крайній справа непе-

рервний ланцюжок нульових бітів.
 x1=x|(x–1);
Пояснення: число 16810=101010002 перетворюється у число 

101011112=17510.
13. Продублювати правий крайній одиничний біт впра-

во, при цьому обнулити всі інші біти.
 x1=x^(x–1);
Пояснення: число 16810=101010002 перетворюється у число 

000011112=1510.
14. Встановити кінцеві нульові біти числа рівними одиниці, 

при цьому всі інші перетворити на нульові. – функція Фенвіка
 x1=(~x)&(x-1);
Пояснення: число 16810=101010002 перетворюється у число 

000001112=710.
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15. Перетворити на нульові k молодших бітів цілого до-
датного числа.

x1=(x)&((–1)<<k);
Пояснення: при k=3 число 7610=010011002 перетворюється у чис-

ло 010010002=7210.
16. Обнулити крайній справа неперервний ланцюжок 

одиничних бітів.
x1=((x|(x–1))+1)&x;
Пояснення: для числа 7610=010011002 результат матиме вигляд: 

6410=010000002.
Задачі
2k + 2n

https://www.e-olymp.com/uk/problems/5314
Задано два різних числа k та n. Виведіть значення 2k + 2n, ви-

користовуючи лише бітові операції.
Вхідні дані: Два різних числа k та n (0 ≤ k, n≤30).
Вихідні дані: Виведіть число 2k + 2n.
Input  0 1   Output  3
Скористаємся побітовими операціями. Зсунемо 1 на k біт ліво-

руч і іншу одиницю на n біт ліворуч і два результати додамо (1 << 
k+1 << n).

#include	<bits/stdc++.h>
using	namespace	std;
int main()
{
 int k,n,r;
 cin>>k>>n;
 r=(1<<k)+(1<<n);
 cout<<r<<endl;
 return 0;
}

Встановити біт
Задано цілі числа a та k. Виведіть число, яке отримується з a 

встановленням значення k-го біта в 1.
Вхідні дані: В одному рядку задано два числа a та k (0 ≤ a ≤ 109).
Вихідні дані: Виведіть число a зі встановленим k-им бітом.
Input  12 1   Output  14
Потрібно поставити 1 на k-й біт зліва. 
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Це можна зробити за допомогою такого запису a|(1<<k)

#include <iostream>
using	namespace	std;
int main()
{
 int k,a,r;
 cin>>a>>k;
 r=a|(1<<k);
 cout<<r<<endl;
 return 0;
}

Інвертувати біт
Задано цілі числа а та k. Виведіть число, яке отримується з а 

інвертуванням k-го біта.
Вхідні дані: В одному рядку задано два числа a та k (0 ≤ a ≤ 109).
Вихідні дані: Виведіть число a з інвертованим k-им бітом.
Input  15 2   Output  11
Щоб інвертувати біт, потрібно виконати операцію виключне або 

“^” даного біта з 1. Отже, результат a^(1<<k).

#include <iostream>
using	namespace	std;
int main()
{
 int a,k,r;
 cin>>a>>k;
 r=a^(1<<k);
 cout<<r<<endl;
 return 0;
}

Значення біта
https://www.e-olymp.com/uk/problems/5317
Дано цілі числа а та k. Виведіть значення k-го біта числа а, що 

дорівнює 0 або 1.
Вхідні дані: В одному рядку задано два числа а та k (0 ≤ а ≤ 109).
Вихідні дані: Виведіть значення k-ого біта числа а.
Input  179 0   Output  0
Зсунемо біти числа на k бітів праворуч і визначимо, яким буде 

крайнiй бiт в утвореному числi, за допомогою операції & 1. (a>>k) & 1.
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#include<iostream>
using	namespace	std;
int main()
{
 int a,k,r;
 cin>>a>>k;
 r=(a>>k)&1;
 cout<<r<<endl;
 return 0;
}

Обрізати старші біти
https://www.e-olymp.com/uk/problems/5318
Задано ціле число a та натуральне число k. Виведіть число, яке 

складається лише з k останніх біт числа a (тобто обнуліть усі біти 
числа a, крім останніх k).

Вхідні дані: В одному рядку знаходиться два числа a та k (0 ≤ 
a ≤ 109).

Вихідні дані: Виведіть число a з обнуленими бітами, крім останніх k.
Input  126 3   Output  6
Щоб обнулити біти, залишивши k останніх біт числа, потрібно 

виконати побітову операцію & (і) з числом, що складається з k оди-
ниць у двiйковому записi. Це число можна утворити за допомогою 
виразу (1<<k)–1.

#include	<bits/stdc++.h>
using	namespace	std;
int main()
{
 int n=0;
 int k=0;
 cin>>a>>k;
 int r = a & ((1<<k)-1);
 cout<< r <<endl;
 return 0;
}

Обнулити біт
https://www.e-olymp.com/uk/problems/5319
Задано цілі числа a та k. Виведіть число, яке отримується з a 

скиданням значення k-го біта в 0. Молодший біт має номер 0.
Вхідні дані: Два числа a та k (0 ≤ a ≤ 109).
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Вихідні дані: Виведіть число з обнуленим k-им бітом.
Input  14 1   Output  12
Щоб обнулити k-й біт числа a, потрібно виконати операцію &(і) 

з числом яке складається з одиниць,і лише на k-й позиції стоїть 0. 
Щоб створити  таке число, виконаємо операцію 1<<k інвертуємо “~” 
число (замінимо всі 0 на 1 і 1 на 0). 

#include <iostream>
using	namespace	std;
int main()
{
 int a,k,r;
 cin>>a>>k;
 r=a&~(1<<k);
 cout<<r<<endl;
 return 0;
}

Функція Фенвіка
https://www.e-olymp.com/uk/problems/1648
Значенням функції Фенвіка для числа n називається макси-

мальна степінь двійки, на яку націло ділиться число n. За заданим 
числом nвизначити для нього значення функції Фенвіка.

Рекомендується зробити цю задачу без використання циклів.
Вхідні дані: Одне число n (0 < n ≤ 231–1).
Вихідні дані: Виведіть значення функції Фенвіка для числа n.
Input  12   Output  4
Розглянемо приклад з умови. 12 у двійковій системі числення 

буде дорівнювати 1100. Нам потрібно отримати число 810=1002. Від-
німемо від даного числа 1. В результаті всі остання нулі перетво-
ряться на 1, а остання одиниця на нуль. 12–1=11, (10112). Інвер-
туємо “~” це число (0100) і виконаємо операцію &(і) з початковим 
числом  n&(~(n–1)).

#include	<bits/stdc++.h>
using	namespace	std;
int main()
{
 int n,k=0,r;
 cin>>n;
 r=n & (~(n-1));
 cout<<r<<endl;
 return 0;
}
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Циклічні зсуви
https://www.e-olymp.com/uk/problems/27
Запишемо ціле десяткове число n у двійковій системі і утворимо 

всі ліві циклічні зсуви числа n, при яких перша цифра числа пере-
носиться в кінець числа.

Наприклад, якщо n = 11, в двійковій системі буде 1011, його 
циклічні зсуви: 0111, 1110, 1101, 1011. Максимальне значення m з 
усіх отриманих у такий спосіб чисел буде мати число 11102 = 1410.

Для заданого числа n визначити максимальне значення m.
Вхідні дані: Єдине число n (1 ≤ n ≤ 2*109).
Вихідні дані: Шукане число m.
Input  11   Output  14
Будемо виконувати циклічний зсув не з початку числа на кі-

нець, а навпаки. Від цього результат не зміниться. Для цього ви-
значимо найбільший біт. Для числа 1110=10112 це число 810=10002. 
Це можна зробити так. За допомогою циклу порахувати кількість 
k значущих біт в числі, а потім зсунути 1 на (k–1) біт праворуч. А 
далі виконаємо наступну операцію стільки разів, скільки значущих 
бітів у числі. Якщо останній біт дорівнює 1, то зсунемо число на 
1 біт праворуч і додаємо максимальний біт. Інакше зсунемо число 
праворуч на 1. Серед утворених чисел знайдемо найбільше.

#include <iostream>
using	namespace	std;
int main()
{
 int m,a,k=0,b,c,t,mm,i;
 cin>>a;
 m=a;
 b=a;
 while(b>0) // (*1)
 {
  k++;
  b=b>>1;
 }
 t=1<<(k-1);
 b=a;
 mm=a;
 for (i=1;i<=k;i++)
 {
  if(b&1)
   b=(b>>1)|t;
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  else
   b=b>>1;
  if (b>mm)mm=b; 
 }
 cout<<mm<<endl;
 return 0;
}

Прямокутник
https://www.e-olymp.com/uk/problems/769
Петрику потрібно вибрати на площині 4 точки так, щоб вони 

утворювали прямокутник зі сторонами, паралельними осям коор-
динат. Петрик вже вибрав три точки і впевнений, що він вибрав 
їх вірно. Допоможіть Петрику знайти координати четвертої точки.

Вхідні дані
Містить три рядки. Кожен рядок містить два натуральних чис-

ла, відокремлених пропуском – координати однієї з вершин прямо-
кутника. Всі координати лежать у діапазоні від 1 до 1000.

Вихідні дані
Вивести два цілих числа-координати четвертої вершини прямо-

кутника.
Input  5 5   Output  7 7
         5 7
         7 5
Проаналізуємо вхідні дані x1, y1, x2, y2, x3, y3. Серед 3-х коор-

динат x1, x2, x3 – дві координати однакові а третя відрізняється. 
Результат x4  буде дорівнювати   тому з x, який немає пари. Ана-
логічно і координати y1,y2,y3. За властивістю операції ^(виключне 
або) a^a=0. 

Отже:
x4=x1^x2^x3;
y4=y1^y2^y3;

#include	<bits/stdc++.h>
using	namespace	std;
int main()
{
 int x1,y1,x2,y2,x3,y3,x4,y4;
 cin>>x1>>y1>>x2>>y2>>x3>>y3;
 x4=x1^x2^x3;
 y4=y1^y2^y3;
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	 cout<<x4<<’	‘<<y4<<endl;
 return 0;
}

Втрачена картка
https://www.e-olymp.com/uk/problems/2616
Для настільної гри використовуються картки з номерами від 1 

до n (натуральне число n не перевищує 106). Одна картка загуби-
лась. Знайдіть її.

Вхідні дані: Першим задано число n. Далі йдуть n–1 номерів 
карток, що залишились.

Вихідні дані: Вивести номер втраченої картки.
Input  5 1 2 3 4  Output  5
За властивістю операції ^(виключне або) a^a=0. Тому виконає-

мо операцію ^ для всіх чисел від 1 до n, а далі виконаємо операцію 
для всіх вхідних чисел. Результат і буде шукане число.

#include <iostream>
#include	<stdio.h>
using	namespace	std;
int main()
{
 int res=0,n,t;
 cin>>n;
 for (int i=1;i<=n;i++)
  res = res^i;
 for (int i=1;i<=n-1;i++)
 {
  cin>>t;
  res^=t;
 }
 cout<<res<<endl;
 return 0;
}

Велика різниця
https://www.e-olymp.com/uk/problems/5718
Задано натуральне число n. З цим числом дозволено нескінчен-

ну кількість разів проводити перестановку значущих бітів заданого 
числа, отримуючи таким чином нові числа.

Яку найбільшу різницю отриманих двох чисел можна отримати 
в результаті виконання цих операцій?
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Вхідні дані
Одне натуральне число n (1 ≤ n≤ 2*109).
Вихідні дані
Одне число – шукана «Велика різниця».
Input  19   Output  21
Порахуємо кількість значущих одиниць k1 і нулів k0 в двійково-

му записі числа.
Найменше число буде дорівнювати min_t=(1<<k1)–1. Макси-

мальне число max_t =min_t<<k0.

#include	<bits/stdc++.h>
using	namespace	std;
int main()
{
 int n,k0=0,k1=0,min_t,max_t,res;
 cin>>n;
 while(n>0)
 {
  if( n&1 )
   k1++;
  else
   k0++;
  n>>=1;
 }
 min_t=(1<<k1)-1;
 max_t = (min_t<<k0);
 res=max_t-min_t;
 cout<<res;
 return 0;
}

Одиниці та сімки
https://www.e-olymp.com/uk/problems/7509
Знайти n-й член зростаючої послідовності натуральних чисел:
1 7 11 17 71 77 111 117 171 177 711 717...
Вхідні дані: Натуральне число n (1 ≤ n ≤ 107).
Вихідні дані: Вивести n-й член заданої послідовності.
Input  11   Output  7
Очевидно, що така послідовність схожа на двійкові числа, у 

яких 0 замінили на 1, а 1 на 7. Але є ще одна відмінність. Розгляне-
мо такі послідовності:
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n n+1 bin(n+1) bin(n+1)[2:] u
1 2 0b10 0 1
2 3 0b11 1 7
3 4 0b100 00 11
4 5 0b101 01 17
5 6 0b110 10 71
6 7 0b111 11 77
7 8 0b1000 000 111
8 9 0b1001 001 117
9 10 0b1010 010 171
10 11 0b1011 011 177

Видаливши першу одиницю з двійкового зображення числа n+1, 
маємо послідовність 0 1 00 01 10 11 000 001 010 011 100 101, якщо 
ж тепер виконати заміну цифр, то отримаємо потрібний результат. 

#include	<bits/stdc++.h>
using	namespace	std;
void bin(int n)
{
 if(n>3) bin(n>>1);
 cout<<((n&1)? 7:1 );
}

int main()
{
 int n;
 cin>>n;
 n++;
 bin(n);
 cout<<endl;
 return 0;
}

#include	<bits/stdc++.h>
using	namespace	std;
int main()
{
 bitset<32> a;
 int t;
 cin>>t;
 a=t+1;
	 string	s=a.to_string();
	 while(s[0]==’0’)	s.erase(0,1);
	 s.erase(0,1);
	 for(int	i=0;	i<s.length();i++)
	 	 if	(s[i]==’0’)
	 	 	 s[i]=’1’;
  else
	 	 	 s[i]=’7’;
 cout<<s<<endl;
 return 0;
}
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|𝑦𝑦(2)− 𝑦𝑦(1)| 𝑦𝑦(1) 𝑦𝑦(2)

3 · |𝑦𝑦(3)− 𝑦𝑦(1)|

𝑁𝑁
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𝐸𝐸(𝑖𝑖)
𝑖𝑖 1 � 𝑖𝑖 � 𝑁𝑁

∙ 𝐸𝐸(1) = 0

∙ 𝐸𝐸(2) = |𝑦𝑦(2)− 𝑦𝑦(1)|

𝐸𝐸(𝑖𝑖) = min

{︂
𝐸𝐸(𝑖𝑖− 1) + |𝑦𝑦(𝑖𝑖)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 1)|,
𝐸𝐸(𝑖𝑖− 2) + 3 · |𝑦𝑦(𝑖𝑖)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 2)|

}︂
.

𝐸𝐸(𝑖𝑖) = min⏟ ⏞ 
{︃

(𝑖𝑖− 1) ⏞  ⏟  
𝐸𝐸(𝑖𝑖− 1) +

𝑖𝑖⏞  ⏟  
|𝑦𝑦(𝑖𝑖)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 1)|,

𝐸𝐸(𝑖𝑖− 2)⏟  ⏞  
(𝑖𝑖− 2)

+ 3 · |𝑦𝑦(𝑖𝑖)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 2)|⏟  ⏞  
𝑖𝑖

}︃
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𝑖𝑖� 3
𝐸𝐸(7) 𝐸𝐸(6)

𝐸𝐸(5)
𝐸𝐸(5)
𝐸𝐸(4)

𝑁𝑁

𝑁𝑁 · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·

𝐸𝐸(𝑖𝑖)
𝑖𝑖� 3

𝐸𝐸(𝑖𝑖)
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𝐸𝐸(7)

𝐸𝐸(6)

𝐸𝐸(5)

𝐸𝐸(4)

𝐸𝐸(3)

𝐸𝐸(2) 𝐸𝐸(1)

𝐸𝐸(2)

𝐸𝐸(3)

𝐸𝐸(2) 𝐸𝐸(1)

𝐸𝐸(4)

𝐸𝐸(3)

𝐸𝐸(2) 𝐸𝐸(1)

𝐸𝐸(2)

𝐸𝐸(5)

𝐸𝐸(4)

𝐸𝐸(3)

𝐸𝐸(2) 𝐸𝐸(1)

𝐸𝐸(2)

𝐸𝐸(3)

𝐸𝐸(2) 𝐸𝐸(1)

𝐸𝐸(7)

𝐸𝐸(6)

𝐸𝐸(5)

𝐸𝐸(4)

𝐸𝐸(3)

𝐸𝐸(2) 𝐸𝐸(1)

𝐸𝐸(2)

𝐸𝐸(3)

𝐸𝐸(4)

𝐸𝐸(5)
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𝐸𝐸(𝑖𝑖)
𝑖𝑖

(𝑖𝑖− 1) (𝑖𝑖− 2)
𝑖𝑖 𝐸𝐸(𝑖𝑖)

prev
E

y
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1 · 5 + 3 · 1 + 3 · 0 + 3 · 0 = 8
𝑦𝑦1 =10 𝑦𝑦3 =9 3 · |9− 10|= 3

𝑦𝑦2 =15 1 · |15− 10|= 5 𝑦𝑦5 =8
3 · |8− 9| = 3 𝑦𝑦4 =16 1 · |16− 9| = 7

𝑦𝑦7 =7 3 · |7− 8| = 3 𝑦𝑦6 =16
1 · |16− 8| = 8 𝑦𝑦8 =16

1 · |16− 7|= 9

(𝑦𝑦2 =12)
(𝑦𝑦4 =15)

(𝑦𝑦3 =31) → (𝑦𝑦5 =31) → (𝑦𝑦7 =32) → (𝑦𝑦9 =32) →
→ (𝑦𝑦11 =31) → (𝑦𝑦13 =31)

(𝑦𝑦4 =15) → (𝑦𝑦6 =12) → (𝑦𝑦8 =15) → (𝑦𝑦10 =12) → (𝑦𝑦12 =15)



57

Ілля Порубльов. Динамічне програмування

0+3+0+3+0=6 9+9+9+9=36
(𝑦𝑦2 =12)→ (𝑦𝑦3 =31)

𝑦𝑦9 =29

𝐸𝐸(𝑖𝑖)
𝑖𝑖

𝑦𝑦(𝑁𝑁)
𝑦𝑦(𝑁𝑁)

𝐸𝐸(𝑖𝑖) 𝑖𝑖𝑖𝑁𝑁 𝐸𝐸(𝑁𝑁)

𝐸𝐸(𝑁𝑁)

𝐸𝐸(𝑖𝑖) 𝑖𝑖
𝑁𝑁 1� 𝑖𝑖�𝑁𝑁 𝐸𝐸(𝑁𝑁) 𝐸𝐸(𝑁𝑁 − 1) 𝐸𝐸(1)

|𝑦𝑦(2)− 𝑦𝑦(1)| (𝑦𝑦(2)− 𝑦𝑦(1))2

3 · |𝑦𝑦(3)− 𝑦𝑦(1)| 3 · (𝑦𝑦(3)− 𝑦𝑦(1))2
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𝑦𝑦1 =10
𝑦𝑦2 =32 𝑦𝑦3 =18 𝑦𝑦4 =40
1 → 3 → 2 → 4 3 · 64 + 196 + 3 · 64 = 580

484 + 196 + 484 = 1164 1 → 2 → 3 → 4
484 + 3 · 64 = 3 · 64 + 484 = 676 1 → 2 → 4 1 → 3 → 4

𝐸𝐸(𝑖𝑖) = min

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝐸𝐸(𝑖𝑖− 1) + (𝑦𝑦(𝑖𝑖)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 1))2,
𝐸𝐸(𝑖𝑖− 2) + 3 · (𝑦𝑦(𝑖𝑖)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 2))2,
𝐸𝐸(𝑖𝑖+ 1) + (𝑦𝑦(𝑖𝑖)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖+ 1))2,
𝐸𝐸(𝑖𝑖+ 2) + 3 · (𝑦𝑦(𝑖𝑖)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖+ 2))2

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

𝐸𝐸(4) 𝐸𝐸(3) 𝐸𝐸(3)
𝐸𝐸(4)

𝑁𝑁 2𝑁𝑁 − 3
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(+2) (−1) (+2)

(𝑖𝑖− 1)→ 𝑖𝑖 (𝑦𝑦(𝑖𝑖)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 1))2

(𝑖𝑖− 2)→ 𝑖𝑖 3 · (𝑦𝑦(𝑖𝑖)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 1))2

(𝑖𝑖− 3)→ 𝑖𝑖 (𝑖𝑖− 3)→ (𝑖𝑖− 1)→ (𝑖𝑖− 2)→
→ 𝑖𝑖 3 ·

(︀
𝑦𝑦(𝑖𝑖− 1)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 3)

)︀2
+

(︀
𝑦𝑦(𝑖𝑖− 2)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 1)

)︀2
+

+ 3 ·
(︀
𝑦𝑦(𝑖𝑖)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 2)

)︀2

𝐸𝐸(3)

Θ(𝑁𝑁) 𝑂𝑂(𝑁𝑁 log𝑁𝑁) 𝑂𝑂(𝑁𝑁2)

(𝑖𝑖− 3)→ (𝑖𝑖− 1)→ (𝑖𝑖− 2)→ 𝑖𝑖

3⏟ ⏞ 
=2+1

· |𝑦𝑦(𝑖𝑖− 2)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖)|+ |𝑦𝑦(𝑖𝑖− 1)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 2)|+ 3 · |𝑦𝑦(𝑖𝑖− 3)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 1)| =

= 2 · |𝑦𝑦(𝑖𝑖− 2)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖)|⏟  ⏞  
�0

+ |𝑦𝑦(𝑖𝑖)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 2)|+ |𝑦𝑦(𝑖𝑖− 2)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 1)|⏟  ⏞  
�|𝑦𝑦(𝑖𝑖)−𝑦𝑦(𝑖𝑖− 1)|

+

+ 3 · |𝑦𝑦(𝑖𝑖− 3)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 1)| �

� |𝑦𝑦(𝑖𝑖)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 1)|+ 3 · |𝑦𝑦(𝑖𝑖− 3)− 𝑦𝑦(𝑖𝑖− 1)|.

(𝑖𝑖− 3) → (𝑖𝑖− 1) → (𝑖𝑖− 2) → 𝑖𝑖
(𝑖𝑖− 3)→ (𝑖𝑖− 1)→ 𝑖𝑖
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𝑁𝑁 𝑀𝑀

(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖) (𝑖𝑖+1𝑖 𝑖𝑖− 1) (𝑖𝑖+1𝑖 𝑖𝑖)
(𝑖𝑖+1𝑖 𝑖𝑖+1)
𝑖𝑖=1

𝑖𝑖=𝑀𝑀

𝑆𝑆(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖)
(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖)

max1�𝑗𝑗�𝑀𝑀 𝑆𝑆(𝑁𝑁𝑖 𝑖𝑖) 𝑆𝑆(𝑁𝑁𝑖 1)

𝑆𝑆(𝑁𝑁𝑖 2)

𝑆𝑆(𝑁𝑁𝑖 𝑖𝑖) 1� 𝑖𝑖�𝑀𝑀

𝑆𝑆(1𝑖 𝑖𝑖) = 𝑎𝑎(1𝑖 𝑖𝑖) 1 � 𝑖𝑖 � 𝑀𝑀𝑖

𝑆𝑆(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖) = 𝑎𝑎(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖) + max

(︃ 𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖 − 1)𝑖
𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖)𝑖
𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖 + 1)

)︃

(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖) 𝑖𝑖𝑖 1
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(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖)
(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖 − 1) (𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖) (𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖 + 1)

𝑎𝑎(·𝑖 ·)

𝑆𝑆(·𝑖 ·)

𝑆𝑆

𝑎𝑎(2𝑖 4) = 15
𝑎𝑎(3𝑖 5) = 16
𝑎𝑎(4𝑖 5) = 9
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39=15+9+9+6

𝑆𝑆𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖)

(3𝑖 1)

(2𝑖 1) (3𝑖 1)
(2𝑖 1) (2𝑖 1)

(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖)

𝑆𝑆(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖)
𝑖𝑖

𝑖𝑖
𝑖𝑖

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑎𝑎(1𝑖 𝑖𝑖)

{︂
𝑆𝑆(1𝑖 𝑖𝑖𝑖 0) = 𝑎𝑎(1𝑖 𝑖𝑖)𝑖
𝑆𝑆(1𝑖 𝑖𝑖𝑖 1) = −∞;

𝑎𝑎(1𝑖 𝑖𝑖)

{︂
𝑆𝑆(1𝑖 𝑖𝑖𝑖 0) = −∞𝑖
𝑆𝑆(1𝑖 𝑖𝑖𝑖 1) = 𝑎𝑎(1𝑖 𝑖𝑖).
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−∞

−∞

𝑆𝑆(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖) 𝑎𝑎(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖)

𝑎𝑎(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖)
𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖) 𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖) 𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖+1𝑖 𝑖𝑖)

𝑎𝑎(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖)
𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖− 1𝑖 1− 𝑖𝑖) 𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖𝑖 1− 𝑖𝑖) 𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖+1𝑖 1− 𝑖𝑖)

𝑆𝑆(𝑁𝑁𝑖 𝑖𝑖𝑖 1) 1�𝑖𝑖�𝑀𝑀
−∞

𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥𝑁𝑁

𝑆𝑆
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𝑆𝑆
𝑄𝑄(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖)

𝑖𝑖 𝑖𝑖

𝑖𝑖

𝑖𝑖=1

𝑄𝑄(1𝑖 𝑖𝑖) =

{︂
𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠1𝑖 𝑖𝑖 ··· 𝑠𝑠1;
∞𝑖

𝑄𝑄(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖) =

⎧⎨
⎩

𝑄𝑄(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖)𝑖 𝑖𝑖 𝑠 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖

min

(︂
𝑄𝑄(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖)𝑖
𝑄𝑄(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖−𝑠𝑠𝑖𝑖) + 1

)︂
𝑖 𝑖𝑖 � 𝑠𝑠𝑖𝑖.

𝑄𝑄(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖) 𝑖𝑖�𝑠𝑠𝑖𝑖

𝑖𝑖− 𝑠𝑠𝑖𝑖

𝑄𝑄(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖−𝑠𝑠𝑖𝑖)
𝑄𝑄(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖−𝑠𝑠𝑖𝑖) 𝑖𝑖− 𝑠𝑠𝑖𝑖
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𝑆𝑆=22 𝑥𝑥1 =4 𝑥𝑥2 =5 𝑥𝑥3 =7

𝑥𝑥1=4 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
𝑥𝑥2=5 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
𝑥𝑥3=7 ∞ ∞ ∞ ∞

𝑆𝑆

𝑆𝑆

𝑆𝑆

≈ 104
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𝑛𝑛 1 � 𝑛𝑛 �
� 30000 𝑛𝑛

2�𝑁𝑁 � 105
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𝑁𝑁 2�
� 𝑁𝑁 � 100000
𝑁𝑁

𝑁𝑁 𝑀𝑀
1�𝑁𝑁𝑁𝑀𝑀 � 200

𝑁𝑁
𝑀𝑀

106

𝑆𝑆(𝑖𝑖𝑁 𝑖𝑖) =

= 𝑎𝑎(𝑖𝑖𝑁 𝑖𝑖) + max
(︀
𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1𝑁 𝑖𝑖− 1)𝑁 𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1𝑁 𝑖𝑖)𝑁 𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1𝑁 𝑖𝑖+1)

)︀

𝑖𝑖=1 𝑖𝑖=𝑀𝑀
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𝑀𝑀 =1
𝑀𝑀 � 2

(𝑀𝑀 +1)
−∞

𝑗𝑗 𝑀𝑀

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐

𝑎𝑎= 𝑏𝑏=7 𝑐𝑐=5
𝑐𝑐=5
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109

15+9+9+
+9

𝑆𝑆(𝑁𝑁𝑁 𝑁𝑁)

𝐾𝐾(𝑖𝑖𝑁 𝑁𝑁)
(𝑖𝑖𝑁 𝑁𝑁) 𝑆𝑆(𝑖𝑖𝑁 𝑁𝑁)

𝑆𝑆 𝐾𝐾

𝐾𝐾(1𝑁 𝑁𝑁) = 1 1 � 𝑁𝑁 � 𝑀𝑀𝑁
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𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1, · )
𝑆𝑆

𝐾𝐾

𝑆𝑆 𝐾𝐾

109

𝑁𝑁 =𝑀𝑀 =10 𝑎𝑎(𝑖𝑖, 𝑖𝑖)
𝑀𝑀 𝑀 1 𝑎𝑎(𝑖𝑖, 𝑖𝑖)

𝑀𝑀 ·2𝑁𝑁−1 𝑀𝑀 ·3𝑁𝑁−1

109

𝑁𝑁 ≈𝑀𝑀 ≈ 200
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−∞

−∞

−∞
−∞

max1�𝑗𝑗�𝑀𝑀𝑆𝑆(𝑁𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑁 1)= −∞
−∞ −∞

𝑎𝑎(𝑖𝑖𝑁 𝑁𝑁) −106 106

−∞ −109 𝑆𝑆max =−∞
−∞ −108 −2 · 109

(1018 +1) − 1018

253 ≈ 8 · 1015

223 ≈ 8 · 106
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1�𝑁𝑁 � 1024
1�𝑀𝑀 �𝑁𝑁

𝑀𝑀 �𝑁𝑁
28=15+5+2+6

(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖)
(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖) 𝑖𝑖 𝑖𝑖

𝑆𝑆(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖

max1�𝑗𝑗�𝑀𝑀 𝑆𝑆(𝑁𝑁𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖 )

(1𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖) 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖

−∞

𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑀𝑀 =1 𝑀𝑀 � 2 𝑀𝑀 =1

𝑀𝑀 � 2
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𝑆𝑆(1, 1, , ) = 𝑎𝑎(1, 1)

𝑀𝑀 � 2

𝑆𝑆(1,𝑀𝑀, , ) = 𝑎𝑎(1,𝑀𝑀)

𝑆𝑆(1, 𝑗𝑗, , ) = 𝑎𝑎(1, 𝑗𝑗) 2� 𝑗𝑗�𝑀𝑀 − 1

𝑆𝑆(𝑖𝑖, 1, , 𝑤𝑤𝑤𝑤) = −∞ 1� 𝑖𝑖�𝑁𝑁 𝑤𝑤𝑤𝑤

𝑆𝑆(𝑖𝑖,𝑀𝑀,𝑤𝑤𝑖𝑖, ) = −∞ 1� 𝑖𝑖�𝑁𝑁 𝑤𝑤𝑖𝑖

𝑆𝑆(1, 𝑗𝑗, , ) = −∞ 1� 𝑗𝑗�𝑀𝑀 𝑀𝑀 � 2

𝑆𝑆(1, 𝑗𝑗, , ) = 𝑆𝑆(1, 𝑗𝑗, , ) =−∞ 2� 𝑗𝑗�𝑀𝑀−1

𝑆𝑆(𝑖𝑖, 1, , 𝑤𝑤𝑤𝑤) = 𝑎𝑎(𝑖𝑖, 1) + max
(︀
𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1, 1, , 𝑤𝑤𝑤𝑤), 𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1, 2,

, 𝑤𝑤𝑤𝑤), 𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1, 2, , 𝑤𝑤𝑤𝑤)
)︀

2� 𝑖𝑖�𝑁𝑁
𝑤𝑤𝑤𝑤

𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1, 1,
, 𝑤𝑤𝑤𝑤) 𝑤𝑤𝑤𝑤

𝑆𝑆(𝑖𝑖,𝑀𝑀,𝑤𝑤𝑖𝑖, ) = 𝑎𝑎(𝑖𝑖,𝑀𝑀) + max
(︀
𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1,𝑀𝑀,𝑤𝑤𝑖𝑖, ), 𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1,

𝑀𝑀 − 1, 𝑤𝑤𝑖𝑖, ), 𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1,𝑀𝑀 − 1, 𝑤𝑤𝑖𝑖, )
)︀

2� 𝑖𝑖�𝑁𝑁
𝑤𝑤𝑖𝑖

𝑆𝑆(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑤𝑤𝑖𝑖, 𝑤𝑤𝑤𝑤) = 𝑎𝑎(𝑖𝑖, 𝑗𝑗) + max
(︀
𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1, 𝑗𝑗− 1, 𝑤𝑤𝑖𝑖, 𝑤𝑤𝑤𝑤), 𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1, 𝑗𝑗, 𝑤𝑤𝑖𝑖,

𝑤𝑤𝑤𝑤), 𝑆𝑆(𝑖𝑖− 1, 𝑗𝑗+1, 𝑤𝑤𝑖𝑖, 𝑤𝑤𝑤𝑤)
)︀

2� 𝑖𝑖�𝑁𝑁 2� 𝑗𝑗�𝑀𝑀 − 1
𝑤𝑤𝑖𝑖 𝑤𝑤𝑤𝑤

𝑤𝑤𝑖𝑖 𝑤𝑤𝑤𝑤

𝑀𝑀 =2

−∞
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

2� 𝑗𝑗�𝑀𝑀 − 1

1 � 𝑖𝑖 � 𝑀𝑀 − 1
𝑀𝑀

𝑀𝑀

−∞

+∞
+∞

𝑁𝑁

𝑁𝑁
𝑥𝑥1 𝑥𝑥2

𝑥𝑥𝑁𝑁 105

𝑆𝑆 105
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

𝑁𝑁 � 100 𝑆𝑆
𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥𝑁𝑁 106

𝑆𝑆

𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑄𝑄(𝑠𝑠) 𝑠𝑠

𝑁𝑁

𝑄𝑄(𝑠𝑠) = min
𝑖𝑖 : 𝑥𝑥𝑖𝑖�𝑠𝑠

{𝑄𝑄(𝑠𝑠− 𝑥𝑥𝑖𝑖) + 1},

𝑄𝑄(𝑠𝑠) 𝑖𝑖
𝑥𝑥𝑖𝑖 � 𝑠𝑠 𝑠𝑠−𝑥𝑥𝑖𝑖
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

𝑄𝑄(0)= 0

𝑠𝑠𝑠0 𝑄𝑄(𝑠𝑠)
+∞

𝑁𝑁 𝑁𝑁 � 100

100+10+10
60+60

𝑁𝑁5

𝑁𝑁10 𝑁𝑁20 𝑁𝑁50

𝑁𝑁100 𝑁𝑁200

𝑁𝑁500

𝑁𝑁5 𝑁𝑁10

𝑁𝑁20 𝑁𝑁50 𝑁𝑁100 𝑁𝑁200 𝑁𝑁500 𝑆𝑆
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

−1

𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥𝑁𝑁

𝑁𝑁=7 𝑥𝑥1=5
𝑥𝑥2=10 𝑥𝑥3=20 𝑥𝑥4=50 𝑥𝑥5=100 𝑥𝑥6=200 𝑥𝑥7=500

𝑁𝑁5 𝑁𝑁10 𝑁𝑁500 𝑚𝑚1=𝑁𝑁5

𝑚𝑚2=𝑁𝑁10 𝑚𝑚3=𝑁𝑁20 𝑚𝑚4=𝑁𝑁50 𝑚𝑚5=𝑁𝑁100 𝑚𝑚6=𝑁𝑁200 𝑚𝑚7=𝑁𝑁500

𝑄𝑄(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖) 𝑖𝑖
𝑖𝑖

𝑄𝑄(1𝑖 𝑖𝑖) =

{︂
𝑖𝑖𝑠𝑥𝑥1𝑖 (𝑖𝑖 ··· 𝑥𝑥1) and ((𝑖𝑖𝑠𝑥𝑥1) � 𝑚𝑚1);
∞𝑖

𝑖𝑖 𝑥𝑥1

𝑄𝑄(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖−𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝑄𝑄(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖−𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝑖𝑖−𝑥𝑥𝑖𝑖
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𝑄𝑄(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖) = min{︂
0 � 𝑘𝑘 � 𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑘𝑘 · 𝑥𝑥𝑖𝑖 � 𝑠𝑠

(︀
𝑄𝑄(𝑖𝑖−1𝑖 𝑖𝑖− 𝑘𝑘 · 𝑥𝑥𝑖𝑖) + 𝑘𝑘

)︀
𝑖

𝑄𝑄(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖− 𝑘𝑘 ·𝑥𝑥𝑖𝑖) + 𝑘𝑘 𝑘𝑘 𝑖𝑖
𝑖𝑖− 𝑘𝑘 ·𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑄𝑄(𝑖𝑖− 1𝑖 . . . )

𝑘𝑘

𝑘𝑘 � 𝑚𝑚𝑖𝑖 𝑘𝑘=0

𝑄𝑄(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖) 𝑄𝑄(𝑖𝑖− 1𝑖 𝑖𝑖− 𝑘𝑘 ·𝑥𝑥𝑖𝑖)
0� 𝑘𝑘 ·𝑥𝑥𝑖𝑖 � 𝑖𝑖 𝑄𝑄(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖−𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑘𝑘 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑂𝑂(𝑆𝑆 ·𝑁𝑁) 𝑂𝑂(𝑆𝑆2 ·𝑁𝑁)
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

100+10+100

𝑖𝑖 𝑘𝑘
(𝑖𝑖− 𝑘𝑘)2 · (𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦𝑦𝑘𝑘)

2 𝑦𝑦𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑘𝑘



81

Ілля Порубльов. Динамічне програмування

𝑁𝑁

1�𝑁𝑁 � 4000
𝑁𝑁

731 = 12 · 12 + 12 · 12 + 12 · 272

𝑂𝑂(𝑁𝑁2)
𝑁𝑁 � 4000
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

𝑁𝑁 𝑀𝑀
1 � 𝑁𝑁𝑁 𝑀𝑀 � 12

𝑁𝑁
𝑀𝑀

= + +
+

= + +
→ →

1 � 𝑁𝑁𝑁 𝑀𝑀 � 12
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

12 · 311 ≈ 2
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

1/𝑘𝑘
𝑘𝑘

2/5
1/3+1/15= 5

15 +
1
15 =

6
15 =2/5

1/𝑘𝑘

𝑛𝑛 𝑚𝑚 1�𝑛𝑛𝑛𝑚𝑚�
� 1000

1018 − 1

732
733 = 1

2 +
1
5 +

1
8 +

1
9 +

1
16 +

1
65970 +

1
105552
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

𝑛𝑛
𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛 𝑛𝑛

𝑛𝑛
=1

1

− 1 = · −
·

⇔ 1

9
20

1
3 +

1
9 +

1
180

1
4 +

1
5

𝑄𝑄(𝑖𝑖𝑛 𝑖𝑖)
𝑖𝑖
𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛� 1000
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

𝑖𝑖
𝑗𝑗 𝑖𝑖𝑖 1 (𝑗𝑗 div 𝑖𝑖)+ 1

=1
𝑎𝑎 𝑏𝑏 1

𝑎𝑎 + 1
𝑏𝑏 =

𝑛𝑛
𝑚𝑚

1 + 1 = ⇒ 1 = − 1 = · −
· ⇒

⇒ = · −
· ( · − ) ( · )

= · −
·

1 + 1 = 1 + 1 1

1

<
�

1< < 1 𝑖 1 1

1 𝑖 /2= 2·
< 2·
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

� 𝑘𝑘 < 𝑘𝑘·

� 𝑘𝑘 < 𝑘𝑘·

𝑛𝑛
𝑚𝑚

� 𝑘𝑘
𝑘𝑘 𝑘𝑘

𝑘𝑘

𝑘𝑘

< 𝑘𝑘·

(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑖 𝑖𝑖) 𝑖𝑖
𝑗𝑗

� 𝑘𝑘
� 𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑚𝑚

− 1
3
− 1

5
𝑛𝑛
𝑚𝑚

− 1
5
− 1

3
𝑛𝑛
𝑚𝑚

− 1
2
− 1

12
− 1

13
𝑛𝑛
𝑚𝑚

− 1
3
− 1

4
− 1

13
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

𝑘𝑘

𝑖𝑖
𝑗𝑗 𝑘𝑘

𝑞𝑞

=1

> 1
1

max
(︀
( div )+ 1,)︀

( · − 1) div

. . .− 1 < 𝑘𝑘·𝑗𝑗
𝑖𝑖

(𝑘𝑘 · 𝑗𝑗) 𝑖𝑖
. . .− 1

. . .− 1
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

· − ·

+1

max
(︀
( div )+ 1,

+1
)︀

𝑘𝑘
𝑛𝑛 𝑚𝑚

(𝑚𝑚 div 𝑛𝑛)+ 1

𝑖𝑖 𝑗𝑗
𝑞𝑞 𝑘𝑘

(︀
51 +52 + . . .+

+5𝑘𝑘−1
)︀
+5𝑘𝑘−1 ∈ Θ(5𝑘𝑘)

𝑘𝑘 < 𝑘𝑘·𝑗𝑗
𝑖𝑖

𝑘𝑘 (const)𝑘𝑘
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𝑘𝑘
𝑛𝑛
𝑚𝑚

7𝑘𝑘 𝑘𝑘

7+72 +73 +74 +75 +76 +77 ≈ 137
76 +79 +77 ≈ 5899

(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑖 𝑖𝑖)

(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑖 𝑖𝑖)
𝑖𝑖 𝑖𝑖 𝑖𝑖 𝑘𝑘

1�
�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛� 1000

( · − 1)div
max

(︀
( div )+ 1𝑖

)︀

𝑁𝑁 𝑀𝑀
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𝑗𝑗 𝑘𝑘
1+ |𝑧𝑧𝑗𝑗 − 𝑧𝑧𝑘𝑘| 𝑧𝑧𝑗𝑗 𝑧𝑧𝑘𝑘

𝑗𝑗 𝑘𝑘

𝑁𝑁 𝑀𝑀 1�
�𝑀𝑀 �𝑁𝑁 � 1000

𝑁𝑁 𝑁𝑁−1 𝑖𝑖
𝑖𝑖 𝑁𝑁

𝑁𝑁

1+1 = 2 200+10
1+0 = 1

(200+10)× 2 +
+ 20× 1 = 440

𝐶𝐶(𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎) 𝑎𝑎 𝑎𝑎
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

𝐶𝐶(5, 3)

𝑁𝑁 =1000
𝑀𝑀 ≈ 500

𝑧𝑧𝑗𝑗 𝑧𝑧𝑘𝑘
1+ |𝑧𝑧𝑗𝑗 − 𝑧𝑧𝑘𝑘|

1+ |𝑧𝑧𝑗𝑗 − 𝑧𝑧𝑘𝑘|

𝑖𝑖 (𝑖𝑖+1)
𝑇𝑇 [𝑖𝑖]

𝑀𝑀

𝑇𝑇 [𝑖𝑖max]
𝑇𝑇 [𝑖𝑖max2

] 𝑀𝑀−1
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

𝑀𝑀 − 1 𝑇𝑇 [1]
𝑇𝑇 [2] 𝑇𝑇 [𝑁𝑁−1]

𝑇𝑇

𝑎𝑎21

𝑎𝑎31 𝑎𝑎32

𝑎𝑎41 𝑎𝑎42 𝑎𝑎43

𝑎𝑎51 𝑎𝑎52 𝑎𝑎53 𝑎𝑎54

𝑎𝑎61 𝑎𝑎62 𝑎𝑎63 𝑎𝑎64 𝑎𝑎65

𝑇𝑇 [1]

𝑇𝑇 [2]

𝑇𝑇 [3]

𝑇𝑇 [4]

𝑇𝑇 [5]

𝑇𝑇 [𝑖𝑖]

𝑇𝑇 [𝑖𝑖] 𝑇𝑇 [𝑖𝑖+1]
𝑇𝑇 [3]

𝑇𝑇 [2] 𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎43 𝑎𝑎53 𝑎𝑎𝑁𝑁3

𝑇𝑇 [1] 𝑇𝑇 [2] 𝑇𝑇 [𝑁𝑁−1] Θ(𝑁𝑁3)
Θ(𝑁𝑁2) Θ(𝑁𝑁2)

𝑇𝑇 [1] 𝑇𝑇 [2] 𝑇𝑇 [𝑁𝑁−1] 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖

1+ |𝑧𝑧𝑖𝑖 − 𝑧𝑧𝑘𝑘|

𝑇𝑇 [𝑖𝑖]
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8× 8

𝐴𝐴
𝐵𝐵

𝐵𝐵

𝑇𝑇 1�𝑇𝑇 � 70000



95

Ілля Порубльов. Динамічне програмування

3 · 2 · 3 = 18

log2 8=3
219
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Ілля Порубльов. Динамічне програмування

2𝑘𝑘 (2𝑘𝑘+1)
(2𝑘𝑘+2)

𝑃𝑃 ·𝐷𝐷 ·𝑀𝑀
𝑃𝑃 ≈ 219 𝐷𝐷
𝑀𝑀 ≈ 10

Θ(𝑃𝑃 ) 𝑂𝑂(𝑃𝑃 ·𝐷𝐷 ·𝑀𝑀)
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(2𝑘𝑘+1) (2𝑘𝑘+2)
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Конкурс «Бебрас-2018» у світі та Україні
11–13 листопада 2018 року в Україні проведено Міжнародний 

конкурс з інформатики та комп’ютерного мислення «Бобер-2018» 
для учнів 2–11-х класів. Цього року у конкурсі взяли участь понад 
2 мільйони 780 тисяч учнів з 57-ми країн світу.

За кількістю учасників конкурсу Україна посіла сьоме місце у світі:
№ 

з/п Країна К-ть 
учасників 21 Північна 

Македонія 25372

1 Франція 682053 22 Хорватія 22887

2 Німеччина 373406 23 Польща 22540

3 Великобританія 201911 24 Швейцарія 21313

4 Білорусь 150237 25 Південна 
Африка 21035

5 Індія 136607 26 Канада 18874

6 Тайвань 118332 27 Нідерланди 18852

7 Україна 117885 28 Латвія 17574

8 Китай 104573 29 Румунія 14976

9 Чехія 79988 30 Греція 13905

10 Словаччина 77928 31 В'єтнам 12957

11 Туреччина 68484 32 Росія 12909

12 Італія 51297 33 Боснія і 
Герцеговина 9732

13 Сербія 50168 34 Пакистан 8754

14 США 46699 35 Ірландія 6851

15 Литва 44136 36 Малайзія 6815

16 Австралія 43163 37 Туніс 5708

17 Словенія 33590 38 Фінляндія 5613

18 Австрія 32675 39 Швеція 5499

19 Угорщина 25464 40 Японія 5128

20 Південна Корея 25455 41 Індонезія 5065
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42 Казахстан 4671 50 Філіппіни 2236

43 Гонконг 4659 51 Єгипет 1416

44 Бельгія 4400 52 Ісландія 1357

45 Іран 4161 53 Сингапур 1352

46 Таїланд 4132 54 Іспанія 965

47 Естонія 3458 55 Алжир 796

48 Нова Зеландія 2745 56 Кіпр 526

49 Нігерія 2500 57 Болгарія 514

За кількістю учасників серед учнів 2–3 класів Україна впевнено 
посідає перше місце:

№ 
з/п Країна К-ть 

учасників

1 Україна 34419 16 В'єтнам 3451

2 Білорусь 20637 17 Південна 
Африка 3447

3 Чехія 18494 18 Греція 3364

4 Словаччина 18460 19 Швейцарія 3218

5 Італія 12615 20 Хорватія 2812

6 Франція 10587 21 Нідерланди 2811

7 Великобританія 10021 22 Польща 2677

8 Словенія 9582 23 Північна 
Македонія 2456

9 Німеччина 8849 24 Пакистан 2420

10 США 8020 25 Південна Корея 1285

11 Китай 6056 26 Ірландія 1174

12 Індія 5782 27 Угорщина 1145

13 Сербія 5023 28 Австрія 1141

14 Литва 3742 29 Індонезія 1092

15 Росія 3582 30 Малайзія 851



100

31 Філіппіни 564 37 Казахстан 261

32 Швеція 477 38 Нова Зеландія 258

33 Фінляндія 458 39 Ісландія 253

34 Єгипет 451 40 Алжир 106

35 Іран 407 41 Сингапур 28

36 Боснія і 
Герцеговина 352 42 Гонконг 25

Ще за одним показником Україна значно випереджає інші кра-
їни світу:

Кількість шкіл, які взяли участь у конкурсі:
№ 

з/п Країна К-ть 
учасників

1 Україна 4439 16 Румунія 413

2 Франція 3785 17 Австралія 397

3 Німеччина 2100 18 Індія 380

4 Білорусь 1835 19 Нідерланди 356

5 Італія 1076 20 Пакистан 333

6 Словаччина 979 21 Швейцарія 310

7 Китай 939 22 Австрія 310

8 Росія 711 23 Південна 
Африка 272

9 Іран 662 24 Північна 
Македонія 219

10 Чехія 648 25 Угорщина 194

11 Південна Корея 606 26 Боснія і 
Герцеговина 160

12 Канада 493 27 Болгарія 106

13 Латвія 481 28 Туніс 93

14  Малайзія 431 29 Фінляндія 88

15 Греція 416 30 Кіпр 71
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31 Естонія 67 35 Таїланд 31

32 Бельгія 61 36 Ісландія 24

33 Алжир 60 37 Єгипет 16

34 Гонконг 39 38 Нова Зеландія 15

У банк задач, рекомендованих для конкурсу Міжнародним орг-
комітетом, були включені задачі українських авторів:

Світлана Васильченко (Запорізька єврейська гімназія «ОРТ-
Алєф»),

Ростислав Шпакович (Львівський фізико-математичний ліцей).  
Крім того, для українського конкурсу  були підготовлені задачі 

наступними авторами:
Олександр Дробот (Олександрійський НВК Кіровогадської об-

ласті),
Андрій Мірошниченко (Дніпровська академія неперервної осві-

ти),
Олеся Свіргун (Южноукраїнська ЗОШ № 2 Миколаївської об-

ласті),
Тетяна Фролова (Великописарівська спеціалізована школа Ми-

колаївської області).
В Україні конкурс проходив у 4439 координаційних центрах, 

школах чи об’єднаннях шкіл. У ньому взяло участь 117 885 учнів
Загальна кількість учасників за віковими групами:

Клас 2 3 4 5 6

Кількість 15042 19377 18920 13813 11904

7 8 9 10 11

9960 9820 8909 5927 4213
Кількість учасників по регіонах України:

Область Кількість Львівська 12208

Вінницька 2419 Миколаївська 2315

Волинська 2980 Одеська 6172

Дніпропетровська 11907 Полтавська 6331

Донецька 5914 Рівненська 3679
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Житомирська 2805 Сумська 6350

Закарпатська 2858 Тернопільська 2642

Запорізька 9828 Харківська 8858

Івано-Франківська 2293 Херсонська 5814

Київ 3501 Хмельницька 2517

Київська 3197 Черкаська 2913

Кіровоградська 4843 Чернівецька 2767

Луганська 1393 Чернігівська 2844

Висловлюємо вдячність обласним координаторам за організацію 
та забезпечення успішного проведення конкурсу у своїх регіонах:

Слушний Олег Миколайович Вінницька область

Семенюк Ірина Василівна Волинська область

Мірошниченко Андрій Анатолійович Дніпропетровська область

Пилипчук Олена Анатоліївна Донецька область

Жуковський Сергій Станіславович Житомирська область

Шаркадій Інна Володимирівна Закарпатська область

Васильченко Світлана Володимирівна Запорізька область

Микицей Сергій Михайлович Івано-Франківська область

Мірошниченко Наталія Михайлівна м. Київ

Федорчук Валерій Анатолійович Київська область

Чала Марина Станіславівна Кіровоградська область

Лобода Володимир Вікторович Луганська область

Зелез Мирон Михайлович Львівська область

Гапиченко Галина Євгенівна Миколаївська область

Мітельман Ігор Михайлович Одеська область

Шостя Світлана Петрівна Полтавська область

Буняк Володимир Олександрович Рівненська область
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Павленко Ірина Миколаївна Сумська область

Кривокульський Любомир Євстахович Тернопільська область

Старченко Людмила Миколаївна Харківська область

Сисоєнко Наталя Анатоліївна Херсонська область

Дрижал Олександр Михайлович Хмельницька область

Шемшур Вадим Михайлович Черкаська область

Гуменюк Марина Володимирівна Чернівецька область

Євтушенко Наталія Василівна Чернігівська область
Наступний конкурс відбудеться 10–12 листопада 2019 року (ін-

формаційний лист Інституту Модернізації Змісту Освіти  МОН 
України №	22.1/10-1002 від 22.03.2019 р.

Детальніше про конкурс на сайті http://bober.net.ua

Запрошуємо вчителів та учнів приєднуватись до цікавого масо-
вого міжнародного заходу з інформатики.
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