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1 Передмова

Цей збiрник мiстить задачi олiмпiад з iнформатики (програмування), що вiдбувалися у Чер-
каськiй областi з 2012/13 по 2018/19 навчальнi роки. Точнiше, вiн охоплює тури обласних iнтернет-
олiмпiад (крiм 2012/13 н. р.), дру́гi (районнi/мiськi) етапи Всеукраїнської олiмпiади з iнформатики, та
тi з третiх (обласних) етапiв, у яких завдання формувалися черкаськими авторами. Для розглянутих
турiв, до кожної задачi наведенi умова та вказiвки щодо її розв’язування.

Умови задач, що входять до збiрника, формувалися авторським колективом у складi: Пору-
бльов I.М. (ЧНУ), Богатирьов О.О. (ЧНУ), Шемшур В.М. (ЧОIПОПП), Фурник I. В. (ЧОIПОПП),
Черненко Р. В. (випускник ЧНУ 2011 р.), Полiщук Д. I. (випускник ФiМЛi 2004 р.), Безпоясний Б. С.
(ЧОIПОПП), Безпальчук В.М. (ЧНУ), Борзяк А. В. (випускник ФiМЛi 2016 р.; лише починаючи з
осенi 2016 р.). Умови задач наведенi у виглядi, максимально близькому до того, який вони мали на
самих етапах олiмпiади (лише змiнено форматування та виправлено окремi технiчнi помилки).

Бiльшiсть тексту розборiв (пояснень) до задач написана Порубльовим I.М., з урахуванням
порад вищезгаданих авторiв (з яких варто особливо вiдзначити поради Полiщука Д. I.). Низку слушних
пропозицiй висловив Полосухiн В. А. (випускник ФiМЛi 2014 р., який брав участь лише у пiдготовцi
розборiв пiсля вiдповiдних турiв). Є й кiлька випадкiв, коли на пояснення помiтно вплинули ро́зв’язки,
зданi на перевiрку в ejudge.ckipo.edu.ua, чи заданi засобами цього ejudge питання; тут окремої
подяки заслуговує Граб Н. В. (вчителька Золотонiської СШIТ №2). Тож, хто (чи то з учителiв, чи то
з учнiв) бажає висловити зауваження та/або пропозицiї — це, в розумнiй мiрi, вiтається, i, можливо,
буде враховано при пiдготовцi наступних версiй цього збiрника.

Збiрник не призначений замiнити пiдручник з програмування. Використовуючи конкретнi за-
дачi, нереально побудувати збалансований курс, що розглядає продуманий перелiк тем; та й спiв-
вiдношення обсягу задач та обсягу збiрника унеможливлює детальний розгляд усiх потрiбних у цих
задачах алгоритмiв. Тому основна увага у збiрнику придiлена поясненням нестандартних рiшень у
цих задачах. Коли задача зводиться до реалiзацiї вiдомого алгоритму, зазвичай наводиться посилан-
ня на джерела в Iнтернетi або в лiтературi. Рекомендується використовувати цей збiрник у поєднаннi
iз пiдручниками з програмування, монографiями та сайтами, де розглянутi ефективнi алгоритми.

Тип паче збiрник не є посiбником з конкретної мови програмування. Значна частина пояснень
сформульована без прив’язки до мови (словесно, математичними формулами, рисунками, тощо).
Де цитати коду необхiднi — найчастiше використанi Pascal та C++, рiдше Python та Java.

На олiмпiадi з iнформатики (програмування) ро́зв’язком задачi учасником, як правило, є про-
грама. Цей збiрник мiстить трохи таких програм безпосередньо у своєму текстi, але значно бiльше
таких програм-ро́зв’язкiв доступнi як посилання на сайт ideone.com (детальнiше про його переваги
та особливостi див. стор. 11). Крiм того, у роздiлi «Олiмпiади» форума сайту cit.ckipo.edu.ua

розмiщено i цю версiю збiрника, i версiю, де всi тексти програм розмiщено у самому збiрнику.
Усi наведенi у збiрнику задачi (та ще деякi) доступнi для автоматичної перевiрки на сайтi

ejudge.ckipo.edu.ua пiсля простої безкоштовної реєстрацiї. Ця перевiрка в цiлому вiдображає i те,
що було на вiдповiдних турах, i написане у цьому збiрнику. Разом з тим, за 7 рокiв (з 2012 р., ко-
ли було перше змагання на серверi ejudge.ckipo.edu.ua, по 2019 р., коли друкується цей збiрник)
вiдбулося двi повнi замiни апаратного забезпечення цього сервера. Через це не всi налаштування, якi
були актуальними на момент проведення вiдповiдних олiмпiад, актуальнi зараз. З’явилися i ситуацiї,
коли тi са́мi розв’язки, якi ранiше проходили менше тестiв, почали проходити бiльше (бо на новiшо-
му «залiзi» при використаннi новiшого компiлятора той самий код почав працювати швидше, або
тому, що внаслiдок переходу з 32-бiтової на 64-бiтову архiтектуру зменшилися чи зникли перепов-
нення типiв), i (рiдше) ситуацiї, коли тi са́мi розв’язки почали проходити менше тестiв (наприклад,
тому, що внаслiдок того ж переходу розв’язок почав перевищувати лiмiт пам’ятi). Зрiдка трапляються
навiть випадки, коли старий розв’язок, що нормально працював зi старою версiєю компiлятора, те-
пер не компiлюється, або зворотнi. Тому́, фактична робота ejudge.ckipo.edu.ua може мати окремi
незначнi вiдхилення як вiд того, що було на вiдповiдних турах, так i вiд написаного у збiрнику.
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2 Огляд особливостей «олiмпiадного» та «алгоритмiчного» про-

грамування

Якi бувають формати задач? На олiмпiадi з iнформатики (не iнформацiйних технологiй,
а iнформатики; пишуть також «iнформатики (програмування)») учасник отримує текстовi задачi,
розв’язком кожної з яких, як правило, повинна бути програма мовою програмування, що зчитує вхiднi
данi (з клавiатури чи файлу), обробляє їх згiдно з умовою задачi та виводить результат (на екран чи
у файл). Бiльшiсть розглянутих у збiрнику задач са́ме такi.

Починаючи з 2016 р., на етапах, розглянутих у цьому збiрнику, найпростiшi задачi передбача-
ють написання не програми, а виразу. Такий вид задач був запроваджений на основi досвiду деяких
закордонних олiмпiад, а не згiдно традицiй Всеукраїнської олiмпiади з iнформатики. Втiм, серед про-
стих задач i ранiше траплялися такi, де програма зводилася до прочитання вхiдних даних, обчислення
простої формули й виведення її результату, так що вiдхилення вiд традицiй i правил не значне. I при
цьому робить цi задачi доступними ширшiй частинi учасникiв. Не секрет, що поєднання задач на напи-
сання програм з автоматичною перевiркою часом призводить до того, що не дурнi, але не пiдготовленi
учасники не можуть виконати у своїх програмах одночасно всi технiчнi вимоги, й у результатi отриму-
ють 0 балiв за увесь тур. Що i сприймається негативно самими учасниками, i сумнiвно з педагогiчної
точки зору. А задачi на написання виразу (а не програми) дещо пом’якшують цей момент.

Ще один формат — iнтерактивнi задачi, в яких програма учасника отримує вхiднi данi не всi
вiдразу, а частинами, у процесi спiлкування з програмою-суперницею (т. зв. iнтерактором), i подальшi
введення, отримуванi програмою учасника, можуть залежати вiд попереднiх її виведень. Це в деякому
смислi робить олiмпiаднi задачi цiкавiшими й бiльш схожими на «не олiмпiадне» програмування. Але,
оскiльки перевiрка таких задач теж вiдбувається автоматично, пояснення формату спiлкування з про-
грамою-суперницею часто ще складнiшi для сприйняття, нiж пояснення форматiв вхiдних даних та
результатiв. Станом на початок 2019 року, збiрник мiстить три такi задачi (стор. 64, 83, 96).

Починаючи з весни 2019 р., на III (обласному) та IV (фiнальному) етапах набув поширення
також формат, де учасник має писати i здавати не всю програму, а вказанi ї ї частини. Тобто, є чiтко
заданий (в умовi задачi) перелiк пiдпрограм iз чiтко заданими заголовками; треба реалiзувати їх усi.
Як правило, можна (якщо учасник вважає доцiльним) реалiзовувати також свої допомiжнi пiдпрогра-
ми та/або оголошувати й використовувати свої глобальнi змiннi. Остато́чна перевiрка вiдбувається
шляхом компiляцiї i запуску програми, в якiй зiбранi разом фрагменти, написанi учасником, i фра-
гменти, написанi журi — причому, журi може завчасно надавати учасникам сам́i цi фрагменти, а може
й лише обмежену iнформацiю про них i приклад деякого iншого фрагменту. В цьому збiрнику задач
такого вигляду нема, але для успiшних виступiв на III–IV етапах слiд готуватися в тому числi й до них;
оскiльки цей формат ще не набув поширення на українських серверах, поки що доводиться рекомен-
дувати для тренувань роботи з таким форматом англомовнi мiжнароднi сервери, як-то topcoder.com
та csacademy.com . Чи будуть задачi такого формату запроваджуватися на етапах, яким присвячений
цей збiрник, i додаватися на ejudge.ckipo.edu.ua , наразi ще не вирiшено.

Вiдомi ще деякi iншi формати, але вони нi разу не використанi в цьому збiрнику, i на iнших
етапах олiмпiади трапляються дуже рiдко.

«Мiркування на тему», вираженi учасниками словесно, не приймаються i не перевiряються
ще з кiнця 1990-х рр.

Звiдки беруться оцiнки, промiжнi мiж 0 i максимумом? Як правило, задачi перевiряють
за допомогою тестiв. Це розроблена (автором задачi або журi) сукупнiсть прикладiв, кожен з яких мi-
стить вхiднi данi й вiдповiдну їм правильну вiдповiдь. Кожен розв’язок кожного учасника запускається
на усiх цих прикладах, i тi з них, де програма вивела правильний результат, уклавшись у обмеження
за часом та обсягом пам’ятi, вважаються успiшно пройденими.

Бувають програми, якi виводять iнколи правильнi вiдповiдi, iнколи неправильнi. Бувають пра-
вильнi, але неефективнi програми, якi частину тестiв проходять, а на рештi отримують вердикт «Пе-
ревищено час роботи». I так далi. Звiдси рiзнi сукупностi успiшно пройдених тестiв та рiзнi бали.
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Що таке потестове та поблокове (блочне) оцiнювання? Потестове оцiнювання озна-
чає, що бали нараховуються за кожен тест окремо: програма, що успiшно пройшла тест, отримує
запланованi за нього бали. Поблокове (воно ж блочне) — що тести групуються у блоки, i програма
учасника отримує запланованi за блок бали, лише якщо успiшно пройдено всi тести блока. Можуть
бути (а може й не бути) також залежностi «такий-то блок перевiряється й оцiнюється лише за умо-
ви успiшного проходження таких-то попереднiх блокiв». Приклади описiв такого оцiнювання можна
бачити в багатьох задач 2018/19 н. р.; найтиповiшим, мабуть, є роздiл «Оцiнювання» зi стор. 93.

Якщо говорити про етапи, розглянутi в цьому збiрнику, то поблокове оцiнювання з’явилося
восени 2018 р., а до того було лише потестове. Але якщо розглянути тi третi (обласнi) етапи Всеукра-
їнської олiмпiади з iнформатики, якi проводилися централiзовано, то поблокове оцiнювання поступово
запроваджували вiд початку 2017 р. А на Мiжнародних олiмпiадах воно взагалi з 2011 р.

Поблокове оцiнювання у середньому призводить до нижчих балiв учасникiв, нiж потестове,
але викликає менше нарiкань вигляду «ну i за що отому поганому розв’язку аж так багато балiв?»
та/або «i оце така дрiбна оптимiзацiя змiнює кiлькiсть балiв?». Це рiзнi наслiдки однiєї властивостi:
для потестового оцiнювання значно бiльша, нiж для поблокового, ймовiрнiсть, що програма пройде
якiсь тести випадково — чи то зовсiм випадково, чи то тому, що алгоритм розв’язує задачу лише при
додаткових обмеженнях (наприклад, гарантовано правильний для квадратних масивiв, але не для
всiх прямокутних не квадратних), чи то тому, що деякi тести зовсiм на гранi то вкладаються, то
не вкладаються у лiмiт часу. Або, якби задача «Палички, хто переможе?» (стор. 92) оцiнювалася
потестово, то можна було б отримати десь iз половину балiв, взагалi не розв’язуючи задачу по сутi,
а просто здавши одну програму, яка завжди виводить 1, та iншу програму, яка завжди виводить 2.
А поблокове оцiнювання робить цей прийом практично неможливим — що, власне, й чеснiше-то, i
є однiєю з причин переходу вiд потестового оцiнювання до поблокового. Ще два наведенi в цьому
збiрнику приклади сумнiвних наслiдкiв потестового пiдходу описанi в поясненнях, як набрати частину
балiв за задачi «Логiчний куб» (стор. 32) та «Дiрка i Пробка» (стор. 80).

Так що на рiвень складностi задачi (особливо у смислi отримання частини балiв) iстотно
впливають не лише її умова та об’єктивна складнiсть повного розв’язку, а й спосiб оцiнювання.

Що таке «чекери» (checkers) та «iнтерактори» (interactors)? У деяких задачах можли-
вi рiзнi правильнi вiдповiдi. Скажiмо, у щойно згаданому «Логiчному кубi» слiд виводити мiнiмальний
шлях, i рiзнi шляхи (послiдовностi вершин) можуть мати однакову мiнiмальну довжину. На якiсно
пiдготовленiй олiмпiадi для таких задач пишуть т. зв. чекери, якi перевiряють вiдповiдь програми
учасника за смислом. Чекери пишуть автори задач або члени журi, а не учасники, тож кому цiкаво —
шукайте деталi самостiйно (зокрема, на codeforces.com), кому нi — можна обмежитися правилом,
що у таких ситуацiях треба виводити будь-яку одну правильну вiдповiдь.

Для iнтерактивних задач (див. стор. 5) усе ще трохи складнiше, бо там є окремо чекери
й окремо iнтерактори, якi проводять взаємодiю («спiлкування») з програмою учасника. Аналогiчно,
охочi можуть прочитати про це детальнiше на codeforces.com, а кому це не цiкаво, може обмежитися
тим, що коли в iнтерактивних задачах можуть бути рiзнi правильнi промiжнi вiдповiдi (наприклад,
«ходи́»), слiд виводити будь-який один з правильних варiантiв.

Чи можна здавати багато розв’язкiв однiєї задачi? Наразi на Всеукраїнськiй олiмпiадi
з iнформатики учасники можуть багатократно здавати свої розв’язки у систему перевiрки, взнавати
результати (тривалiсть перевiрки — вiд кiлькох секунд до кiлькох хвилин), i з усiх спроб автомати-
чно вибирається найкращий результат. Обмеження на кiлькiсть спроб здачi iснують, але, зазвичай,
лояльнi, як-то «до 60 на учасника сумарно по всiм задачам» (що, втiм, при дуже марнотратному
ставленнi може бути й повнiстю розтринькано).

Iнша справа, що правила не завжди були такими (на IV (фiнальному) етапi вони такi з 2012 р.,
на етапах, розглянутих у цьому збiрнику — з 2013 р.), й невiдомо, як довго вони будуть такими.
Iснує точка зору, що цi правила «спонукають клацати замiсть думати», i на деяких iнших змаганнях
з програмування перевiрка на повному наборi тестiв вiдбувається пiсля туру, а пiд час туру учасник
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взнає́ лише, чи проходить його програма всього кiлька тестiв. Зокрема, са́ме такими є i Всеукраїн-
ська Iнтернет-олiмпiада з iнформатики NetOI (netoi.org.ua), i менш офiцiйнi, але бiльш популярнi
змагання, що проводяться сайтами codeforces.com та topcoder.com .

Є й системи оцiнювання, коли зайвi спроби здачi можливi, але якось «штрафуються». Втiм,
на момент редагування цього збiрника (2019 р.) у шкiльних олiмпiадах таких тенденцiй не помiтно.

Не типовi, але технiчно можливi й обмеження на кiлькiсть спроб здачi окремої задачi. Напри-
клад, на II етапi 2018/19 навч. року використовувалися одночасно i обмеження 60 спроб сумарно на
всi задачi, i обмеження 5 спроб конкретно на задачу «Палички, iнтерактивна гра».

Як працювати у ejudge? В Iнтернетi багато описiв роботи з ejudge. Наприклад, на офi-
цiйному сайтi розробника, починаючи з ejudge.ru/wiki/index.php/Веб-интерфейс_пользователя .
Ще один — goo.gl/AxLPii . На думку авторiв збiрника, для початку важливi такi питання.

1. За адресою ejudge.ckipo.edu.ua має з’явитися сторiнка з вибором доступних «змагань» (в т. ч.
тренувань). При клiку на конкретне «змагання» з’являється пропозицiя зайти (залогiнитися).

(a) Якщо у Вас вже є акаунт на ejudge.ckipo.edu.ua , спробуйте скористатися ним (акаунт може
бути один на рiзнi тренування). Для тренувань рекомендується використовувати акаунти, ство-
ренi за Вашим запитом i пiдтвердженi через електронну пошту. (А акаунти, розданi учасникам
офiцiйних змагань органiзаторами, використовувати для тренувань не рекомендується.) Якщо
акаунт, створений за Вашим запитом i прив’язаний до пошти, вже є, але Ви забули пароль —
спробуйте автоматичне вiдновлення паролю. В окремих особливих випадках можна також звер-
татися (див. п. 4b) з проханням про ручне скидування пароля; але якщо акаунт не дуже цiнний,
а автоматичне вiдновлення не працює, можна просто створювати новий.

(b) Щоб зареєструватися, натиснiсть «Создать учётную запись», наберiть бажаний login та свiй
email (реально доступний). Знайдiть у поштi лист (вiн може потрапити у спам), перейдiть по
вказаному лiнку, наберiть вибраний Вами login, та пароль, що прийшов у листi. Якщо буде
написано «Не зарегистрирован» — клiкнiть на «Подтвердить регистрацию».

(c) Натиснувши «Участвовать», Ви потрапите всере́дину тренування.
2. У бiльшостi тренувань умови задач знаходяться в окремих документах за межами єджаджа. Щоб

побачити їх, натиснiсть лiнк «Условия». Коли умови задач вiдкриються в окремiй вкладцi, не за-
кривайте вкладку з єджаджем.

3. Щоб здати задачу, потрiбно:
(a) Добитися (наприклад, клiкнувши на «Инфо»), щоб на сторiнцi були присутнi маленькi прямо-

кутнички з кодами задач (зазвичай — A, B, C, D).
(b) Клiкнути на потрiбний (A, B, . . . ) прямокутничок.
(c) Вибрати зi списку коло мiтки «Язык» одну з доступних мов програмування.
(d) Натиснувши кнопку вибору файлу навпроти мiтки «Файл», знайдiть збережений на своєму

комп’ютерi файл з розв’язком. Це мусить бути вихiдний (исходный, source, сирцевий) файл,
з розширенням .pas, .cpp, .c, тощо вiдповiдно до мови програмування.

(e) Через деякий час (вiд кiлькох секунд до кiлькох хвилин) з’явиться вердикт з сумою набраних
балiв. При натисканнi на лiнк «Просмотр» стовпчика «Просмотреть протокол», можна побачити
трохи детальнiший протокол. Для задач, в яких треба здавати програму, для не зарахованих
тестiв буде вказано також вердикт (див. далi).

4. Можна задавати питання щодо незрозумiлих моментiв (типовий час надходження вiдповiдi для
тренувань — вiд кiлькох годин до кiлькох днiв).

(a) Рекомендований спосiб: якщо Ви благополучно увiйшли всередину потрiбного тренування, за-
давайте питання через лiнк «Отправить вопрос».

(b) Якщо попереднiй спосiб недоступний (наприклад, не можете залогiнитися в єджадж) — можна
писати на email oioick@ukr.net, а також у вже згаданий роздiл «Олiмпiади» форума сайту
cit.ckipo.edu.ua .

Сторiнка 7 з 98

https://netoi.org.ua
http://codeforces.com
https://www.topcoder.com/community/competitive-programming
https://ejudge.ru/wiki/index.php/%D0%92%D0%B5%D0%B1-%D0%B8%D0%BD%D1%82%D0%B5%D1%80%D1%84%D0%B5%D0%B9%D1%81_%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D1%8C%D0%B7%D0%BE%D0%B2%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BB%D1%8F
https://goo.gl/AxLPii
https://ejudge.ckipo.edu.ua
https://ejudge.ckipo.edu.ua
https://cit.ckipo.edu.ua/index.php/forum/olimpiady
https://cit.ckipo.edu.ua


Збiрник задач та їхнiх розв’язкiв обласних, районних (мiських)
олiмпiад з iнформатики Черкаської областi (2012–2018 р.р.)

Якi бувають вердикти (статуси, результати) перевiрки ejudge-ем? Перелiк можна бачи-
ти, зокрема, за адресою ejudge.ru/wiki/index.php/Вердикты_тестирования . Прокоментуємо бiль-
шiсть з них (але не всi).

OK — усе гаразд; є два рiзнi вердикти з такою назвою: вердикт «OK» окремого тесту означає,
що успiшно пройдено цей окремий тест; вердикт «OK» усього розв’язку означає, що вiн успiшно
пройшов усi тести й повнiстю зарахований. Як правило, вердикт «OK» усього розв’язку означає також
повний бал за задачу, але тут можуть бути й тонкощi конкретної системи оцiнювання, наприклад,
пов’язанi зi штрафами за попереднi невдалi спроби.

Compilation Error (Ошибка компиляции) — вердикт розв’язку в цiлому (а не окремих тестiв),
який означає, що програму неможливо скомпiлювати. Варто перевiрити, чи правильно вибрано мову
програмування i чи компiлюється програма на локальному комп’ютерi. Через вiдмiнностi у версiях
компiлятора на серверi та на локальному комп’ютерi буває, що з цим все гаразд, а програма на ejudge
все-таки не компiлюється. В такому разi слiд читати (через вищезгаданий лiнк «Просмотр» стов-
пчика «Просмотреть протокол») повiдомлення про помилку компiляцiї на серверi, яке повинно бути
доступне в т. ч. й пiд час офiцiйних турiв i в якому повиннi бути вказанi номер рядка, назва помилки
та iнша конкретна iнформацiя. (Якщо раптом недоступне — змагання неправильно налаштоване, i
слiд звертатися з цим до адмiнiстрацiї ejudge та/або журi.)

Wrong Answer (Неправильный ответ) — програма учасника завершилася i вивела якийсь ре-
зультат, але вiн неправильний. Пiд час офiцiйних турiв нiякої додаткової iнформацiї не надається. Пiд
час тренувань та в деяких навчальних наборах задач вмiст вхiдних даних, правильної вiдповiдi та
вiдповiдi програми учасника можуть бути частково доступнi через той самий стовпчик «Просмотреть
протокол». Але не варто аж надто звикати до цього.

Presentation Error (Ошибка неправильного формата результата) — програма учасника завер-
шилася i щось вивела, але воно зовсiм не схоже на правильний результат. Ця помилка схожа на
попередню, i ejudge може плутати їх (особливо, якщо в задачi є чекер та/або iнтерактор), але, по
iдеї, попередня помилка повинна видаватися, коли правильний формат, але неправильне конкретне
значення, а ця — коли неправильний або незрозумiлий формат. Наприклад, якщо вiдповiдь повинна
мiстити одне цiле число, i виведене одне цiле число, але не таке, як треба — це попередня помилка
«Wrong Answer». А якщо вiдповiдь повинна мiстити одне цiле число, а програма учасника вивела
рядок “Masha!jila!kashu!!!” — це ця помилка «Presentation Error».

Run-Time Error (Ошибка при работе программы) — програма аварiйно завершилася внаслi-
док виходу за межi масиву, чи дiлення на нуль, чи ще якоїсь аналогiчної помилки, чи генерацiї
(i не обробки) виключної ситуацiї (exception) самою програмою. Взнати подальшi деталi на офiцiйно-
му турi, як правило, неможливо. Нерiдко буває й так, що ejudge детектує лише цю нечiтку помилку
«Run-Time Error» там, де слiд було б детектувати «Memory Limit Exceeded» чи «Security Violation».

Security Violation (Ошибка нарушения ограничений безопасности) — рiзновид помилки часу
виконання, коли виконання програми заблоковано через те, що якась дiя визнана потенцiйно небез-
печною. Дуже сильно залежить вiд налаштувань конкретного змагання: може не з’являтися взагалi
нiколи; може з’являтися на будь-яку спробу викликати system (включно з system("pause")); мо-
же з’являтися при спробi запустити додатковий процес/потiк; може з’являтися при спробi вiдкрити
будь-який файл, крiм явно дозволених; тощо.

Time-Limit Exceeded (Ошибка превышения лимита времени) — програма не завершилася вча-
сно (перевищила вiдведений лiмiт на час роботи). Ejudge досить добре (але не iдеально) обробляє
ситуацiю, коли програма учасника довго працює тому́, що сервер зайнятий чимось iншим, i вмiє розрi-
зняти процесорний час (час справжнього використання процесора сервера са́ме програмою учасника)
вiд астрономiчного часу (що включає в себе як процесорний час, так i час очiкування, поки сервер
зайнятий чимось iншим). Як правило, це повiдомлення з’являється тодi, коли програма учасника
справдi зайняла забагато процесорного часу. До речi, все це означає також, що хоча розпаралелюва-
ння мiж кiлькома процесорами/ядрами може бути корисним засобом пришвидшення на практицi, на
«стандартних» олiмпiадах (а не спецiальних олiмпiадах з розпаралелювання) воно без толку i навiть
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шкiдливе, бо, навiть якщо налаштування ejudge i дозволять програмi учасника запускати паралельнi
процеси/потоки (що не факт), з лiмiтом порiвнюватиметься сумарний процесорний час.

Iнодi (дуже рiдко) бувають ситуацiї, коли цей вердикт ставиться безпiдставно, бо вимiрювання
часу (особливо, в умовах, коли сервер справдi зайнятий одночасно чимсь iншим) все-таки не iдеальне.
Також бувають ситуацiї, коли ejudge ставить цей вердикт «Time-Limit Exceeded» замiсть наступно-
го «Wall Time Limit Exceeded», причому це може вiдбуватися суто помилково, а може й тому́, що
поведiнка «не розрiзняти цi два вердикти» налаштована спецiально.

Wall Time Limit Exceeded (Ошибка превышения лимита реального времени) — перевищення лi-
мiту астрономiчного, а не процесорного часу. Особливо часто буває при перевiрцi iнтерактивних задач,
коли програма учасника намагається читати вхiднi данi тодi, коли iнтерактор (програма-суперниця)
нiчого не виводить. У свою чергу, це може бути спричинено тим, що програма учасника не помiчає,
що їй взагалi-то вже пора було завершитися, або грубим вiдхиленням вiд вказаного в умовi задачi
формату взаємодiї (намагається прочитати те, чого їй нiхто i не обiцяв вводити), або недотриман-
ням рекомендацiй з умови задачi щодо flush. Це одна з проблем з iнтерактивними задачами: якщо
учасник iгнорує наполегливi рекомендацiї робити flush, або робить flush невчасно, то цiлком iмо-
вiрно, що виведення учасника «застряє по дорозi», не доходячи до програми-суперницi, й настає
момент, коли програма учасника чекає, що їй щось введуть, а програма-суперниця не може це зроби-
ти, бо ще не прочитала попереднє виведення програми учасника, бо воно «застрягло десь по дорозi»,
бо учасник не робить у своїй програмi flush. I так цi двi програми можуть чека́ти одна на о́дну дуже
довго, не споживаючи процесорний час, але й не пускаючи на перевiрку iншi розв’язки iнших учасни-
кiв. Не робити flush у розв’язку iнтерактивної задачi — все одно, що при запуску звичайної програми
зi звичайним введенням вхiдних даних з клавiатури не натиснути Enter, а потiм дивуватися «а чому
оце я всi вхiднi данi набрав, а воно їх не обробляє».

Ще цей вердикт може з’являтися, коли програма учасника прямо чи опосередковано викликає
функцiю sleep або аналогiчну. Документацiя до ejudge стверджує (правда, це чомусь не пiдтверджу-
ється експериментально), що ще цей вердикт може з’являтися, коли (не iнтерактивна) програма уча-
сника намагається читати вхiднi данi зi стандартного входу (клавiатури) там, де задача налаштована
так, що їх треба читати лише з файлу.

Якщо цей вердикт «Wall Time Limit Exceeded» з’являється у ще якихось ситуацiях, крiм описа-
них — це може свiдчити про проблеми з ejudge (неправильний iнтерактор, та/або неправильнi лiмiти
процесорного та/або астрономiчного часу, та/або неадекватно висока завантаженiсть сервера незро-
зумiло чим, та/або намагання ejudge розпаралелювати перевiрку в бiльшiй мiрi, нiж це може надiйно
забезпечити «залiзо» сервера); про таке варто повiдомляти адмiнiстрацiю ejudge та/або журi. Але
варто спочатку перевiрити, чи точно нема якоїсь iз згаданих ситуацiй, коли цей вердикт справедливий.

Memory Limit Exceeded (Ошибка превышения лимита памяти) — програма учасника намагає-
ться використати бiльше пам’ятi, нiж вiдведений їй лiмiт. На жаль, детектування цiєї помилки нена-
дiйне, i замiсть неї учаснику нерiдко повiдомляється значно розмитiша помилка «Run-Time Error».

Skipped (Пропущено) — можливий лише при поблоковому оцiнюваннi, якщо на са́ме цьому
тестi розв’язок можна взагалi не перевiряти, бо цей тест належить блоку, який вже точно не пройшов
(бо розв’язок вже не пройшов один з ранiших тестiв цього блоку, або вже не пройшов хоча б один з
блокiв, успiшне проходження яких обов’язкове для перевiрки й оцiнювання цього блоку).

Pending (Ожидает проверки), Compiling (Компилируется), Running (Выполняется) — тимчасовi
статуси розв’язку в цiлому (а не окремих тестiв), якi вiдображають, що са́ме цей розв’язок ще не
перевiрений. Якщо все гаразд, то через якийсь невеликий час статус «Compiling» чи «Running»
повинен автоматично змiнитися на якийсь iнший. Щодо статусу «Pending» це менш очевидно, бо вiн
може означати те са́ме, але може також означати, що перевiрка са́ме цiєї задачi та/або са́ме цiєю
мовою програмування са́ме за́раз взагалi неможлива.

Check Failed (Внутренняя ошибка проверки) — вердикт, якого при нормальному перебiгу пе-
ревiрки учасник не повинен бачити, що б не робив; це надзвичайна ситуацiя, про яку варто негайно
повiдомляти адмiнiстрацiю ejudge та/або журi олiмпiади. Виникає, коли розбаловка за окремi тести
чи групи протирiчить розбаловцi за задачу в цiлому, або взагалi не задано спосiб порiвняння вiдповiдi
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учасника з еталонною вiдповiддю (байт-у-байт, чи з деякою точнiстю, чи окремим чекером, тощо),
або вмiст хоча б одного файлу з тестом не вiдповiдає встановленим описам його вмiсту, або вказа-
но назву чекера, а такого чекера нема, або чекер завершується аварiйно, або аналогiчна ситуацiя з
iнтерактором, тощо. Само собою, з усiм цим повиннi розбиратися адмiнiстратор ejudge та автор за-
дачi, а не учасники. Само собою, знання, що щось не так з перевiркою, не гарантує нi помилковостi,
нi правильностi розв’язку учасника. Але розумiння смислу цього форс-мажорного вердикту все-таки
може бути корисним учаснику — принаймнi, можна осмислено вiдкласти цю задачу й зосередитися
на iнших, або зосередитися на аналiзi власного розумiння цiєї задачi, тимчасово iгноруючи вердикт
ejudge-а, тощо. Якщо вiдомо, що iншим учасникам за цю задачу були успiшно виставленi хоч якiсь
ненульовi бали (це можна побачити, якщо пiд час туру доступна таблиця результатiв усiх учасникiв,
i в нiй так написано, або якщо так вiдповiсть адмiнiстрацiя ejudge на Ваше повiдомлення про цю
помилку) — можна бути бiльш-менш (але не абсолютно) впевненим, що проблема в тому, що чекер
чи iнтерактор коректно обробляє тi вiдповiдi програми учасника, якi розробник чекера чи iнтерактора
сприйняв за вiрогiднi, а Ваша програма виводить якийсь несподiваний варiант, не продуманий тим
розробником. В принципi можна (не факт, чи треба, але можна) пробувати пiдiбрати, якi iншi варiанти
мiг мати на увазi розробник чекера/iнтерактора.

Якi допустимi мови програмування? Згiдно Правил Всеукраїнської олiмпiади з iнформати-
ки — C++, C, Pascal, Java, Python. Сервер Черкаського ОIПОПП ejudge.ckipo.edu.ua їх пiдтримує
(Pascal — як Free Pascal та Pascal ABC.NET (mono), С++ — як g++, C — gcc, Java — версiї 8,
Python наявний i 2-й, i 3-й). Фактично на ejudge.ckipo.edu.ua наявнi також Perl, mono C#, Free
Basic, i на бiльшостi олiмпiад, що вiдбуваються на цьому серверi, якщо учасник хоче — може зда-
вати програми цими мовами, отриманi бали враховуються. Але адмiнiстрацiя серверу та журi туру
не несуть вiдповiдальностi та не приймають претензiй, якщо виявиться, що деякi задачi деякими з
не рекомендованих мов не можуть бути розв’язанi на повнi бали, бо, наприклад, навiть найкращий
алгоритм не на всiх тестах вкладається у обмеження за часом чи обсягом пам’ятi. Бiльш того, за
офiцiйними правилами Всеукраїнської олiмпiади Java та Python теж дозволенi з тiєю ж примiткою,
що журi та адмiнiстрацiя не несуть вiдповiдальностi . . . . . . . . . (Для C++, C така вiдповiдальнiсть є;
донедавна така вiдповiдальнiсть була також щодо Pascal, але з приблизно 2019 р. щодо нього теж
з’явилася аналогiчна примiтка.)

Коли у текстi цього збiрника згадується, що якусь частину задачi мовою Pascal треба писати
самому, а мовою C++ можна використати готову бiблiотечну функцiю — часто (але не завжди)
подiбна функцiя є також i в Python та Java.

Чому нема Delphi? Зi «справжнiм» Delphi є i проблема лiцензiйної чистоти, i складнощi вза-
ємодiї ejudge, що працює пiд OS Linux, з Windows-програмами. Як компромiс, у перелiку мов ejudge.
ckipo.edu.ua є варiант «fpc-delphi — Free Pascal in Delphi mode». Вiн пiдключає деякi (не всi)
«дельфiйськi» особливостi (integer 32-бiтовий; string дозволяє рядки, довшi 255; функцiї мiстять
спецiальну змiнну Result; . . . ). До речi, цей режим можна увiмкнути i зсере́дини своєї програми: на-
писати в двох окремих рядках {$mode delphi} та {$H+} (замiсть рядка {$APPTYPE CONSOLE}) i здати
пiд Free Pascal. (Конкретнi рядки “{$mode delphi}” та “{$H+}” варто запам’ятати, бо “fpc-delphi”
не є невiддiльною складовою будь-якої копiї ejudge, а доданий на ejudge.ckipo.edu.ua вручну; вiд-
повiдно, в iнших системах автоматичної перевiрки його запросто може не бути.)

Якi ще є рекомендацiї щодо мов програмування? PascalABC: Як правило, варто здавати
пiд fpc-delphi. Але iнодi варто пiд pasabc-linux. Справа в тiм, що pasabc-linux вiдрiзняється
вiд PascalABC пiд Windows, i при цьому працює значно повiльнiше, нiж fpc-delphi чи fpc. Тому,
pasabc-linux далеко не завжди є найкращим вибором. Але iнодi все ж є, бо pasabc-linux все-таки
бiльш схожий на PascalABC пiд Windows, нiж fpc-delphi.

TurboPascal/BorlandPascal: Як правило — здавати пiд fpc-delphi. Але iнодi виявляється до-
цiльним написати на початку програми окремий рядок {$mode tp} (який робить fpc бiльш схожим
на Turbo Pascal) i здати пiд fpc.
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Пiд усiма паскалями, украй небажано пiдключати uses crt . Результати взаємодiї crt з ejudge
украй дивнi — програми працюють iнодi правильно, iнодi неправильно, iнодi правильно, але довго,
iнодi по-своєму розриваючи рядки результату. . . Причому, ejudge не каже, що з програмою щось не так
(краще б казав). Все це проявляється сильнiше, коли програма читає з клавiатури i/або виводить
на екран, i менше, коли введення/виведення суто файлове.

Visual C++: Здавати пiд g++, розумiючи, що g++ — C++, але iнший. Зокрема: (1) у заголовку
main не можна писати нi _tmain нi _TCHAR. Можна, наприклад, int main(int arc, char* argv[])

або int main() . (2) Не можна пiдключати #include "stdafx.h" .
Пiд С/С++, не слiд викликати функцiю system (навiть system("pause")); втiм, адмiнiстрацiя

ejudge може налаштувати це в рiзних змаганнях по-рiзному.
C#: Здавати пiд mcs (monoC#), розумiючи, що це не справжнiй C# (якого пiд Linux нема),

а порт деякої дуже старої версiї C#. Як наслiдок, у mcs нема багатьох бiблiотек, навiть деяких з тих,
якi сучаснi версiї Visual Studio зазвичай пiдключають автоматично. Зокрема, через це слiд видаляти
рядок «using System.Threading.Tasks;», навiть якщо його створено автоматично.

Java: Пiд java, не можна задавати package (а якщо середовище створює його автоматично, то
видаляти перед вiдправкою в ejudge).

Щодо особливостей та переваг сайту ideone.com. Наведенi у текстi збiрника посилання
на сайт ideone.com дозволяють бачити тексти програм з пiдсвiткою синтаксиса, скачувати їх, а також
створювати власну копiю (ця дiя називається «fork») i працювати з нею безпосередньо на сайтi
(це особливо зручно, якщо потрiбно швидко спробувати якусь дрiбну змiну з телефона або з чужого
комп’ютера, де нема середовища програмування).

Сайт ideone.com передбачає, що вхiднi данi програми слiд ввести у текстове поле (input
у смислi html) на тiй же сторiнцi сайту пiд текстом цiєї програми, до ї ї запуску. Сайт ideone.com

передбачає, що програма має читати вхiднi данi (тi, що вводяться до запуску) через стандартний
вхiд, вiн же stdin («клавiатура», яка фактично перенаправляється, але з точки зору програми кори-
стувача сайта є клавiатурою) й виводити результати через стандартний вихiд, вiн же stdout, вiн же,
в аналогiчному смислi, «екран».

Оскiльки значна частина розглянутих у збiрнику задач передбачає са́ме такi введення i ви-
веденння, вiдповiднi тексти програм можуть бути використанi i на ideone.com , i на ejudge.ckipo.

edu.ua без яких би не було змiн; разом з тим, деяка частина старiших задач ejudge.ckipo.edu.ua

налаштована лише на файлове введення/виведення, через що потрiбно або переписувати конкретно
тi мiсця коду, якi стосуються введення/виведення, або вживати неочевидну конструкцiю з ifdef та
assign/freopen/. . . (залежно вiд мови програмування), як у ideone.com/XbSTUE , де фрагмент мiж
{$ifdef ONLINE_JUDGE} та {$else} виконується на ideone.com i не виконується нi на ejudge.ckipo.
edu.ua , нi на локальному комп’ютерi, а фрагмент мiж {$else} та {$endif} — навпаки; assign за-
безпечує перенаправлення стандартних входу («клавiатури») i виходу («екрану») вже не засобами
сайту, а засобами самої програми. Взагалi кажучи, такi засоби бувають дуже корисними, й рекомен-
дуємо з ними ознайомитися детальнiше, але за iншими джерелами, бо обсяг збiрника не дозволяє
розглянути це детально для всiх ймовiрних мов програмування.

Чи потрiбно доводити правильнiсть алгоритмiв? З одного боку, доведення не вимага-
ються та не оцiнюються. З iншого — не вмiючи доводити, важко оцiнювати правильнiсть iдей. Якщо
програма видає неправильну вiдповiдь, треба якось приймати рiшення, чи шукати й виправляти технi-
чну помилку, чи повнiстю вiдкинути цю iдею й шукати iншу. У такому сенсi доведення бувають кориснi,
навiть якщо робити їх виключно для себе. Приклади доведень можна бачити на стор. 28, 39, 42.

Що означають записи, подiбнi до «𝑂(𝑛2)»? Деталi можна знайти в Iнтернетi чи лiте-
ратурi за назвою асимптотичнi позначення 𝑂, 𝑜, Ω, 𝜔, Θ; «𝑂» та «𝑜» нерiдко читають «o» (одним
звуком), але правильнiше «омiкрон»; «Ω» та «𝜔» — «омега» (велика й маленька); «Θ» — «тета».
Формальнi означення складнуватi, наприклад один з варiантiв означення 𝑂 такий: числова функцiя
𝑓(𝑛) є функцiєю порядку 𝑂(𝑔(𝑛)), коли iснує деяка числова функцiя 𝑓1(𝑛), така, що виконуються
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обидва твердження «для всiх 𝑛, 𝑓(𝑛) 6 𝑓1(𝑛)» та « lim
𝑛→∞

𝑓1(𝑛)

𝑔(𝑛)
= 𝑐 > 0, де 𝑐 — скiнче́нне число»

(яке не зростає при 𝑛 → ∞).
Простiше (не зовсiм точне) пояснення: нехай нас цiкавить, наскiльки стрiмко зростає функцiя

2𝑛2+17𝑛+12
√
𝑛+500 при 𝑛→∞. При дуже великих 𝑛, доданок 2𝑛2 значно перевищує всi iншi

разом узятi, тож можна приблизно оцiнювати всю суму самим лише 2𝑛2. Пiдемо ще далi й скажемо,
що нас не цiкавить, чи 2𝑛2, чи 7𝑛2, чи 1

6𝑛
2 — головне, що коефiцiент при 𝑛2 є скiнче́нним строго

додатним числом. Оце й показує, що як 2𝑛2+17𝑛+12
√
𝑛+500, так i 7𝑛2, так i 1

6𝑛
2+100𝑛

√
𝑛+

+12345 являють собою 𝑂(𝑛2) та Θ(𝑛2). Вiдмiннiсть мiж 𝑂 i Θ у то́му, що 𝑂(𝑔(𝑛)) дозволяє, щоб
дослiджувана функцiя була хоч «дуже приблизно рiвною» 𝑔(𝑛) (у щойно описаному смислi), хоч
значно меншою, а Θ(𝑔(𝑛)) — лише «дуже приблизно рiвна». Наприклад, 2𝑛

√
𝑛+17𝑛 можна вважати

хоч 𝑂(𝑛
√
𝑛), хоч 𝑂(𝑛2), хоч Θ(𝑛

√
𝑛), але не Θ(𝑛2).

Навiщо все це програмiсту? Бо саме так зручно оцiнювати залежнiсть часу робо́ти програми
вiд розмiру вхiдних даних. Кiлькiсть тактiв CPU, потрiбних для обчислення деякого виразу, залежить
вiд моделi CPU та вiд того, чи помiщаються данi у кешi, й усе це аналiзувати дуже складно. Але можна
iгнорувати цi складнощi, заявляючи, що будь-який фрагмент програми, який не мiстить циклiв чи
викликiв пiдпрограм, працює за Θ(1). Приклад такого аналiзу (для алгоритму сортування вставками)
наведено на рис. 1.

Як потiм використати отриманi асимптотичнi оцiнки? Порiвнювати ефективнiсть алгоритмiв
(для чого не завжди треба реалiзовувати їх, часто досить уявити структуру циклiв). А також оцiнювати
шанси алгоритму помiститись у такi-то обмеження часу при обробцi вхiдних даних таких-то розмiрiв.

Тактова частота сучасних комп’ютерiв — кiлька гiгагерц (мiльярдiв тактiв за секунду). Вра-
ховуючи неточностi у питаннi «скiльки тактiв займають якi дiї» та iгнорування констант у сами́х
означеннях 𝑂 чи Θ, цi «кiлька мiльярдiв» треба ще подiлити (причому не ясно, на скiльки), й у ви-
сновку виходить щось дуже приблизне «за секунду встигається десь 107–109 дiй». Але навiть на-
стiльки приблизнi оцiнки можуть бути кориснi. Наприклад: 𝑛=108, складнiсть алгоритму Θ(𝑛2). Тодi
(108)2=1016, час роботи вiд 1016/109=107 сек (≈4 мiсяцi) до 1016/107=109 сек (≈30 рокiв) — без-
надiйно далеко вiд того, щоб укластись у пару секунд. Або: при 𝑛=105 алгоритм складнiстю 𝑂(𝑛

√
𝑛)

(105·
√
105≈ 3,2·107) має шанси вкластися у секунду, але без «запасу», можуть бути важливi всiлякi

оптимiзацiї у дрiбницях.
Звiсно, можна вимiрювати час i по-простому в мiлiсекундах. Автоматичнi системи перевiрки

(включаючи ejudge) так i вимiрюють. Цi способи не заважають один о́дному, а доповнюють.
Нарештi, у збiрнику масово використовуються записи 𝑂(𝑛 log 𝑛), Θ(log 𝑛), тощо, в яких не вка-

зана основа. Це не помилка, а традицiя. По-перше, завдяки тотожностi log𝑎 𝑛= log𝑎 𝑏 · log𝑏 𝑛, вирази
𝑂(log𝑎 𝑛) та 𝑂(log𝑏 𝑛) задають один i той самий клас функцiй при довiльних константних основах 𝑎
та 𝑏, строго бiльших 1. По-друге, у комп’ютерних науках «стандартною» основою логарифма вважа-
ється 2, i log 𝑛 можна трактувати як log2 𝑛.

for i:=2 to n do begin

curr := A[i];

j := i-1;

while (j>0) and (A[j]>curr) do begin

A[j+1] := A[j];

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ 𝑂(i), а також 𝑂(n)

dec(j);

}︂
Θ(1)

end;

A[j+1] := curr;

end;

Сумарно буде Θ(𝑛) разiв по 𝑂(𝑛), тобто 𝑂(𝑛2). До речi, це 𝑂(𝑛2) неможливо перетворити у Θ вiд чого б не
було: при деяких вхiдних даних (наприклад, уже́ вiдсортованих) маємо Θ(𝑛) разiв по Θ(1), тобто Θ(𝑛); при

деяких iнших — Θ(𝑛) разiв по Θ(𝑖), якi, враховуючи 1+2+ . . . +𝑛= 𝑛(𝑛+1)
2 , перетворюються у Θ(𝑛2).

Рис. 1. Приклад проведення асимптотичного аналiзу фрагменту програми
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Що таке дiапазон (цiлочисельного) типу? Переповнення? Уявiть лiчильник електро-
енергiї (чи води, чи кiлометрiв — байдуже). Кожен десятковий розряд вiдображається окремим бара-
баном, при завершеннi значень одного вiдбувається збiльшення наступного на 1. . . i у деякий момент
не вистачає розрядiв, i пiсля великого числа́ одержується 0. Це i є переповнення (overflow).

У комп’ютерi не барабани (i не буває зображених на рисунку про-
0 2 3

4
9
0

9
0
9
0
9
0
9
0мiжних станiв), але теж скiнче́нна кiлькiсть розрядiв для подання чисел.

Тiльки розряди двiйковi, а не десятковi, тому переповнення настає не пiсля 9999 чи 999999, а пiсля
чисел виду 2𝑘−1 (де 𝑘 — кiлькiсть бiтiв), тобто, у двiйковому поданнi, 11 . . . 1⏟  ⏞  

𝑘 штук

. Звiдси, дiапазон

беззнакових типiв — вiд 0 до 2𝑘−1 (тут i далi обидвi межi включно). Знаковi типи мають дiапа-
зон вiд −2𝑘−1 до 2𝑘−1−1 (кому цiкаво, звiдки така несиметричнiсть, див. uk.wikipedia.org/wiki/
Доповняльний_код).

Наприклад, при спробi обчислити у 16 бiтах 1000𝐷𝑒𝑐× 100𝐷𝑒𝑐 = 100000𝐷𝑒𝑐 =
= 11000011010100000𝐵𝑖𝑛 («𝐷𝑒𝑐» означає десяткову систему, «𝐵𝑖𝑛» — двiйкову) фактично буде отри-
мано лише 16 останнiх бiтiв 1000011010100000𝐵𝑖𝑛, котрi у беззнаковому типi задають число 34464𝐷𝑒𝑐,
а у знаковому — (−31072𝐷𝑒𝑐).

Окремо вiдзначимо вирази, подiбнi до c:=a*b, де a та b мають вужчий тип, c — ширший,
i результат помiщається у ширший тип, але не у вужчий. Чи результат буде обчислений правильно
у ширшому типi, чи з переповненням у вужчому — залежить вiд багатьох обставин. Можна вивча́ти
тi обставини, й такi знання бувають корисними. Можна в усiх сумнiвних ситуацiях робити приведення
типiв (typecasting), наприклад c:=int64(a)*int64(b).

Можна знайти таблички з точними дiапазонами (напр., www.freepascal.org/docs-html/
ref/refsu5.html). Але до них слiд ставитися обережно, бо цi дiапазони можуть залежати вiд ар-
хiтектури «залiза», операцiйної системи та компiлятора. Скажiмо, у en.cppreference.com/w/cpp/

language/types часто говориться «at least», тобто може бути й бiльше.

Найсумнiше, коли типи з однаковими назвами мають рiзну розряднiсть на локальному
комп’ютерi, де пише учасник, i на серверi, де вiдбувається перевiрка. Зокрема (але не тiльки), така
проблема виникає, коли учасник локально пише пiд Delphi чи PascalABC, а здає пiд Free Pascal, який
наразi при вiдсутностi додаткових вказiвок вважає integer 16-бiтовим (директива {$mode delphi}

робить integer 32-бiтовим; див. також стор. 10).

Насамкiнець, при оновленнi «залiза» та програмного забезпечення сервера ejudge.ckipo.

edu.ua 2019 р. не повнiстю дотримано сумiснiсть iз попередньою версiєю цього ж серверу, й одна
з таких вiдмiнностей полягає у змiнi архiтектури з 32-бiтової на 64-бiтову. Як наслiдок, частина мов
програмування стали використовувати ширшу розрядну сiтку, а через це з’явилися i ситуацiї, коли
тi са́мi розв’язки, якi ранiше проходили менше тестiв, почали проходити бiльше (бо зменшилися або
зникли переповнення типiв), i (рiдше) ситуацiї, коли розв’язки, якi ранiше проходили бiльше тестiв,
почали проходити менше (бо розв’язок почав перевищувати лiмiт пам’ятi).

Формат з рухомою комою (плаваючою крапкою, floating point) та похибка. Iснує
експоненцiйний формат виведення дробових чисел: наприклад, 1.234e2 означає 1,234·102=123,4;
частина пiсля «e» називається порядок ; до «e» — мантиса. У пам’ятi зберiгається теж експонен-
цiйний формат, але двiйковий. Розряднi сiтки як у порядку, так i в мантиси обмеженi. Англiйською
мовою цей формат називається «floating point»; українською, на жаль, поширенi зразу кiлька ва-
рiантiв. У цьому збiрнику вживатиметься або англомовне «floating point», або «формат з рухомою
комою»; при цьому варiанти, де замiсть «рухомою» вжито «плаваючою» та/або замiсть «комою»
вжито «крапкою», теж поширенi, й все це одне й те само.

Обмеженiсть порядку критична для дуже великих чи дуже близьких до 0 чисел. Наприклад,
тип double, реалiзований згiдно з IEEE 754, не може мiстити значення, модуль яких бiльший 10307

або менший 10−324 (нуль можливий; неможливi значення мiж 0 i 10−324). Обмеженiсть же мантиси
призводить до втрати точностi або похибки — наприклад, неможливостi розрiзнити у типi double
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1,0000000000000001𝐷𝑒𝑐 вiд 1 (або 1,0000000000000001·10−9 вiд 10−9, або 1,0000000000000001·1098 вiд
1098 — важливий не порядок, а те, що цифри, якими чи́сла вiдрiзняються, не помiщаються у мантису.

В iнших типах конкретнi дiапазони можуть бути iншими; але суть двох обмежень однакова в
усiх типах з рухомою комою.

Проблема похибок загострюється тим, що у текстi програми та вхiдних даних чи́сла пишуть
у десятковiй системi, а фактичне внутрiшнє подання двiйкове. Наприклад, програма ideone.com/

rnGPEl показує, що 10-кратне додавання 0.3 до (-3) не дає рiвно 0. Адже 0,3𝐷𝑒𝑐 стає нескiнче́нним
перiодичним двiйковим дробом 0,0(1001)𝐵𝑖𝑛, обмеженiсть мантиси призводить до його заокруглення,
i похибка з’являється у самiй константi.

Дiї над числами теж можуть призводити до утворення чи зростання похибки. Cильно збiльшу-
ють похибку тригонометричнi та iншi складн́i функцiї (але sqrt якщо й збiльшує, то не сильно; щодо
цього виклик sqrt(x) набагато кращий за power(x,0.5)). А ще можуть сильно збiльшити похибку
вiднiмання a-b при 𝑎≈ 𝑏 та додавання a+b при 𝑎≈−𝑏. Наприклад, для вагiв, якими можна зважити
людину, похибка ±10 г дрiбна; але якщо спробувати взнати масу аркуша паперу шляхом того, що
хтось зважиться, тримаючи цей аркуш у руках, потiм ще раз без цього аркуша, й обчислить рiзницю
вимiрювань — результат безнадiйно втоне у похибцi. Приклад програми, де демонструється аналогi-
чна втрата результату — ideone.com/bKXT0z . Тому буває важливо провести аналiтичнi перетворення,
щоб отримати математично еквiвалентну формулу з меншим впливом похибок.

Iнший поширений прийом, який намагається нiвелювати похибки — 𝑎 = 𝑏 abs(a-b) < EPS

𝑎 < 𝑏 a + EPS < b

𝑎 6 𝑏 a <= b + EPS
...

...

не порiвнювати чи́сла з рухомою комою «по-простому», а лише з «допу-
ском на похибку», як у табличцi праворуч.

«EPS» означає «якесь маленьке додатне число», його треба задати
самому (наприклад, const EPS=1e-6). Як правильно вибирати EPS — питання складне́. Буває легше
йти не вiд того, якої величини можуть сягати похибки, а вiд того, наскiльки близькими можуть бути
значення, якi треба розрiзняти, й бра́ти EPS у кiлька разiв меншим. . . Iнодi варто переписувати умови
так, щоб враховувати не абсолютну, а вiдносну похибки. . .

Детальнiше про floating point та похибки можна прочитати у багатьох мiсцях, зокрема habr.

com/ru/post/112953 та/або gamedev.ru/code/articles/FloatingPoint (авторства Д. I. Полiщука).

Щодо швидкостi введення/виведення. Є такий сумний факт, що деякi зручнi стандартнi
засоби введення/виведення працюють повiльно. Наприклад, мовою C++ istream/ostream (зокрема,
cin/cout) сильно програють у швидкодiї scanf/printf. Наприклад, на II етапi 2013/14 н. р. у най-
бiльшому тестi задачi «Всюдисущi чи́сла» (стор. 33–34) саме́ лише читання cin-ом вхiдних даних,
взагалi без обробки по сутi, вже перевищувало обмеження часу.

Радикальний вихiд — читати та виводити функцiями scanf та printf вiдповiдно, якi з незви-
чки незручнi (особливо, якщо змiннi, що читаються/виводяться, мають якийсь хитрий тип), зате
швидко працюють.

Iнший спосiб зменшення проблеми (лише часткового зменшення, його не завжди достатньо) —
сукупнiсть викликiв cin.sync_with_stdio(false); cout.sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

cout.tie(0);. Перша згадана пара викликiв пришвидшує читання cin-ом та виведення cout-ом за
рахунок вимикання синхронiзацiї з scanf/printf, тобто пiсля цього не можна читати поперемiнно то
засобами cin, то засобами scanf чи аналогiчно виводити поперемiнно то засобами cout, то засобами
printf. Дру́га згадана пара викликiв вимикає синхронiзацiю мiж cin та cout, тобто гарантiю, що
перед кожним введенням cin-ом точно вiдбудуться всi ранiше зробленi виведення cout-ом.

Засоби з минулого абзацу орiєнтованi суто на випадок великого об’єму введення/виведення
«класичної» ситуацiї «прочитав вхiднi данi, обробив, вивiв результат»; у випадку ж iнтерактивних
програм вони, навпаки, шкiдливi (порiвняйте кiнець попереднього абзаца з поясненнями щодо верди-
кту «Wall Time Limit Exceeded» зi стор. 9).

Ще гострiшою проблема швидкостi читання є у мовi Java, причому там дати короткi кори-
снi поради значно важче. Коротко можна сказати лише, що зручний клас Scanner має принципово
нездола́ннi проблеми зi швидкодiєю, якi не вимикаються якимись простими викликами, подiбними до
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позаминулого абзацу. Часто (але не завжди) бiльш-менш непогане поєднання зручностi та швидко-
дiї дає new StreamTokenizer(new BufferedReader(new FileReader(new File("input.txt")))).
Детальнiше шукайте самостiйно.

Щодо статичної, динамiчної та стекової пам’ятi, а також переповнення стеку. Вза-
галi це питання варто вивчити за iншими джерелами, з урахуванням особливостей конкретної мови
програмування. Але короткий опис (орiєнтований у першу чергу на C++) наведемо.

1. Статична пам’ять (static memory, data segment) — глобальнi змiннi, заранi заданих розмiрiв, якi
iснують протягом всього часу виконання програми.

2. Стекова пам’ять (program stack, програмний стек) — локальнi змiннi пiдпрограм чи iнших блокiв
видимостi, з’являються при входженнi всере́дину пiдпрограми чи блоку i зникають при виходi.

3. Динамiчна пам’ять (heap, купа) — мiсце для зберiгання даних може з’являтися (ставати доступним)
та зникати (ставати недоступним) пiд час виконання програми, за рахунок отримання пам’ятi вiд
менеджера пам’ятi операцiйної системи та навпаки. При цьому обсяги окремих дiлянок пам’ятi
можуть визначатися «на льоту» (в т. ч. обчислюватися через вхiднi данi); пам’ять стає доступною
або за допомогою явних викликiв new/alloc/. . . програмiстом, або прихованими аналогiчними
викликами зсере́дини сучасних структур даних, як-то динамiчнi масиви, множи́ни, тощо.

Наприклад, якщо мовою C++ виникає потреба в цiлочисельному двовимiрному масивi
4321×12345, його можна оголосити будь-яким з цих способiв:

1. статично: int data[4321][12345], якщо це оголошення глобальне;
2. на стеку: int data[4321][12345], якщо це оголошення всере́динi функцiї (причому, навiть якщо

є одна лише функцiя main, то на те, яка пам’ять використовується, впливає факт оголошення
всере́динi чи ззовнi main);

3. динамiчно: vector<vector<int> > data(4321, vector<int>(12345)), або int** data =

new int*[4321]; for(int i=0;i<4321;i++) data[i]=new int[12345];.

Динамiчна пам’ять у багатьох смислах зручна (використовуємо скiльки треба й коли тре-
ба); як правило, великi данi (зокрема, масиви) цiлком доцiльно розмiщувати в основному в нiй
(потребуючи також невеликих витрат статичної та/або стекової пам’ятi, зокрема, на вказiвники).
STL-контейнери (vector, set, map, string, тощо), роблять це автоматично: коли такий контейнер
оголошений статично чи локально, у статичнiй чи стековiй пам’ятi розмiщується лише допомiжна
iнформацiя, а сам́i данi (елементи) потрапляють у динамiчну пам’ять.

Якщо є потреба мати най-най-найефективнiшу технiчну реалiзацiю, рахуючи кожен вiдсоток
швидкодiї та/або обсягу пам’ятi, в принципi може мати смисл вiдмова вiд динамiчної пам’ятi. (По-
перше, динамiчна пам’ять працює повiльнiше за iншi, особливо, на етапах звернень до менеджера
пам’ятi, тобто видiлення (отримання, new/alloc/. . . ) та звiльнення (повернення, delete/free/. . . ).
По-друге, для динамiчної пам’ятi характернi додатковi витрати — зокрема, на вказiвники; крiм того,
конкретно для vector-iв пам’ять видiляється «iз запасом».) Але така потреба виникає досить рiдко.
Для бiльшостi олiмпiадних задач, вважається правильним вимагати досить добру асимптотику (див.
стор. 11–12), але не чiплятися до таких дрiбниць, як вплив рiзновиду пам’ятi на швидкодiю.

Для динамiчної пам’ятi зазвичай справедливе твердження «краще кiлька великих маси-
вiв, нiж багато маленьких» (наприклад, масив 123456×12, поданий як vector<vector<int> >

data(123456, vector<int>(12)), потребу́є значно бiльше накладних витрат, нiж транспонований
масив 12×123456, поданий як vector<vector<int> > data(12, vector<int>(123456))); втiм, де-
талi залежать вiд «залiза», OS, версiї та налаштувань компiлятора, а також порядку, в якому слiд
переглядати елементи цього масива.

Статична пам’ять у деяких смислах найшвидша i разом з тим найпростiша, але, як вже вiд-
значено, абсолютно не гнучка.

Стекова пам’ять добре узгоджена з областю видимостi локальних змiнних — вони з’являються
тодi й там, де потрiбнi, зникають при виходi з вiдповiдної пiдпрограми чи iншого блоку видимостi,
й це вiдбувається швидко i зручно. Са́ме стековою пам’яттю (або грамотним поєднанням стекової та
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динамiчної) легко добитися, щоб рiзнi рiвнi рекурсивної вкладеностi мали справу кожен зi своїм ком-
плектом локальних змiнних. Але, як правило, сумарний обсяг стекової пам’ятi фiксований i обмежений
жорсткiше, нiж iншi види пам’ятi. (Коли в умовi сказано, наприклад, «Обмеження пам’ятi 256 Мб»,
мається на увазi сума обсягiв всiх видiв пам’ятi; при цьому стек запросто може бути обмеженим,
наприклад, розмiром 2 Мб.) Через це, переповнення стеку (stack overflow), тобто вичерпання всiєї
доступної стекової пам’ятi, є важливим частковим випадком всiх проблем роботи з пам’яттю та всiх
помилок часу виконання (run-time errors). Причини переповнення стеку, як правило, можна вiднести
до одного з трьох сценарiїв.

(А) Деяка функцiя мiстить дуже великий локальний масив. Проблема переповнення стеку
може зникнути, якщо зробити цей масив глобальним чи динамiчним (зокрема, vector-ом). Якщо
зробити масив глобальним, вiн стає загальнодоступним усiй програмi, що не завжди добре. Деяки-
ми мовами, включаючи С++, є «компромiсна» можливiсть оголосити його статичним локальним,
просто написавши перед локальним оголошенням static, як-то “static int data[12345][4321]”.
Такий масив (чи iнша змiнна, байдуже; просто, для масивiв це особливо цiнно) стає одночасно локаль-
ним з точки зору областi видимостi, але статичним з точки зору видiлення пам’ятi. Звiсно, це означає,
що рiзнi рiвнi рекурсiї матимуть справу з одним примiрником. Крiм того, якщо рiзним функцiям треба
рiзнi великi масиви, то, незалежно вiд того, чи можуть вони виклика́ти одна о́дну, чи нi, потреба у
статичнiй пам’ятi визначатиметься сумою розмiрiв цих масивiв, а можливiсть використовувати одну
й ту саму пам’ять у рiзнi моменти часу для рiзних масивiв втрачається.

(Б) Програма мiстить рекурсiю, i ця рекурсiя виходить з-пiд контролю, стаючи нескiнче́нною.
Це явна помилка в алгоритмi, треба уточнювати умови заглиблення в рекурсiю та умови виходу з неї,
а спроби збiльшувати обсяг стеку призводили б лише до марнотратства, не вирiшуючи сутi проблеми.

(В) Програма мiстить рекурсiю, з цiлком розумними умовами заглиблення/виходу та цiлком
розумним набором аргументiв та локальних змiнних (якi не можна робити статичними, бо треба,
щоб вони були в кожного рiвня рекурсiї свої), але сумарний обсяг локальних змiнних всiх рiвнiв
рекурсiї завеликий. Це найсумнiша ситуацiя, бо, з точки розу здорового глузду i загальних практик
програмування тут цiлком може бути найправильнiшим збiльшення розмiру стеку. . . але в умовах
олiмпiади це зазвичай неможливо, бо цей розмiр визначається налаштуваннями OS Linux та ejudge,
а учасник зсере́дини своєї програми вплинути на це не може. Тут може виникати потреба в таких
некрасивих дiях, як: (а) ретельний аналiз, якi з локальних змiнних все-таки можна зробити статичними
чи динамiчними, в тому числi за рахунок перенесення iнформацiї з програмного стеку як областi
автоматично пiдтримуваної пам’ятi у стек як структуру даних, що зберiгається у глобальному чи
статичному локальному масивi; (б) вiдмова вiд рекурсiї, як-то замiна пошуку вглиб на пошук ушир.

З iншого боку, ejudge цiлком може бути налаштований, навпаки, так, що обсяг вiдведеної пiд
програмний стек пам’ятi досить великий, тож толку переносити данi зi стекової пам’ятi у статичну чи
динамiчну може й не бути. Прикро, що щодо цього i нема єдиних загальноприйнятих правил чи хоча б
традицiй, i учасник не може нi вплинути на цi налаштування, нi навiть гарантовано точно взнати
всi деталi цих налаштувань. Так що лишається тiльки або намагатися писати програми, не надто
сподiваючись на якiсь конкретнi налаштування (в т. ч. уникаючи глибоких рекурсiй), або намагатися
добитися вiдповiдi щодо цих налаштувань, задаючи питання журi засобами ejudge, або витрачати
деяку частину дозволених спроб здачi на те, щоб здати глибокi рекурсiї й узнати, при якому обсязi
стеку починаються його переповнення.

Зазначимо також, що i в Microsoft Visual C++, i у FreePascal для Windows є можливiсть задати
розмiр стеку зсере́дини програми учасника, але нi одне, нi iнше не працює пiд Linux-аналогами.
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3 Задачi та їхнi розв’язки

3.1 II (районний/мiський) етап 2012/13 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №3).

Задача A. «Новий рiк»

Вхiднi данi: newyear.in Обмеження часу: 1 сек
Результати: newyear.out Обмеження пам’ятi: 64 Мб

В країнi Олiмпiя наближається святкування Нового Року. Для пiдготовки святкування необхi-
дно в кожну школу доставити новорiчну ялинку. Якби кiлькiсть шкiл в країнi була вiдомою, то доставка
ялинок не була б складним завданням. Але в країнi на протязi декiлькох останнiх рокiв проводилася
освiтня реформа i нажаль нiхто не може визначити точну кiлькiсть шкiл. Вiдомо лише кiлькiсть шкiл
до початку проведення реформи, та статистичнi вiдомостi для кожного року, на скiльки змiнилась
кiлькiсть шкiл вiдносно попереднього року.

Завдання. Напишiть програму newyear, яка за статистичними вiдомостями визначить кiль-
кiсть шкiл в країнi Олiмпiя.

Вхiднi данi. Перший рядок файлу newyear.in мiстить два натуральних числа: 𝑁 — кiлькiсть
шкiл до проведення реформи, та 𝐾 — кiлькiсть рокiв проведення реформ (16𝑁 6 1000000, 16
6𝐾 6 100). Далi iдуть 𝐾 рядкiв, кожен з яких мiстить одне цiле число (модуль якого не бiльше
за 1000000) — на скiльки змiнилась кiлькiсть шкiл у порiвняннi з попереднiм роком.

Результати. Ваша програма повинна створити текстовий файл newyear.out i вивести туди
єдине число — кiлькiсть шкiл у країнi Олiмпiя.

Приклад:

newyear.in newyear.out

100 3
1
-2
10

109

Розбiр задачi. Задача на реалiзацiю, тобто не треба нiчого придумувати, лише прочитати
й реалiзувати. Приблизно як стандартний пiдрахунок суми, тiльки врахувати ще початкову кiлькiсть
шкiл. Наприклад, див. ideone.com/XbSTUE . Про смисл ifdef та assign у цьому кодi див. стор. 11.

Цей код реалiзований так, щоб рахувати суму «на ходу», не зберiгаючи всi вхiднi данi у масивi.
Але, при обмеженнi 𝐾 6 100 та автоматичнiй перевiрцi, учасник має повне право вибрати простiший
для себе варiант (з масивом чи без). На олiмпiадах часто вимагають ефективний код, але це мають
бути ситуацiї, де ефективний код легко розрiзняється вiд неефективного. Ця ситуацiя такою не є, бо
нереально помiтити зайву сотню 4-байтових чисел на фонi виконуваного файлу, який займає значно
бiльше мiсця у пам’ятi. Якби хотiли розрiзнити засобами автоматичної перевiрки, чи зумiв учасник
реалiзувати таку програму без масива, давали б обмеження не 𝐾 6 100, а десь так 𝐾 6 106 (чи навiть
𝐾 6 107), i при цьому жорстке обмеження пам’ятi.

А от забезпечити, щоб усi чи́сла помiщалися (без переповнень) у тип, треба. Для бiльшостi
сучасних мов програмування «стандартне» цiле число вмiщає в себе максимальне для цiєї задачi
101 · 106, для деяких мов тут може бути проблема (зокрема, для Паскаля; див. також стор. 13 та 10).

Задача B. «Матриця»

Вхiднi данi: matrix.in Обмеження часу: 1 сек
Результати: matrix.out Обмеження пам’ятi: 64 Мб

Вам дана таблиця розмiром 𝑁 рядкiв на 𝑀 стовпцiв. У кожнiй клiтинцi таблицi записано
число 0 або 1. За один хiд можна вибрати один iз рядкiв таблицi i циклiчно зсунути значення в нiй
на одну клiтинку або влiво, або вправо.

Циклiчно зсунути рядок таблицi на одну клiтинку вправо означає перемiстити значення кожної
комiрки цього рядка, крiм останньої, в сусiдню комiрку праворуч, а значення останньої комiрки пере-
мiстити в першу комiрку. Аналогiчним чином, але у зворотний бiк виконується циклiчний зсув рядка
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таблицi влiво. Наприклад, якщо циклiчно зсунути рядок «00101» на одну клiтинку вправо — вийде
рядок «10010», якщо ж зрушити рядок «00101» на одну комiрку влiво — вийде рядок «01010».

Завдання. Напишiть програму matrix, яка читає таблицю чисел (матрицю) та визначає
найменшу кiлькiсть ходiв при яких в матрицi утвориться стовпчик, що мiстить лише одиницi.

Вхiднi данi. Перший рядок файлу matrix.in мiстить два цiлих числа, роздiлених пробiлом:
𝑁 (16𝑁 6 100) — кiлькiсть рядкiв в таблицi i 𝑀 (16𝑀 6 100) — кiлькiсть стовпцiв в таблицi. Далi
слiдують 𝑁 рядкiв, кожна з яких мiстить по𝑀 символiв «0» або «1»: 𝑗-ий символ 𝑖-ого рядка описує
вмiст комiрки в 𝑖-тому рядку i 𝑗-ому стовпцi таблицi. Гарантується, що в описi таблицi не зустрiчається
нiяких символiв крiм «0» i «1».

Результати. Ваша програма повинна створити текстовий файл matrix.out i вивести туди
єдине число: найменшу кiлькiсть ходiв, за якi можна в якому-небудь iз стовпцiв таблицi отримати
лише одиницi. Якщо цього зробити неможливо, виведiть число −1.

Приклади:

matrix.in matrix.out

3 6
101010
000100
100000

3
matrix.in matrix.out

2 3
111
000

-1

Розбiр задачi. Само собою, треба врахувати, що в якомусь рядку (чи кiлькох рядках) оди-
ничок може взагалi не бути; очевидно, са́ме тодi слiд видавати вiдповiдь “–1” (коли одиничок нема,
як не крути рядок, одиничка не з’явиться; коли є, будь-яку з одиничок можна «докрутити» до будь-
якого стовпчика, питання лише, як далеко крутити). Отже, властивiсть «у кожному рядку є хоча б
одна одиничка» варто перевiрити зразу: це i розрiзнить, чи виводити “–1”, i дасть можливiсть написати
такий if, щоб справдi шукати мiнiмальну кiлькiсть ходiв лише у ситуацiях, коли вказана властивiсть
виконується. Тому, в подальших мiркуваннях вважаємо, що це вже перевiрено й пiдтверджено.

Якщо знати, в якому стовпчику слiд зiбрати одинички, легко бачити, що для кожного ряд-
ка слiд розглянути лише найближчу злiва та найближчу справа одинички й вибрати з них ближчу,
а решта одиничок, якщо вони й iснують, невигiднi для шуканого загального мiнiмума. При цьому
може бути, що «найближча лiворуч» i «найближча праворуч» — одна й та са́ма одиничка; тим паче,
найближча лiворуч/праворуч одиничка може бути «за розривом» (як-то, для стовпичка 2 найближча
лiворуч одиничка у стовпчику 𝑀 − 1). Як це врахувати? Є щонайменше два варiанти: (А) працювати
з дiапазоном iндексiв масиву вiд 0 до 𝑀 − 1 (навiть у Паскалi, де прийнято нумерувати з 1), i зсув на
k елементiв праворуч виражати як (c+k) mod M, на k лiворуч — як (c+M-k) mod M; (Б) розглянути
втричi ширшу матрицю, де (при тiй самiй кiлькостi рядкiв) тричi повторено вмiст заданої, й шука-
ти найближчi одинички лише для стовпчикiв вiд 𝑀 +1 до 2 ·𝑀 ; тодi «зарозривнi лiвi» одинички
потрапляють у промiжок вiд 1 до 𝑀 , «зарозривнi правi» — вiд 2 ·𝑀 +1 до 3 ·𝑀 .

Але ж ми не знаємо, в якому стовпчику вигiдно збирати одинички! Що ж, не знаємо. Але
нiщо не заважає перебрати всi можливi варiанти:
1. зовнiшнiй цикл перебирає, в якому стовпчику намагаємося зiбрати одинички;
2. вкладений у нього цикл перебирає всi рядки;
3. вкладенi в нього два (послiдовнi один вiдносно о́дного) цикли шукають, як далеко праворуч та як

далеко лiворуч одиничка (у поточному, визначеному циклом №2, рядку, вiд поточного, визначеного
циклом №1, стовпчика).

Само собою, з результатiв двох циклiв №3a та №3b вибирається мiнiмум (звiдки, справа чи
злiва, ближче привести одиничку), цикл №2 рахує суму цих мiнiмумiв (треба отримати одинички в
усiх рядках), цикл №1 вибирає мiнiмум з цих сум. Легко бачити, що цикл №1 має Θ(𝑀) iтерацiй, цикл
№2 Θ(𝑁), цикли №3 𝑂(𝑀) обидва сумарно, що разом дає 𝑂(𝑁 ·𝑀2), що при 𝑀, 𝑁 6 100 цiлком
прийнятно. (Що таке “𝑂” та “Θ” та як вони доводять це твердження, див., зокрема, стор. 11–12.)

Приклади реалiзацiї можна бачити за посиланнями ideone.com/inBG9A (C++, iдея (А) 2-го
абзацу) та ideone.com/gI8i5e (Pascal, iдея (Б)).

Якби обмеження були дещо бiльшими, можна було б замiнити найбiльш вкладенi цикли 3a
та 3b бiнарними пошуками (див. посилання на стор. 33) й тим зменшити оцiнку з 𝑂(𝑁 ·𝑀2) до
Θ(𝑁 ·𝑀 · log𝑀). Але тут так робити не варто.
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Задача C. «Двiйкова система числення»

Вхiднi данi: binary.in Обмеження часу: 1 сек
Результати: binary.out Обмеження пам’ятi: 64 Мб

Василько нещодавно вивчив двiйкову систему числення на уроцi iнформатики. Розв’язуючи
своє завдання, вiн помiтив цiкаву особливiсть двiйкових чисел, якщо додати одиницю до якогось
числа, то в результатi отримаємо число, яке вiдрiзняється вiд попереднього тим, що декiлька його
молодших розрядiв мiстять обернене значення. Наприклад, додавши до числа 0102 одиницю, отри-
маємо число 0112, яке вiдрiзняється лише одним молодшим розрядом. А додавши до числа 00112
одиницю, отримаємо число 01002, яке вже вiдрiзняється трьома молодшими розрядами.

Василько вирiшив написати програму, яка починаючи з якогось числа 𝐴, буде додавати до
нього по одиницi, поки не утвориться число 𝐵. При цьому програма повинна пiдрахувати суму кiль-
костей вiдмiнних розрядiв пiсля кожної операцiї додавання.

Але тут пролунав дзвiнок i Василько так i не встиг написати програму.
Завдання. Напишiть програму binary, яку Василько так i не встиг написати.
Вхiднi данi. Перший рядок файлу binary.in мiстить два натуральних числа 𝐴 та 𝐵 (16

6𝐴<𝐵6 1010). Кожне число записане в десятковiй системi числення.
Результати. Ваша програма повинна створити текстовий файл binary.out i вивести туди

єдине число, яке є вiдповiддю на задачу, теж в десятковiй системi числення.

Приклад:
binary.in binary.out

2 4 4

Розбiр задачi. Щодо «лобового» пiдходу. Найочевиднiший пiдхiд (справдi пе-
ребрати всi чи́сла вiд 𝐴 до 𝐵, перетворити у двiйкове подання i для кожної пари сусiднiх справдi
порiвняти й порахувати бiти) i не такий простий (як, власне, порiвнювати бiти?), i не має шансiв узя-
ти повнi бали, бо, навiть якби кожна пара чисел порiвнювалася за один процесорний такт (насправдi
явно бiльше), все одно при 𝐴≈ 1, 𝐵≈ 1010 це було б кiлька секунд.

Оскiльки використання того, що чи́сла в комп’ютерi вже у двiйковiй системi, буває корисним
у багатьох iнших ситуацiях, пропонуємо охочим подивитися в ideone.com/d5w2Hx , як варто було б
технiчно реалiзовувати цей пiдхiд. Змiнна k послiдовно набуває значень 12, 102, 1002, . . . ; “&” є
побiтовим and-ом; отже, i&k являє собою або 0 (коли вiдповiдний бiт числа́ i рiвний 0), або k

(якщо рiвний 1); отже, умова (i&k) != ((i+1)&k) виражає, що черговий бiт чисел i та i+1 все ще
рiзний (не однаковий). Крiм того, з (i+1)− i= 1 випливає, що рiзними бiтами в цих числах можуть
бути лише кiнець 011 . . . 1 в i та вiдповiдний йому кiнець 100 . . . 0 в i+1 (кiлькiсть одиниць, що
перетворюються у нулi, може бути рiзною, в т. ч. 0; потiм рiвно один нуль перетворюється в одиницю);
як тiльки деякий бiт однаковий — всi лiвiшi теж, цикл можна обривати.

I навiть така, досить вилизана у деталях, реалiзацiя цього пiдходу набирає лише 50% балiв.
Повний розв’язок. Розглянемо таблицю, в якiй записанi чи́сла вiд 1 до 18𝐷𝑒𝑐=100102 та

кiлькостi розрядiв, якi змiнюються при переходi до цього числа́ вiд попереднього.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
1 10 11 100 101 110 111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111 10000 10001 10010

1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1 3 1 2 1 5 1 2
З неї легко бачити, що для непарних чисел змiнюється 1 розряд; парних, але не кратних 4,

змiнюються 2 розряди; кратних 4, але не кратних 8, змiнюються 3 розряди; i т. д. (Це неважко й
довести: коли число кратне 2𝑘, але не кратне 2𝑘+1, його двiйковий запис закiнчується на рiвно 𝑘
нулiв; при переходi до цього числа́ вiд попереднього, змiнюються вони всi, та ще один бiт.)

А звiдси вже можна порахувати, що на всьому промiжку вiд 1 до деякого 𝑁 шукана сума всiх
кiлькостей змiн розряду може бути порахована як

𝐾(𝑁) = 𝑁 + (𝑁 div 2) + (𝑁 div 22) + . . .+ (𝑁 div 2𝑘) + . . . , (1)

де div — цiлочисельне дiлення; сума, хоч i завершується трикрапкою, фактично має лише прибли-
зно log2𝑁 доданкiв (далi нулi). Чому така формула вiдповiдає тому, що було наведено у табличцi
та подальших мiркуваннях? Бо 𝑁 — кiлькiсть взагалi всiх чисел у дiапазонi, й для непарних вже
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пораховано правильно, а для всiх парних з потрiбної кiлькостi взято 1; далi, (𝑁 div 2) — кiлькiсть всiх
парних чисел у дiапазонi, й для парних не кратних 4 вже пораховано правильно (один ранiше й один
зараз), а для всiх кратних 4 з потрiбної кiлькостi взято 2; i т. д.

Ця формула працює лише «вiд 1 до деякого 𝑁», а треба вiд 𝐴 до 𝐵. Тому суму вiд 𝐴 до 𝐵
варто виразити як 𝐾(𝐵)−𝐾(𝐴) (у бiльшостi схожих ситуацiй, як на стор. 61–61, 𝐾(𝐵)−𝐾(𝐴− 1),
з мiркувань «𝐴 у промiжку, його виключати не треба», а тут все-таки 𝐾(𝐵)−𝐾(𝐴), бо перехiд вiд
𝐴− 1 до 𝐴 не входить у потрiбний промiжок).

Реалiзуйте описаний алгоритм самостiйно. 𝐾(𝑁) варто оформити функцiєю (пiдпрограмою),
щоб могти викликати з рiзними значеннями аргумента, не дублюючи сам код обчислень згiдно (1). Та-
ка реалiзацiя повинна працювати практично миттєво, бо її складнiсть всього лиш 𝑂(log𝐵+ log𝐴) =
= 𝑂(log𝐵). Так що обмеження 𝐵6 1010 в цьому ракурсi сприймається як легкий тролiнг, бо i вима-
гає того ж 64-бiтового типу даних, i схиляє до пошуку дещо повiльнiших алгоритмiв (як-то 𝑂(

√
𝐵)).

Що ж, так теж буває. . .

Задача D. «Лабiринт»

Вхiднi данi: maze.in Обмеження часу: 1 сек
Результати: maze.out Обмеження пам’ятi: 64 Мб

Тезею з лабiринту Мiнотавра допомiг вийти клубок ниток Арiадни. Ви можете замiсть клубка
використовувати персональний комп’ютер.

Потрiбно написати програму, яка вводить маршрут Тезея в лабiринтi i знаходить найкоротший
зворотний шлях, по якому Тезей зможе вийти з лабiринту, не заходячи в тупики i не роблячи кругiв.

Завдання. Напишiть програму maze, яка читає один рядок тексту (шлях Тезея в лабiринтi)
та знаходить найкоротший зворотний шлях.

Вхiднi данi. Файл maze.in мiстить маршрут Тезея, який представлений одним рядком, що
складається з букв: N, S, W, Е. Довжина рядка не бiльше 200 символiв. Букви позначають:

N — один крок на пiвнiч,
S — один крок на пiвдень,

W — один крок на захiд,
E — один крок на схiд.

Результати. Ваша програма повинна створити текстовий файл maze.out i вивести туди
обернений шлях мiнiмальної довжини. Якщо вiдповiдей декiлька, виведiть будь-яку. Звернiть увагу,
що можна iти лише по слiдам Тезея i не можна скорочувати шлях, iдучи навпростець.

Приклад:
maze.in maze.out

EENNESWSSWE NWW

Розбiр задачi. Головним є пошук найкоротшого шляху, тож природним є алгоритм пошуку
вшир (вiн же пошук у ширину, вiн же BFS), причому у варiантi з вiдновленням шляху. Його описи
знайдiть у лiтературi чи Iнтернетi. А особливостi графу, до якого його слiд застосувати, розглянемо.

В умовi нема понять «клiтинка» та її «сторона», але їх варто ввести, бо без них важко фор-
малiзувати «крок» i «по слiдам». Будемо вважати, що Тезей рухається клiтинками деякого прямо-
кутника, i кожен з його «крокiв» являє собою перехiд на клiтинку вище (N), нижче (S), лiвiше (W) чи
правiше (E). Розмiри прямокутника, на жаль, невiдомi; але, на щастя, при спiввiдношеннi «до 200 кро-
кiв, лiмiт пам’ятi до 64 Мб», це не є серйозною проблемою. Як один з варiантiв (громiздкий, зате
iдейно простий), можна вважати, що i рядки, i стовпчики занумерованi вiд 0 до 400 (обидвi меж́i вклю-
чно), i старт знаходиться у клiтинцi [200][200]. Можна придумати й iншi, економнiшi за обсягом
пам’ятi, способи, але детальнiшу дискусiю про це залишимо за межами цього збiрника.

Очевидно, що вершинами графа є клiтинки; ребрами — не просто сусiднi клiтинки, а такi
сусiднi, що мiж ними Тезей проходив; граф неорiєнтований, тобто те, що Тезей проходив хоча б
в одному з напрямкiв, дозволяє перехiд мiж цими клiтинками у будь-якому напрямку.

Є щонайменше три природнi способи подавати такий граф: (А) занумерувати клiтинки (на-
приклад, але не обов’язково, рядок за рядком), пiсля чого використати звичайнi списки сумiжностi;
(Б) зберiгати для кожної клiтинки чотири булевi значення: чи є проходи нагору (N), униз (S), лi-
воруч (W), праворуч (E) (можна в iншому порядку, са́ме цей взятий лише тому, що так в умовi);
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На рисунку зображено приклад з
умови; ре́бра видiлено сiрими розривами
у сторонах клiтинок. Чи́сла трохи пра-
вiше й вище центрiв клiтинок познача-
ють порядок, в якому їх вiдвiдував Те-
зей. Чи́сла у лiвих верхнiх кутах клiти-
нок позначають глобальнi номери, а мiж
рисунками зображено вiдповiднi цим но-
мерам i способу (А) списки сумiжностi.
Послiдовностi з чотирьох нуликiв та/або
одиничок у лiвих нижнiх кутах клiтинок
позначають, як мають описуватися пере-

ходи з кожної клiтики способом (Б). Нарештi, окреме поле з самих лише зiрочок
(«стiн») i крапочок («проходiв»), зображене лiворуч унизу, позначає поле, зо-
бражене праворуч, способом (В); для порiвняння, лiворуч угорi наведено поле

з таких само клiтинок, яке не мiстить нiяких переходiв Тезея.

(В) перетворити поле з 𝑛×𝑚 клiтинок, де стiнки мiж клiтинками можуть мiстити чи не мiстити про-
ходи, у поле з (2𝑛+1)× (2𝑚+1) клiтинок, де проходи (ре́бра) є мiж усiма сусiдiнiми крапочками,
а стiни (вiдсутностi проходiв) позначенi зiрочками. Приклади всiх цих пiдходiв зображенi на рис. на-
горi стор. 21. Само собою, потреби робити зразу все нема; слiд вибрати один найзнайомiший з цих
способiв, або придумати який-небудь свiй.

Насамкiнець, пояснимо неправильнiсть деяких «iдей», якi часто виникають при недостатньо
ретельному аналiзi цiєї задачi. По-перше, не можна «просто рахувати зсуви по вертикалi й по гори-
зонталi», бо сказано «можна iти лише по слiдам Тезея», i, наприклад, для вхiдних даних EENNESWSSW
(як в умовi, лише без останнього переходу) не можна вiдповiдати “NW”, бо це проходило б крiзь межу
мiж клiтинками, яку Тезей не перетинав; правильною була б вiдповiдь ENWW.

По-друге, iдея «шукати та вирiзати цикли» правильна ча-
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15
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сто, але теж не завжди. Зокрема, як видно з рисунка нагорi цiєї
сторiнки, для прикладу з умови, 2-а та 8-а клiтинки збiгаються;
9-а та 11-а теж; значить, можна викинути все, що мiж 2-ю та 8-ю,
об’єднавши їх; аналогiчно мiж 9-ю та 11-ю.

Але це погано працює, наприклад, для вхiдних даних
ENNNWSSEENWWW (де важливо ще правильно здогадатися, який
iз кiлькох циклiв вирiзати, щоб отримати правильну вiдповiдь
EESSW, а не, наприклад, EEESWSW), i геть не працює, наприклад, для вхiдних даних NNEESWWWNNEESSS
(де правильна вiдповiдь NWS взагалi не отримується таким способом).

3.2 III (обласний) етап 2012/13 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №8).

Задача A. «Квартири — flats»

Вхiднi данi: клавiатура (стандартний потiк введення) Обмеження часу: 1 сек
Результати: екран (стандартний потiк виведення) Обмеження пам’ятi: 64 Мб

Багатоквартирний житловий будинок складається з кiлькох пiд’їздiв. Кiлькiсть поверхiв у всiх
пiд’їздах однакова й дорiвнює 𝑠. На кожнiй сходовiй клiтцi розмiщено по 𝑘 квартир. Як вiдомо, нуме-
рацiя квартир розпочинається з першого пiд’їзду (вiд 1-го по останнiй поверх), потiм продовжується
у 2-му, i так далi.

Завдання. Напишiть програму flats, яка визначає в якому пiд’їздi i на якому поверсi
розмiщено квартиру номер 𝑁 .
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Вхiднi данi. Програма flats повинна прочитати зi стандартного входу (клавiатури) три цiлi
числа 𝑠 (36 𝑠6 25), 𝑘 (26 𝑘6 6) та 𝑁 (16𝑁 6 999), кожне в окремому рядку.

Результати. Програма flats повинна вивести на стандартний вихiд (екран) два числа, кожне
в окремому рядку: у 1-му рядку — номер пiд’їзду, у 2-му — номер поверху.

Приклади:
Вхiднi данi Результати

9
5
17

1
4

Вхiднi данi Результати

3
4
24

2
3

Вхiднi данi Результати

3
4
25

3
1

Примiтка. Не менш нiж у половинi тестiв 𝑠=9, 𝑘=4.
Розбiр задачi. Задачу в принципi можна розв’язувати по-рiзному, в тому числi й з викори-

станням циклiв, щоб перебирати можливi номер пiд’їзду й номер поверху (при 𝑁 6 999 це вкладеться
в обмеження часу). Але пряма формула природнiша, i, мабуть, простiша, тож зосередимось на нiй.

Для мов програмування, де є заокруглення вгору (ceil, Ceiling, тощо), можна використати
його (разом з дiленням у типi з рухомою комою). Якби був лише один пiд’їзд, то можна було б
казати, що на 1-му поверсi розмiщено квартири з №1 по № 𝑘, на 2-му — з № (𝑘+1) по № (2 · 𝑘),
тощо; отже, для квартир з 1-го поверху 0<𝑛/𝑠6 1; з 2-го, 1<𝑛/𝑠6 2; i т. д. Звiдси, номер поверху
можна було б виражати як (int)(ceil(((double)n)/k)) (C/C++; частину дужок можна i прибрати;
забезпечити, що дiлення робиться в типi double, можна й iншими засобами, але якось це зробити
треба), чи ceil(N/k) (Python3), тощо. Оскiльки пiд’їзд не завжди один, в точностi ця формула
малокорисна, але потрiбнi можна побудувати аналогiчно. Скажiмо, з того, що 1-й пiд’їзд мiстить
квартири вiд 1 до 𝑠 · 𝑘 (включно), 2-й — вiд 𝑠 · 𝑘 +1 до 2 · 𝑠 · 𝑘, i т. д., слiдує, що визначити номер
пiд’їзду можна виразом (int)(ceil(((double)N)/(s*k))) (C/C++), чи ceil(N/(s*k)) (Python3),
тощо. Якщо номер пiд’їзду вже пораховано i присвоєно у змiнну (наприклад, p), можна обчислити
«номер квартири у межах пiд’їзду» (в тих самих межах вiд 1 до 𝑠 · 𝑘 включно) як n - s*k*p; позначимо
цю величину як n_p, пiсля чого номер поверху можна обчислити згiдно ранiше розглянутих мiркувань,
як (int)(ceil(((double)n_p)/k)) (C/C++), чи ceil(n_p/k) (Python3), тощо.

А що робити, якщо писати на Паскалi, де нема заокруглення вгору? По-перше, якщо до-
ступний PascalABC, там функцiя Ceil є ; головний недолiк PascalABC (що вiн помiтно повiльнi-
ший за Free Pascal) у цiй задачi абсолютно не важливий. По-друге, нiщо не заважає переписати
те саме, реалiзувавши заокруглення вгору самому. Є щонайменше два способи виразити ceil(𝑎𝑏 ):
(А) res:=a div b; if a mod b <> 0 then inc(res); (Б) (a+b-1) div b.

Варто вiдзначити: якби нумерацiя квартир, поверхiв i пiд’їздiв була не з 1, а з 0, всi фор-
мули були б простiшi. А са́ме: номер пiд’їзду виражався б як N/(s*k) (С-подiбними мовами) чи
N//(s*k) (Python3) чи N div (s*k) (Pascal); номер поверху виражався б як (N/k)%s (С-подiбними
мовами) чи (N//k)%s (Python3) чи (N div k) mod s (Pascal). Власне, цi формули настiльки простi-
шi, що може мати смисл навiть перетворити прочитане N (зменшивши на 1), провести обчислення
за цими формулами, й перетворити кожен з отриманих результатiв, збiльшивши на 1. (Само собою,
перетворенням пiдлягають лише номери квартири, поверху й пiд’їзду, нi в якому разi не кiлькостi
𝑠 та 𝑘.) А ще це пояснює, чому, хоча людям нумерувати з 0 незручно, бiльшiсть сучасних мов програ-
мування мають безальтернативну нумерацiю масивiв з 0: таке спрощення перерахункiв з’являється
не лише в цiй задачi, а й у багатьох схожих (зокрема, при перетвореннi iндексiв багатовимiрного
масиву в адресу в пам’ятi та зворотньо).

Задача B. «Послiдовнiсть — series»

Вхiднi данi: series.dat Обмеження часу: 1 сек
Результати: series.sol Обмеження пам’ятi: 64 Мб

Дана послiдовнiсть ненульових цiлих чисел. Визначити, скiльки разiв в цiй послiдовностi змi-
нюється знак.

Завдання. Напишiть програму series, яка б визначала, скiльки разiв в цiй послiдовностi
змiнюється знак.

Сторiнка 22 з 98



III (обласний) етап 2012/13 навч. року
Черкаська обл., 23.02.2013

Вхiднi данi. Перший рядок вхiдного файлу series.dat мiстить цiле число 𝑁 — кiлькiсть
членiв послiдовностi (16𝑁 6 1000). Наступний рядок мiстить 𝑁 цiлих чисел, роздiлених пробiлами,
кожне число не менше за –32768 i не бiльше за 32767.

Приклад:
series.dat series.sol

5
10 –4 12 56 –4

3

Розбiр задачi. Завдяки гарантiї, що чи́сла ненульовi, «змiнюється знак» можна виража-
ти досить простим виразом ((a[i-1]>0) and (a[i]<0)) or ((a[i-1]<0) and (a[i]>0)), або ще
простiшим a[i-1]*a[i] < 0. Лишається тiльки перевiрити цю умову для всiх пар сусiднiх елемен-
тiв i пiдрахувати кiлькiсть разiв, коли ця умова дала результат true. Мовою Pascal, при нумерацiї
масиву з 1, цикл матиме вигляд for i:=2 to n do ...; C-подiбними мовами, при нумерацiї з 0,
for(int i=1; i<n; i++) ...; мовою Python, теж при нумерацiї з 0, for i in range(1,n): ....

Якби гарантiї вiдсутностi нулiв не було, задача була би складнiшою. По-перше, треба було б
чи то знайти в умовi задачi, чи то взнати в журi чiтке означення змiни знаку: “–2, 0, +1” — це
одна змiна знаку чи двi? А “–2, 0, 0, 0, +1”? “+2, 0, +3” мiстить змiну знаку чи нi? А “–2, 0, –3”?
А як бути з нулями на початку чи наприкiнцi? По-друге, треба було б переглядати послiдовнiсть,
постiйно перебуваючи в одному зi станiв «послiдовнiсть лише починається, чисел ще не було», «вiд
самого початку послiдовностi були лише нулi», «останнiм був нуль чи кiлька нулiв, перед ними додатне
число», «останнiм був нуль чи кiлька нулiв, перед ними вiд’ємне число», «останнiм було додатне
число», «останнiм було вiд’ємне число» (перелiк приблизний, точний може залежати вiд уточнень,
згаданих у «по-перше»), та приймаючи рiшення щодо додавання чи не додавання нової змiни знаку
згiдно стану та значення наступного числа́.

Задача C. «Декаднi числа — dnumbers»

Вхiднi данi: dnumbers.dat Обмеження часу: 3 сек
Результати: dnumbers.sol Обмеження пам’ятi: 64 Мб

Декаднi числа — це цiлi додатнi числа в яких сума 𝑖-тої цифри злiва та 𝑖-тої цифри зправа
завжди дорiвнює 10. Наприклад число 13579 є декадним, так як 1+9 = 10, 3+7 = 10, 5+5 = 10
(в даному випадку цифра 5 є третьою злiва i одночасно третьою справа).

Першi кiлька декадних чисел в порядку зростання: 5, 19, 28, 37, 46, 55, 64, 73, 82, 91, 159, . . .
Завдання. Напишiть програму dnumbers, яка б знаходила n-e в порядку зростання декадне

число.
Вхiднi данi. В єдиному рядку файлу dnumbers.dat мiститься число 𝑛 (16𝑛6 231).
Результати. Ваша програма має створити текстовий файл dnumbers.sol i вивести туди

єдине число, яке є шуканим 𝑛-им декадним числом.

Приклади:
dnumbers.dat dnumbers.sol

2 19

dnumbers.dat dnumbers.sol

11 159

Розбiр задачi. «Лобовий» пiдхiд (перебирати всi пiдряд чи́сла, починаючи з 1, перевiряти
кожне, чи декадне) перестає помiщатись у 3 сек десь при 𝑛≈ 1000. Такий розв’язок набирає деякi
бали (навiть чималi, 11 з 25; правда, взнати це можна, лише здавши такий розв’язок). Якщо хотiти
розв’язати задачу повнiстю, спинятися на цьому не можна. Але цей розв’язок може бути корисним,
щоб подивитися на довшу, нiж в умовi, послiдованiсть декадних чисел: 5, 19, 28, 37, 46, 55, 64, 73, 82,
91, 159, 258, 357, 456, 555, 654, 753, 852, 951, 1199, 1289, 1379, 1469, 1559, 1649, 1739, 1829, 1919,
2198, 2288, . . . Ще подивимося на останнi 4-цифровi й першi 5-цифровi: . . . , 9641, 9731, 9821, 9911,
11599, 12589, 13579, 14569, 15559, 16549, 17539, 18529, 19519, 21598, 22588, . . .

Звiдси вже неважко побачити такi властивостi декадних чисел:
1. Декаднi чи́сла з непарною кiлькiстю цифр, крiм найпершого числа́ 5 (iнакше кажучи, (2𝑘+1)-

цифровi при 𝑘> 1) майже однаковi з вiдповiдними 2𝑘-цифровими, лише мiстять середню цифру 5:
19 i 159, 28 i 258, тощо.

2. Хоч для 2𝑘-цифрових, хоч для (2𝑘+1)-цифрових (при 𝑘> 1) послiдовних декадних чисел, старши-
ми 𝑘 цифрами є послiдовнi 𝑘-значнi чи́сла, пропускаючи тi, що мiстять цифру 0 (одну чи кiлька).
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3. Молодшi 𝑘 цифр можуть бути отриманi зi старших 𝑘 цифр: наймолодша — як 10 мiнус найстарша,
i т. д., симетрично назустрiч одна однiй.

(Хто бачить усе це й без написання «лобової» програми — молодець. Але бiда в тому, що
не всi так можуть. Тому наголошено, що «лобова» програма може бути корисною як для того, щоб
здати її й отримати частину балiв, так i для того, щоб побачити властивостi.) Кiлькiсть 𝑘-цифрових
чисел, якi не мiстять жодної цифри 0, очевидно, 9𝑘 (є 𝑘 розрядiв, кожен може набувати будь-яке
значення вiд 1 до 9). А звiдси вже легко отримати алгоритм:

1. � Якщо 𝑛=1, то це 1-цифрове декадне число 5;
� iнакше, зменшимо 𝑛 на 1 (щоб компенсувати, що 1 штука 1-цифрових декадних чисел розглянута
й пропущена);

� якщо (пiсля зменшення) 𝑛6 9, то це 2-цифрове декадне число;
� iнакше, зменшимо 𝑛 ще на 9 (щоб компенсувати, що 9 штук 2-цифрових декадних чисел роз-
глянутi й пропущенi);

� якщо (пiсля обох зменшень) 𝑛6 9, то це 3-цифрове декадне число;
� iнакше, зменшимо 𝑛 ще на 9 (щоб компенсувати, що 9 штук 3-цифрових декадних чисел роз-
глянутi й пропущенi);

� якщо (пiсля всiх зменшень) 𝑛6 92=81, то це 3-цифрове декадне число;
i так далi.

2. Коли у попередньому пунктi отримали кiлькiсть цифр та номер серед чисел з такою кiлькiстю
цифр, його можна перетворити у старшi 𝑘 розрядiв, а саме:

(a) вiдняти 1;
(b) перетворити у 𝑘-цифрове число в 9-вiй системi (можливо, з 0-ми спереду);
(c) збiльшити кожну 9-ву цифру 0–8 на 1, отримавши цим цифри 1–9.

3. Лишається тiльки дописати молодшi 𝑘 цифр на основi старших (попередньо вставивши “5”, якщо
кiлькiсть цифр непарна).

Наприклад, знайдемо вручну 2013-е декадне число. 2013> 1, тому число не 1-цифрове, i далi
номером вважаємо 2013− 1=2012; 2012> 9, тому число не 2-цифрове, i далi номером вважає-
мо 2012− 9=2003; 2003> 9, тому число не 3-цифрове, i далi номером вважаємо 2003− 9=1994;
1994> 92=81, тому число не 4-цифрове, i далi номером вважаємо 1994− 81=1913; 1913> 92=81,
тому число не 5-цифрове, i далi номером вважаємо 1915− 81=1832; 1832> 93=729, тому число
не 6-цифрове, i далi номером вважаємо 1834− 729=1103; 1103> 93=729, тому число не 7-цифрове,
i далi номером вважаємо 1103− 729=374; 3746 94=6561, тому число 8-цифрове, причому номер
серед 8-цифрових становить 374 (при нумерацiї з 1), або ж 373 (при нумерацiї з 0). Це число 373 тре-
ба перетворити у 4-цифрове у 9-вiй системi числення, тобто 04549. Що означає, що старшими 𝑘=4
цифрами вiдповiдi є 1565. Оскiльки шукане число 8-цифрове (число 8 парне), вставляти цифру 5

не треба. Так що лишається утворити другу половину числа́-вiдповiдi: 5 10−5−−−→5, 6 10−6−−−→4, 5 10−5−−−→5,
1

10−5−−−→9, що остаточно дає вiдповiдь 15655459.
Складнiсть цього розв’язку 𝑂(log𝑁), бо кiлькiсть цифр у «половинi» вiдповiдi становить

𝑘≈ log9
𝑁
2 , а кожен з великих етапiв “1”, “2”, “3”, очевидно, має складнiсть Θ(𝑘). При максимально

можливому значеннi вхiдного 𝑁 =231, вiдповiдь виявляється 21-цифровою, тобто не помiщається
у 64-бiтовий тип. Тому варто або виводити результат у файл-вiдповiдь поцифрово, або формувати
результат як рядок, але не варто формувати його як число.

Задача D. «Кава — coffee»

Вхiднi данi: coffee.dat Обмеження часу: 1 сек
Результати: coffee.sol Обмеження пам’ятi: 64 Мб

Програмiст Василь дуже полюбляє пити каву. Про нього ще говорять, що вiн перетворює каву в
код. Василь знає, якщо вiн вип’є чашку кави перед виконанням певного завдання, то вiн витратить на
нього на 20% менше часу, нiж без кави. Але на заварювання кави теж необхiдно витратити певний час.
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Вам необхiдно визначити, за яку мiнiмальну кiлькiсть робочих днiв Василь зможе справитися
з усiма своїми завданнями, якщо у нього є запас кави на 𝐾 чашок. Василь вже наперед визначив
необхiдну кiлькiсть часу для кожного завдання. Завдання необхiдно виконувати послiдовно. Якщо
залишок робочого часу не дозволяє виконати наступне завдання, то Василь почне його виконувати
наступного дня.

Звернiть увагу, що магiчна дiя чашки кави впливає лише на одне завдання, i що не можна
випивати перед виконанням завдання бiльше однiєї чашки кави.

Завдання. Напишiть програму coffee, яка б знаходила мiнiмальну кiлькiсть днiв, якi необ-
хiдно потратити на виконання всiх завдань.

Вхiднi данi. Перший рядок вхiдного файлу coffee.dat мiстить три цiлих числа 𝑁 , 𝐾,
𝐿 — кiлькiсть завдань, кiлькiсть чашок кави та тривалiсть заварювання однiєї чашки кави (16𝑁 6
6 1000, 06𝐾 6 1000, 16𝐿6 100). Наступний рядок мiстить 𝑁 цiлих чисел, роздiлених пробiлами —
необхiдний обсяг часу для виконання кожного завдання (час задано в хвилинах, кожне число не менше
за 1 i не бiльше за 480).

Результати. Ваша програма має створити текстовий файл coffee.sol i вивести туди єдине
цiле число — мiнiмальну кiлькiсть днiв, якi необхiдно потратити на виконання всiх завдань.

Приклади:
coffee.dat coffee.sol

5 1 10
10 10 10 100 360

1

coffee.dat coffee.sol

5 2 5
200 281 240 240 480

3

Розбiр задачi. Перш за все, покажемо неправильнiсть «природного» (для тих, хто погано
знає задачi такого роду) мiркування «Каву слiд застосовувати до 𝐾 найдовших завдань». Вiзьмемо
останнiй приклад з умови, але замiнивши 𝐾 на 1. Без застосування кави розподiл за днями виходить
такий: (200) + (281) + (240+240) + (480), тобто 4 днi, бо можливо об’єднати два завдання по 240,
а решта завдань потребу́ють кожне окремого дня. Найдовше завдання має тривалiсть 480, але вiд
того, що воно скоротиться до 480× 0,8+5 = 389, сумарна кiлькiсть днiв не зменшиться, бо (200) +
+ (281) + (240+240) + (389) все одно дає 4 днi. А якщо застосувати цю каву до будь-якого з
перших двох завдань (200× 0,8+5 = 165 чи 281× 0,8+5 = 229,8), з’явиться можливiсть об’єднати
цi завдання в один день, як (165+281) + (240+240) + (480) чи (200+229,8) + (240+240) + (480).

А як правильно? Правильним є розв’язок, водночас i багато в чому очевидний, i досить
нестандартний в одному моментi. Розв’яжемо задачу динамiчним програмуванням (воно ж динпрог,
воно ж ДП), поставивши серiю пiдзадач «За який мiнiмальний час 𝑇 (𝑖, 𝑗) можливо виконати завда-
ння з 1-го по 𝑖-е, використавши не бiльш, нiж 𝑗 чашок кави?», причому так, щоб ця сумарна для
завдань з 1-го по 𝑖-е тривалiсть вимiрювалася парою «кiлькiсть використаних днiв; кiлькiсть хвилин,
використаних останнього дня». Нехай цi кiлькостi зiбранi у структуру tot_time, наведену праворуч.

Динамiчне програмування передбачає, що треба переходити вiд пiд- struct tot_time {
int days, minutes;

};
задачi до пiдзадачi (отже, додавати одне завдання до сукупностi завдань)
та вибирати мiнiмальне значення з кiлькох варiантiв (отже, вибирати, що
менше). Тому треба задати правило, як додавати, i правило, як порiвнювати.

Якщо говорити у термiнах C++, то це operator + та tot_time operator +
(const tot_time &tt_old,
int minutes_to_add) {

tot_time res;
int sum_minutes = tt_old.minutes

+ minutes_to_add;
if(sum_minutes <= 8*60) {

res.days = tt_old.days;
res.minutes = sum_minutes;

} else {
res.days = tt_old.days + 1;
res.minutes = minutes_to_add;

}
return res;

};

operator <, наведенi у фрагментах коду праворуч. Звiсно,
iншими мовами програмування це теж можна реалiзувати,
але трохи менш зручно.

Наприклад: якщо до пари (1; 200) додати 100 хв, має
вийти пара (1; 300), бо цi 100 хв можна додати до того са-
мого дня; а якщо такi самi 100 хв додавати до пари (1; 400),
має вийти пара (2; 100), бо раз помiстити в той самий день
не можна (400+100 = 500> 480 = 8× 60), то треба почина-
ти новий день, i з того дня буде зайнято стiльки часу, скiльки
триває нове завдання, яке не помiстилося в попереднiй.

З порiвнянням ще простiше: при рiзних кiлькостях днiв, треба враховувати лише цi рiзнi кiль-
костi днiв, а при однакових — врахувати кiлькiсть хвилин.
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Так от, якщо операцiям “+” та “<” надати са́ме такий смисл, то можна сформулювати й
використати нижче наведенi тривiальнi пiдзадачi та рiвняння ДП.

bool operator <
(const tot_time &t1,
const tot_time &t2) {

if(t1.days != t2.days)
return t1.days < t2.days;

else // t1.days == t2.days
return t1.minutes < t2.minutes;

}

𝑇 (0, 𝑗) = (0; 480) для всiх 0 6 𝑗 6 𝐾 (2)

(щоб виконати 0 завдань, досить 0 днiв; 480 хвилин (а не 0),
щоб не можна було додати новi завдання в той самий неiсну-
ючий 0-й день; для всiх 𝑗, а не лише 𝑗=0, бо у серiї пiдзадач
вказано «не бiльш, нiж 𝑗 чашок кави»).

𝑇 (𝑖, 0) = 𝑇 (𝑖− 1, 0) + 𝑎𝑖 для всiх 1 6 𝑖 6 𝑁 (3)

(де 𝑎𝑖 — тривалiсть 𝑖-го завдання згiдно вхiдних даних; “+” має смисл, заданий вище у operator +;
це правильно, бо 𝑗=0 означає «взагалi не вживати кави», тож нема iншого вибору, крiм як додати
це завдання зi стандартною тривалiстю).

𝑇 (𝑖, 𝑗) = min

{︂
𝑇 (𝑖− 1, 𝑗) + 𝑎𝑖,
𝑇 (𝑖− 1, 𝑗 − 1) + 0,8 · 𝑎𝑖 + 𝐿

}︂
для всiх

1 6 𝑖 6 𝑁,
1 6 𝑗 6 𝐾

(4)

(смисли 𝑎𝑖 та “+” такi самi, min вибирається згiдно вищезгаданого operator <; тут розглядаються
варiанти «не використовувати каву» (верхнiй аргументmin) та «використати» (нижнiй) i вибирається
кращий з них; якщо каву не використовувати, то сумарно на всi попереднi 𝑖− 1 завдань доступно так
само 𝑗 чашок, а якщо використовувати, то 𝑗− 1, бо без цiєї одної, що зараз).

Якщо згадати, що 80% вiд цiлого числа не завжди є цiлим числом, виявляється, що поєд-
нати рiвно таке рiвняння (4) з рiвно такою структурою tot_time неможливо. Теоретично можна
подати кiлькiсть хвилин як double; але, враховуючи стор. 13–14 та факт, що сама константа 0.8

вже не є скiнче́нним двiйковим дробом, це погана iдея. Краще, наприклад, замiнити поле minutes

на поле seconds, правильно змiнивши всi константи (тодi, якщо не використовувати каву, то три-
валiсть завдання у хвилинах перетворюється у секунди як 60*a[i], а якщо використовувати, то як
48*a[i]+60*L), або ще якимсь чином лишитися у точнiй цiлочисловiй арифметицi.

3.3 Обласна iнтернет-олiмпiада 2013/14 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №10).

Задача A. «Тор»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Як вiдомо, тор — це поверхня бублика, яку можна отримати таким чином: узяти прямокутник
розмiром 𝑛 клiтинок по вертикалi на 𝑚 клiтинок по горизонталi, склеїти верхню сторону з нижньою
(отримається цилiндр), потiм закрутити цилiндр у бублик i склеїти лiву сторону з правою.

⇒ ⇒

Назвемо двi клiтинки сусiднiми, якщо вони мають спiльну сторону. Нехай за одну секунду
можна перейти з клiтинки до будь-якої сусiдньої з нею. За який мiнiмальний час можна потрапити
з клiтинки (𝑟1; 𝑐1) у клiтинку (𝑟2; 𝑐2)? Перше число у позначеннi клiтинки — номер рядка початкового
прямокутника, друге — номер стовпчика.

Вхiднi данi. Програма повинна прочитати зi стандартного входу (клавiатури) шiсть нату-
ральних чисел, у порядку 𝑛, 𝑚, 𝑟1, 𝑐1, 𝑟2, 𝑐2. Виконуються обмеження: 26𝑛,𝑚6 1 000 000 000, 16
6 𝑟1, 𝑟26𝑛, 16 𝑐1, 𝑐26𝑚.
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Результати. Програма має вивести на стандартний вихiд (екран) єдине цiле число — мiнi-
мальний час.

Приклади:
Вхiднi данi Результати

10 10 5 5 1 1 8

Вхiднi данi Результати

10 10 9 9 1 1 4

Розбiр задачi. Необхiдно дiстатися з точки (𝑟1, 𝑐1) тору у точку (𝑟2, 𝑐2) тору по «зацикле-
ному» простору тора. Скориставшися вiдомим принципом незалежностi перемiщень, можна побачи-
ти, що перемiщення в горизонтальному i вертикальному напрямках не залежать одне вiд одного.
Розглянемо перемiщення як перетин вертикальних i горизонтальних сторiн клiтинки. Незалежно
вiд траєкторiї, необхiдно перетнути лише певну конкретну кiлькiсть вертикальних лiнiй (позначимо
цю кiлькiсть Δ𝑟) i горизонтальних лiнiй (вiдповiдно Δ𝑐). (Звiсно, якщо не розглядати вiдверто
не мiнiмальнi шляхи, де одна й та ж лiнiя перетинається багатократно.) Тодi вiдповiдь на задачу
є Δ𝑟 +Δ𝑐, оскiльки для змiни будь-якої з координат на 1 необхiдно затратити 1 секунду.

Є 2 способи перемiститися з рядка 𝑟1 у 𝑟2 — перетинаючи край початкового (до згинiв i
склеювань) прямокутника i не перетинаючи. Вважаємо спочатку, що 𝑟1<𝑟2. Тодi не перетинаючи
край витратимо (𝑟2−𝑟1) сек, а перетинаючи спочатку доберемося до рядка 1 ((𝑟1−1) сек), потiм до
рядка 𝑛 (1 сек), i з нього у 𝑟2 — ((𝑛−𝑟2) сек). Сумарно (𝑟1−𝑟2+𝑛) сек. Тобто, треба вибрати мiнiмум
зi значень (𝑟2−𝑟1) (не перетинаючи край) i (𝑟1−𝑟2+𝑛) (через край). Але це лише для випадку 𝑟1<𝑟2,
а при 𝑟1>𝑟2 аналогiчними мiркуваннями отримуються схожi, але iншi формули (𝑟1−𝑟2) i (𝑟2−𝑟1+𝑛).
Щоб не задумуватися, яка з координат бiльша, можна використати формулу

Δ𝑟 = min
(︀
(𝑟1 − 𝑟2 + 𝑛) mod 𝑛, (𝑟2 − 𝑟1 + 𝑛) mod 𝑛

)︀
.

З Δ𝑐 слiд вчинити аналогiчно, потiм додати Δ𝑟 +Δ𝑐.

Задача B. «Паркет–1»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Щоб зобразити за допомогою паркету Супер-Креативний Вiзерунок, треба 𝑁1 дощечок роз-
мiрами 1×1, 𝑁2 дощечок розмiрами 2×1, 𝑁3 розмiрами 3×1, 𝑁4 розмiрами 4×1 та 𝑁5 дощечок
розмiрами 5×1. Купити можна лише дощечки розмiрами 5×1. Дощечки можна рiзати, але не можна
склеювати. Наприклад, коли потрiбнi п’ять дощечок 2×1, їх не можна зробити з двох дощечок 5×1,
але можна з трьох. Для цього двi з них розрiжемо на три частини 2×1, 2×1 та 1×1 кожну, а третю —
на двi частини 2×1 та 3×1. Отримаємо потрiбнi п’ять дощечок 2×1, а двi дощечки 1×1 та одна 3×1
пiдуть у вiдходи.

Напишiть програму, яка, прочитавши кiлькостi дощечок 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, 𝑁4 та 𝑁5, знайде, яку
мiнiмальну кiлькiсть дощечок 5×1 необхiдно купити.

Вхiднi данi. Вхiднi данi слiд прочитати зi стандартного входу (клавiатури). Це будуть п’ять
чисел 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, 𝑁4 та 𝑁5 (саме в такому порядку), роздiленi пропусками (пробiлами).

Результати. Єдине число (скiльки дощечок треба купити) виведiть на стандартний вихiд
(екран).

Приклади:
Вхiднi данi Результати

0 5 0 0 0 3

Вхiднi данi Результати

1 1 1 1 1 3

Оцiнювання. Усi кiлькостi невiд’ємнi; 90 балiв (з 250) припадатиме на тести, в яких сумарна
кiлькiсть 𝑁1+𝑁2+𝑁3+𝑁4+𝑁5 перебуває в межах вiд 0 до 20, ще 80 балiв — вiд 100 до 10000,
решта 80 балiв — вiд 500000000 до 2000000000.

Здати потрiбно одну програму, а не для кожного випадку окремо; рiзнi обмеження вводяться
виключно для того, щоб дати приблизне уявлення, скiльки балiв можна отримати, розв’язавши задачу
не повнiстю.

Розбiр задачi. Задача складна́ необхiднiстю дуже акуратно розглядати випадки, але проста
тим, що потрiбнi лише розгалуження та присвоєння.

Алгоритм наведено внизу стор. 28. Мова коду — Python3; “=” (одинарне) — присвоєння;
“==” (подвiйне) — перевiрити, чи дорiвнює; “%” — залишок вiд дiлення (mod); “//” (подвiйне) —
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цiлочисельне дiлення (div); “a+=b” — те само, що a=a+b, тобто до a додати b i покласти результат
у ту саму змiнну a; аналогiчно “a-=b”, “a%=b”. Спочатку, змiннi n1, n2, n3, n4 та n5 мiстять потрiбнi
кiлькостi дощечок розмiрами 1×1, 2×1, 3×1, 4×1 та 5×1 вiдповiдно. Протягом роботи алгоритму
значення деяких зi змiнних n1, n2, n3, n4 або n5 можуть зменшуватися — по мiрi того, як враховуємо
вiдповiднi кiлькостi у змiннiй res, яка наприкiнцi мiститиме остаточну вiдповiдь.

Аргументацiя у коментарях зовсiм не зайва (див. також стор. 11). Задача є частковим випад-
ком задачi упаковки корзин (bin packing problem), для загального вигляду якої не вiдомо правильного
швидкого алгоритма (про простий не йдеться; наука не знає навiть складно́го, щоб був правильний
та швидкий одночасно). Наприклад, якби розмiри початкових дощечок були не 5×1, а 7×1, i треба
було сформувати 2 шт. 3×1 i 4 шт. 2×1, то треба було б узяти двi стандартнi 7×1 i розрiзати кожну
на (3×1)+ (2×1)+ (2×1), дiючи всупереч iдеї «перш за все вибирати якнайбiльшi розмiри».

Посилити аргументацiю (провести бiльш строге доведення цих коментарiв) можна приблизно
так. На усiх кроках (3), (5)–(8) справедливо «нема смислу викидати у вiдходи те, що можна вико-
ристати; навiть якщо виявиться, що його можна узяти й пiзнiше, ми нiчого не втрачаємо, узявши
ранiше». На кроках (5), (6), (8) — «де можна, варто вiддавати перевагу 2×1 над 1×1, бо замiсть
кожної 2×1 завжди можна зробити хоч двi 1×1, хоч одну, а зробити 2×1 замiсть двох 1×1 можна
далеко не завжди». На кроках (9), (10), формується залишок тих дощечок 1×1, якi нiяк не могли
бути сформованi ранiше, бо, станом на початок кроку (9), n1>0 лише якщо на усiх попереднiх кроках
усi дощечки використовувалися геть без вiдходiв.

А для бiльших розмiрiв стандартної дощечки десь колись настає момент, коли узагальнення
таких мiркувань перестають бути правильними. . .

Фрагмент коду Коментар
res = n5 (1) На кожну дощечку 5×1 неминуче потрiбна окрема цiла дощечка.

res += n4 (2) На кожну 4×1 теж потрiбна окрема. . .

n1 -= min(n1,n4) (3) . . . i кожен обрiзок можна взяти як дощечку 1×1. Тому подальша
потреба в дощечках 1×1 складає вже не n1, а або n1–n4, або 0.

res += n3 (4) На кожну дощечку розмiрами 3×1 теж неминуче потрiбна окрема
дощечка. . .

if n2 > n3:

n2 -= n3

(5) . . . причому, при 𝑁2>𝑁3 використовуємо кожен обрiзок як доще-
чку 2×1. . .

else:

n3 -= n2

n2 = 0

n1 -= min(n3*2, n1)

(6) . . . а при 𝑁26𝑁3 формуємо з обрiзкiв усi дощечки 2×1, а з решти
ще й min(n3*2, n1) дощечок 1×1 (доки не закiнчаться дощечки 3×1
або потреба у дощечках 1×1).

res += n2//2

n1 -= min(n1,n2//2)

n2 %= 2

(7) Оскiльки всi дощечки 3×1 вже сформованi, тепер на кожну па-
ру дощечок 2×1 потрiбна окрема дощечка, причому обрiзок можна
використати як дощечку 1×1.

if n2==1:

res += 1

n1 -= min(n1,3)

n2 = 0

(8) Якщо на попередньому кроцi кiлькiсть дощечок 2×1 була непарна,
то зараз треба сформувати останню дощечку 2×1, причому з обрiзку
можна зробити до 3 дощечок 1×1.

res += n1//5

n1 %= 5

(9) Якщо пiсля усiх попереднiх крокiв усе ще є потреба в дощечках
1×1, формуємо їх, розрiзаючи кожну дощечку на 5 частин.

if n1 > 0:

res += 1

(10) Якщо все ще є потреба у 1×1, вона 6 4 штук, достатньо ще однiєї
дощечки.

Рис. 2. Алгоритм розв’язання задачi «Паркет»
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Задача C. «Сума квадратiв»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Для заданого натурального числа́ 𝑁 , визначити, скiлькома рiзними способами можна розкла-
сти його в суму двох точних додатних квадратiв.

Iншими словами: для заданого 𝑁 , з’ясувати, скiльки є рiзних способiв подати його як 𝑁 =
=𝑥2+ 𝑦2, причому 𝑥 та 𝑦 являють собою цiлi строго додатнi числа, а розкладення, в яких значення
𝑥 та 𝑦 лише обмiнянi мiсцями, вважаються однаковими.

Вхiднi данi. Вхiднi данi — натуральне число 𝑁 — слiд прочитати зi стандартного входу
(клавiатури).

Результати. Результат — знайдену кiлькiсть способiв — слiд вивести на стандартний вихiд
(екран).

Приклади:
Вхiднi данi Результати Примiтка

16 0 Розкласти у суму додатних точних квадратiв неможливо

10 1 Єдине розкладення 10=12+32

4225 4 Чотири рiзнi розкладення: 4225=162+632 =252+602 =332+562=392+522

100 балiв (з 250) припадатиме на тести, в яких 16𝑁61234.
Ще 50 балiв — на тести, в яких 123456𝑁6123456.
Решта 100 балiв — на тести, в яких 123456786𝑁6123456789.
Здати потрiбно одну програму, а не окремi для трьох випадкiв; рiзнi обмеження вводяться

виключно для того, щоб дати приблизне уявлення, скiльки балiв можна отримати, розв’язавши задачу
не повнiстю.

Розбiр задачi. Задача передбачає перебiр — проби рiзних значень, з перевiркою, чи викону-
ється рiвнiсть. Треба лише органiзувати це правильно.

Один з класичних способiв уникати подвiйних урахувань розкладень, у яких значення 𝑥 та 𝑦
лише обмiнянi мiсцями — враховувати лише тi, де 𝑥6𝑦.

Деякi учасники здавали реалiзацiю, наведену праворуч. Вона i res:=0;
for x:=1 to N do

for y:=1 to N do
if x<=y then

if x*x+y*y=N then
res:=res+1;

працює надто довго, i може знаходити зайвi розкладення. На стор. 12
роз’яснено, чому такий (𝑂(𝑁2)) алгоритм очевидно не вкладеться у
1 сек. А на стор. 13 — що таке переповнення, внаслiдок яких x*x+y*y=N
може виявитися true при, наприклад, 𝑥=1, 𝑦=65537, 𝑁=131074.

Через помилку автора, задача вийшла простiшою, нiж планува- res:=0;
sqrtN:=round(sqrt(N));
for x:=1 to sqrtN do

for y:=x to sqrtN do
if x*x+y*y=N then

res:=res+1;

лося. Повний бал набирає в т. ч. й «вилизана» у деталях програма, де
принципова оптимiзацiя лише одна: верхнi ме́жi циклiв змiненi з𝑁 на

√
𝑁 .

Все ж розглянемо можливу подальшу оптимiзацiю, яка зменшує
складнiсть з 𝑂(

√
𝑁×

√
𝑁)=𝑂(𝑁) до 𝑂(

√
𝑁). Коли 𝑥 вибраний, рiвнiсть

𝑥2+ 𝑦2=𝑁 не може виконатися для рiзних натуральних 𝑦. Тож вкладеного цикла по 𝑦 можна позбу-
тися, замiнивши на перевiрку, чи

√
𝑁−𝑥2 цiле та >𝑥.

Перевiрку, чи
√
𝐾 цiлий, можна робити як frac(sqrt(K))=0. Або як sqr(round(sqrt(K)))=K.

Теоретично, у 1-му виразi можливий пiдвох, якщо sqrt поверне значення з похибкою i frac верне не 0,
де насправдi 0, а у дру́гому — якщо round матиме вужчий тип i виникне переповнення. Практично
вони обидва працюють правильно.

Задача D. «Дiльники»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 2 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Для натурального числа́ 𝑁 , виведiть у порядку зростання всi його рiзнi натуральнi дiльники.
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Вхiднi данi. Вхiднi данi слiд прочитати зi стандартного входу (клавiатури). Це буде єдине
натуральне число 𝑁 . 16𝑁 6 1234567891011.

Результати. Результат — послiдовнiсть усiх рiзних натуральних дiльникiв, у порядку зроста-
ння — слiд вивести на стандартний вихiд (екран). Виводити обов’язково в один рядок, роздiляючи
пробiлами.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

9 1 3 9

120 1 2 3 4 5 6 8 10 12 15 20 24 30 40 60 120

120 балiв (з 250) припадатиме на тести, в яких 16𝑁 6 4321.
Решта 130 балiв — на тести, в яких 123456786𝑁 6 1234567891011.
Здати потрiбно одну програму, а не окремi для двох випадкiв; рiзнi обмеження вводяться

виключно для того, щоб дати приблизне уявлення, скiльки балiв можна отримати, розв’язавши задачу
не повнiстю.

Розбiр задачi. Перш за все, слiд зрозумiти, що основна проблема алгоритма for i:=1 to n

do if n mod i = 0 then write(i, ’ ’) — вiн не має нiяких шансiв устигнути за потрiбний час
(див. також стор. 12).

Є сенс перебирати дiльники лише до sqrt(N). Дiльники, бiльшi за
√
𝑁 , можна обчислити

дiленням 𝑁 на якийсь iз дiльникiв, менших
√
𝑁 . Адже: (1) якщо 𝑎 — дiльник 𝑁 , то 𝑁/𝑎 — цiле, й

також дiльник 𝑁 ; (2) чи́сла 𝑎 та 𝑁/𝑎 не можуть одночасно бути бiльшими
√
𝑁 .

Можна один раз прокрутити цикл вiд 1 до
√
𝑁 , i повиводити всi знайденi дiльники, а потiм

наступний (не вкладений, а наступний) цикл вiд
√
𝑁 downto 1 i повиводити N div i. Такий алгоритм

матиме складнiсть 𝑂(
√
𝑁), що очевидно помiститься у обмеження часу (

√
1234567891011≈ 1,1·106).

Можна трохи оптимiзувати програму, якщо у першому циклi не лише виводити дiльники, а ще й
запам’ятовувати їх у масив, щоб дру́гий цикл перебирав лише дiльники, а не всi чи́сла промiжку. Але
така оптимiзацiя не принципова.

Незалежно вiд органiзацiї дру́гого циклу, слiд перевiрити, чи правильно програма розбирається
з такими випадками: (а)

√
𝑁 цiлий i є одним (а не двома) з дiльникiв, як 6 для 36; (б)

√
𝑁 не цiлий,

але є два дiльники близько до
√
𝑁 , як 6 i 7 для 42; (в) дiльникiв, близьких до

√
𝑁 , нема.

Приклад розв’язку — ideone.com/wY3IY0 Варто вiдзначити такi його моменти: N мусить
бути 64-бiтовим, але решту величин зручнiше лишити 32-бiтовими; для масиву dividers, розмiр
мiльйон узятий з величезним запасом, насправдi досить 7000; але правильно оцiнити цю кiлькiсть
дуже складно, тож якщо не знати, то краще взяти з запасом (але враховуючи обмеження пам’ятi).

3.4 II (районний/мiський) етап 2013/14 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №14).

Задача A. «Електричка»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

На кожному вагонi електрички є табличка, на якiй фарбою написано його номер. Вагони
занумерованi натуральними числами 1, 2, . . . , 𝑁 (крайнiй вагон має номер 1, сусiднiй з ним —
номер 2, i т. д., до крайнього з протилежного боку вагону, який має номер 𝑁). Електричка має кабiни
з обох бокiв, i може поїхати хоч 1-им вагоном уперед, хоч 𝑁 -им.

Пiд час прибуття електрички на платформу, Вiтя помiтив, що (𝑖− 1) штук вагонiв електрички
проїхали мимо нього, а 𝑖-й по порядку зупинився якраз навпроти. Ще вiн помiтив, що на табличцi цьо-
го вагона написаний номер 𝑗. Ще вiн точно знає (i цi знання вiдповiдають дiйсностi), що електрички
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нiколи не бувають нi коротшими 4 вагонiв, нi довшими 12 вагонiв. Вiтя хоче визначити, скiльки всього
вагонiв у електричцi. Напишiть програму, яка або знаходитиме цю кiлькiсть, або повiдомлятиме, що
без додаткової iнформацiї це зробити неможливо.

Вхiднi данi. Програма має прочитати зi стандартного входу (клавiатури) два цiлi числа́ 𝑖 та 𝑗,
роздiленi пропуском. 26𝑖612, 26𝑗612, чи́сла гарантовано задовольняють всi вищезгаданi обмеження.

Результати. Виведiть на стандартний вихiд (екран) одне число — кiлькiсть вагонiв у електри-
чцi. Якщо однозначно визначити кiлькiсть вагонiв неможливо, виведiть замiсть кiлькостi число 0.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

4 2 5

Розбiр задачi. Розглянемо два випадки:
� електричка їде 1-м вагоном уперед: тодi 1-й у порядку слiдування вагон має напис «№1», 2-й у
порядку слiдування — напис «№2», тощо. Тобто, 𝑖= 𝑗 незалежно вiд кiлькостi вагонiв електрички.

� електричка їде 𝑁 -м вагоном уперед: тодi 1-й у порядку слiдування вагон має напис «№𝑁», 2-й у
порядку слiдування — напис «№ (𝑁−1)», тощо. Тобто, 𝑖+ 𝑗 =𝑁 +1.

Звiдси ясно, що при 𝑖 ̸= 𝑗 точно має мiсце 2-й випадок, для якого 𝑁 = 𝑖+ 𝑗− 1. Може здатися,
нiби при 𝑖= 𝑗 слiд виводити 0 («без додаткової iнформацiї визначити неможливо»); але є виключення:
при 𝑖= 𝑗=12, вiдповiдь 12 (електрички не бувають довшими 12 вагонiв). А при (𝑖= 𝑗) and (𝑗 < 12),
таки виводити 0, бо така ситуацiя можлива при будь-якому 𝑁 у межах 𝑗6𝑁 6 12. Приклад реалiзацiї:
ideone.com/vIUkUt. Програма мiстить всього кiлька дiй (складнiсть Θ(1)) i виконується миттєво.

Розв’язки, якi виводили правильну вiдповiдь при 𝑖 ̸= 𝑗, а при 𝑖= 𝑗 — завжди 0, оцiнювалися
на 180 балiв з 200.

Задача B. «Цифровi рiки»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Цифрова рiка — це послiдовнiсть чисел, де число, що слiдує за числом 𝑛, це 𝑛 плюс сума його
цифр. Наприклад, якщо число 𝑛=12345, то за ним буде йти 12345+ (1+2+3+4+5)=12360 i т. д.
Якщо перше число цифрової рiчки 𝑁 , ми будемо називати її «рiчка N».

Для прикладу, рiчка 480 — це послiдовнiсть чисел, яка починається з чисел 480, 492, 507,
519, . . . , а рiчка 483 — послiдовнiсть, що починається з 483, 498, 519, . . .

Напишiть програму, яка приймає на вхiд два цiлих значення 𝑘 (16 𝑘6 16384) та 𝑁 (16𝑁 6
6 10000), i виводить 𝑘-те число рiчки 𝑁 .

Приклад:
Вхiднi данi Результати

4 480 519

Розбiр задачi. Задача робиться «в лоб», тобто без усяких придумок 𝑘−1 раз («мiнус один»,
бо треба отримати 𝑘-те число з 1-го, а не 0-го) застосовується дiя «порахувати й додати суму цифр
поточного числа».

Стандартний спосiб рахувати суму цифр числа — у циклi розглядати останню цифру числа
(Pascal: n mod 10; С/С++: n%10), а потiм «вiдтинати» її (Pascal: n:=n div 10; С/С++: n/=10).
Цi операцiї треба робити з «копiєю» (а не самим поточним числом, щоб воно не втратилося вiд «вiд-
тинань»); це може бути забезпечено або присвоєнням у додаткову змiнну, або передачею у функцiю
як значення, а не за посиланням. Приклад реалiзацiї — ideone.com/YWcv5B.

Iншим способом є перетворення числа у рядкову величину й подальшi звернення до окре-
мих символiв-цифр. Деталi сильно залежать вiд конкретної мови програмування, навiть конкретних
бiблiотек, тому їх важко пояснити теоретично. Дивiться конкретнi ро́зв’язки: ideone.com/5poAvj (мо-
вою C++) та ideone.com/d2FOrb (мовою Pascal iз функцiями IntToStr та StrToInt — найбiльш
лаконiчний з усiх наведених).

Протягом перетворень значення числа́ може перевищити 32767, тому треба забезпечити, щоб
тип мав хоча б 32 бiти (див. також стор. 13 та стор. 10).
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Задача C. «Логiчний куб»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Логiчний куб — це куб, у вершинах якого знаходяться значення 0 (false) або 1 (true). По-
трiбно знайти шлях вiд однiєї заданої вершини до iншої; якщо такого шляху не iснує, то вивести
вiдповiдне повiдомлення. В кубi можна проходити через усi ре́бра, а також через вершини, значення
яких рiвне 1.

Напишiть програму, яка знаходить шлях мiж двома вершинами (якщо вiн iснує), та виводить
його у виглядi послiдовностi вершин куба. Гарантовано, що цi двi заданi вершини мають значення 1.

Вхiднi данi. В першому рядку задаються через пробiл двi вершини куба,

𝑒

𝑓 𝑔

ℎ

𝑎

𝑏 𝑐

𝑑

це можуть бути двi з наступних маленьких латинських лiтер: 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 , 𝑔, ℎ.
В наступному рядку, послiдовно записуються значення кожної з вершин куба
(0 або 1). Значення у вершинах перелiченi в алфавiтному порядку.

Результати. Якщо шлях iснує, то вивести (без пробiлiв) послiдовнiсть
маленьких латинських лiтер мiнiмальної довжини, якi визначають шуканий шлях.
Якщо такого шляху не iснує, то вивести рядок “NO”.

Приклади:
Вхiднi данi Результати

e d
10011011

ead

Вхiднi данi Результати

e d
00011110

NO

Розбiр задачi. Задачу можна розв’язати ручним аналiзом випадкiв, але це сумнiвний спосiб,
доречний, лише коли нема кращих iдей. За посиланням ideone.com/jjq2Pq можна побачити трохи
модифiкований варiант програми, яку здав один з учасникiв. Вiн набирає 270 балiв з 300, що з одного
боку немало, але з iншого — на аналiз випадкiв явно пiшло багато часу, бали все одно не повнi,
а шукати помилку в такому нагромадженнi — невдячна справа.

Щоб уникнути такої ситуацiї, краще реалiзувати осмислений алгоритм, який обробляє рiзнi
вхiднi данi бiльш-менш однотипно.

Раз йдеться про мiнiмальнi (за кiлькiстю переходiв) шляхи, природним є пошук ушир (вiн же
пошук у ширину, англ. breadth first search, BFS). Застосувати BFS треба до неорiєнтованого графа,
вершини якого — вершини куба зi значенням 1 (по яким можна проходити), ре́бра — тi ре́бра куба, що
поєднують такi вершини. Причому, раз питають не в́iдстань (число), а шлях (послiдовнiсть вершин),
потрiбен варiант BFS, у якому запам’ятовують вершини-попередники та роблять вiдновлення шляху
зворотнiм ходом. Деталi знайдiть у лiтературi або Iнтернетi.

Iнший можливий спосiб — перебiр (наприклад, рекурсивний) усiх можливих шляхiв, що не мi-
стять повторень вершин. Приклад такого розв’язку — ideone.com/pihZzm. Детальнiше про це можна
прочитати в Iнтернетi або лiтературi за назвами пошук з поверненнями, бектрекiнг (рос. поиск с во-
звратом, англ. back-tracking). Взагалi кажучи, цим не дуже складним способом теоретично можна
розв’язати дуже багато задач, але вiн часто працює надто довго, не вкладаючись в обмеження часу.
А тут вкладається, бо вершин всього 8.

На жаль, iдея «писати осмислений алгоритм, щоб обробляти рiзнi вхiднi данi однотипно»
мало придатна до заданої рисунком вiдповiдностi ребер куба його вершинам. Важко сформулювати,
мiж якими са́ме вершинами є ре́бра. (Найкраще, що вдалося — «Позначки вершин вiдрiзняються або
на 4, або на 1, але крiм 𝑑↔𝑒, а крiм названих, є ще 𝑎↔𝑑 i 𝑒↔ℎ».) Мабуть, легше задати явний перелiк
(чи як у розв’язку з попереднього абзацу, чи вписати у текст програми константний масив — матрицю
сумiжностi графа, чи ще якось). Але це треба ретельно звiряти з умовою, бо успiшна побудова шляхiв
у однiй частинi графа нiяк не перевiряє правильнiсть задання ребер у iншiй частинi.

Простi способи набрати частину балiв. Тести цiєї задачi такi, що програма, яка, не вирi-
шуючи задачу по сутi, завжди виводить “NO”, набирає 90 балiв з 300. Можливо, це й несправедливо
багато. Але з умови (та з того, що у 2013 р. використовувалося лише потестове оцiнювання) очевидно,
що така програма мусила хоч щось та набрати; хто не мiг розв’язати правильно — мав би пошукати
якiсь такi варiанти. Трохи чеснiший спосiб — перевiряти, чи є вершини кiнцями одного ребра́, i якщо
так, то виводити цi вершини, а якщо нi, то “NO”. Вiн набирав 150 балiв (рiвно половину).
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Задача D. «Всюдисущi чи́сла»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 3 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Дано прямокутну таблицю 𝑁×𝑀 чисел. Гарантовано, що у кожному окремо взятому рядку
всi чи́сла рiзнi й монотонно зростають.

Напишiть програму, яка шукатиме перелiк (також у порядку зростання) всiх тих чисел, якi
зустрiчаються в усiх 𝑁 рядках.

Вхiднi данi. Вхiднi данi слiд прочитати зi стандартного входу (клавiатури). У першому рядку
задано два числа́ 𝑁 та𝑀 . Далi йдуть 𝑁 рядкiв, кожен з яких мiстить рiвно𝑀 роздiлених пропусками
чисел (гарантовано у порядку зростання).

Результати. Результати виведiть на стандартний вихiд (екран). Програма має вивести в один
рядок через пробiли у порядку зростання всi тi числа, якi зустрiлися абсолютно в усiх рядках. Кiлькiсть
чисел виводити не треба. Пiсля виведення всiх чисел потрiбно зробити одне переведення рядка. Якщо
нема жодного числа, що зустрiлося в усiх рядках, виведення повинно не мiстити жодного видимого
символу, але мiстити переведення рядка.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

4 5
6 8 10 13 19
8 9 13 16 19
6 8 12 13 15
3 8 13 17 19

8 13

20% балiв припадатиме на тести, в яких 36𝑁,𝑀 6 20, значення чи-
сел вiд 0 до 100. Ще 20% — на тести, в яких 36𝑁,𝑀 6 20, значення
чисел вiд −109 до +109. Ще 20% — на тести, в яких 10006𝑁,𝑀 6
6 1234, значення вiд 0 до 12345. Решта 40% — на тести, в яких
10006𝑁,𝑀 6 1234, значення вiд −109 до +109. Здавати потрiбно
одну програму, а не чотири; рiзнi обмеження вказанi, щоб пояснити,
скiльки балiв можна отримати, розв’язавши задачу не повнiстю.

Розбiр задачi. Очевидний пiдхiд — бра́ти кожне число 1-го рядка, i шукати його в усiх iнших
рядках. Якщо знайдене в усiх — поточне число слiд включити у вiдповiдь (а якщо нi, то нi). I цей
пiдхiд може бути правильним. Але залежно вiд того, чи реалiзувати його наївно, чи ефективно.

Наївно — для пошуку кожного числа́ в кожному рядку запускати свiй цикл, переглядаючи
увесь рядок. Такий розв’язок потребу́є 𝑂(𝑁 ·𝑀2) часу, що може не вкладатися в обмеження. Власне,
12343≈ 1,88·109 простих порiвнянь на потужному серверi могло б i помiститися у 3 сек. Але в тому й
смисл задачi, щоб реалiзувати щось ефективнiше; на потужнiшому серверi або ставили б жорсткiший
time limit, або давали вхiднi данi ще бiльших розмiрiв. На тому серверi, що був у 2013 роцi, такий
розв’язок благополучно отримував свої 120 балiв з 300 (якщо вчасно робити break — трохи бiльше).

Правильний розв’язок №1. Той самий пiдхiд можна реалiзувати ефективнiше завдяки тому,
що кожен рядок гарантовано впорядкований. Адже для впорядкованих масивiв можливий бiнарний
пошук (скорочено бiнпошук, вiн же двiйковий пошук, вiн же дихотомiя). Суть бiнпошуку: щоб знайти
значення, починають з середнього (за iндексом) елемента; якщо раптом вiн якраз рiвний шуканому
значенню, пошук успiшно завершений; якщо шукане значення бiльше за середнiй елемент, то можна
вiдкинути усю лiву половину масиву, а якщо менше — усю праву половину. На наступному кроцi (якщо
вiн взагалi потрiбен) робиться те са́ме, але з половиною, що залишилась. I так далi. Тобто, за 1–2
порiвняння можна зменшити дiапазон пошуку щонайменше вдвiчi, i пошук у масивi розмiром 1234
потребує до ≈20 порiвнянь (асимптотично — 𝑂(log𝑀)). А 𝑁 ·𝑀 штук таких пошукiв помiщаються в
обмеження.

Рекомендується знайти в Iнтернетi або лiтературi додатковi деталi щодо бiнпошуку. Бо це такий
алгоритм, у якому, навiть добре знаючи загальну iдею, легко помили́тися й отримати код, який часто
працює правильно, але iнодi зациклюється або видає неправильнi результати (див., зокрема, стор. 65).
До речi, на цьому ж сайтi ejudge.ckipo.edu.ua є змагання 53 «Дорiшування теми “Бiнарний та
тернарний пошуки” Школи Бобра (23.10.2016)», де є i теоретичнi матерiали, i комплект задач.

Тим, хто пише мовою C++, рекомендується вивчити, як у деяких ситуацiях (включно з цiєю
задачею) можна не писати бiнпошук самому, якщо навчитися правильно користуватися функцiєю
lower_bound бiблiотеки algorithm.
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Правильний розв’язок №2. Ще один правильний розв’язок (iз кращою асимптотичною
оцiнкою 𝑂(𝑁 ·𝑀) проти 𝑂(𝑁 ·𝑀 · log𝑀) у попереднього; але чiтко розрiзняти цю вiдмiннiсть за ча-
сом робо́ти програми не дуже реально, тому попереднiй розв’язок теж вважається ефективним) —
багатократно застосовувати модифiкацiю злиття (рос. слияние, англ. merge).

Суть стандартного злиття така. Нехай є двi (обов’язково впорядкованi!) послiдовностi (за-
звичай масиви або фрагменти одного масиву, але можуть бути й iншi, як-то файли чи зв’язнi спи-
ски). З них можна легко й швидко сформувати впорядковану послiдовнiсть, куди входять усi елемети
обох заданих послiдовностей. Призначаємо кожнiй зi вхiдних послiдовностей поточну позицiю як по-
чаток цiєї послiдовностi; повторюємо у циклi такi дiї: (1) беремо (пишемо у вiдповiдь) менший з
поточних елементiв (якщо елементи рiвнi, то беремо, наприклад, поточний елемент першої послiдов-
ностi); (2) зсуваємо поточну позицiю тiєї вхiдної послiдовностi (лише однiєї з двох!), звiдки взятий
цей елемент. Коли одна з послiдовностей закiнчується, дописуємо у послiдовнiсть-вiдповiдь увесь
ще не використаний «хвiст» iншої. Це — стандартне злиття, що формує послiдовнiсть, яка мiстить
усi елементи обох послiдовностей. Очевидно, воно працює за час 𝑂(𝑙1+ 𝑙2), де 𝑙1 та 𝑙2 — довжи́ни
вхiдних послiдовностей.

У задачi треба iнше (спiльнi елементи). Але злиття легко модифiкувати пiд це. Треба при
порiвняннi поточних елементiв двох послiдовностей розрiзняти три випадки: якщо поточний елемент
1-ої послiдовностi менший за поточний елемент 2-ої, то зсунути поточну позицiю 1-ої (нiчого не пи-
шучи у вiдповiдь); якщо бiльший, то зсунути позицiю 2-ої (теж не пишучи); якщо поточнi елементи
рiвнi, то записати це однакове (спiльне) значення у результат та зсунути поточнi позицiї обох послi-
довностей. При завершеннi однiєї з послiдовностей, не дописувати «хвiст» iншої. Час роботи цього
модифiкату злиття теж 𝑂(𝑙1+ 𝑙2).

Зрештою, це — злиття двох послiдовностей, а треба 𝑁 . Пропонується першого разу злити 1-ий
рядок з 2-им, а потiм зливати з кожним черговим (3-iм, 4-им, . . . ) результат попереднього злиття.
Завдяки тому, що завжди вибираються лише спiльнi елементи, розмiр кожної з послiдовностей 6 𝑀 ,
тому 𝑁−1 застосувань злиття займуть сумарний час 𝑂(𝑁 ·𝑀). (Якби робилося стандартне злиття i
розмiри зростали, оцiнка була б значно бiльшою.)

Знайдiть додаткову iнформацiю про злиття. Її багато, але про злиття часто пишуть як про
складову сортування, а тут потрiбне саме́ злиття, без рекурсивної надбудови сортування. Крiм того,
не всi алгоритми, якi правильно виконують стандартне злиття, легко модифiкуються на вибiр лише
спiльних елементiв. До речi, на цьому ж сайтi ejudge.ckipo.edu.ua є змагання 61 «День Iллi По-
рубльова “Школи Бобра” (15.10.2017, злиття та два вказiвники)», в якому є i теоретичнi матерiали,
i комплект задач.

Користувачам С++ можна також ознайомитися з готовою потрiбною модифiкацiєю злиття —
функцiєю set_intersection бiблiотеки algorithm.

Таким чином, грамотнi користувачi C++ в обох наведених способах розв’язання у виграшi, бо
можуть значну частину потрiбного алгоритму не писати самостiйно, а використати бiблiотечнi засоби.
Водночас, малодосвiдченi користувачi C++ у програшi, бо можуть i не знати, як вирiшити проблему,
що читання cin-ом не вкладається у обмеження часу. (Як? Див. стор. 14.)

Навiщо в умовi згаданi групи тестiв зi значеннями до 12345? Щоб дати можливiсть
набрати ще ≈20% балiв тим, хто не додумався нi до одного з правильних способiв, але знає наступний,
складнiстю Θ(𝑁 ·𝑀 +𝑉 ), де 𝑉 — розмiр дiапазону вiд мiнiмума до максимума можливих значень.

Мається на увазi, що програму в цiлому можна органiзувати як «if (розмiри малi) then

(вирiшити способом згаданим на самому початку розбору) else (вирiшити описаним далi способом)».
Вхiднi данi, коли великi одночасно i кiлькостi, i значення, такий розв’язок не пройде, але, можливо,
набере бiльше балiв.

Так от, для малих значень ефективний такий пiдхiд. Заведемо масив, iндексами якого будуть
значення зi вхiдних даних, щоб щоразу, прочитавши деяке v, збiльшувати num[v] на 1 (спочатку
всi num[·] iнiцiалiзуються нулями). Таким чином, пiсля обробки усiх вхiдних даних кожне значення
num[v] означатиме, скiльки разiв зустрiлося число v; оскiльки у кожному окремо взятому рядку всi
чи́сла рiзнi, то num[v]=N рiвносильно «v зустрiлося в усiх рядках».
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3.5 Дистанцiйний тур III (обласного) етапу 2013/14 н. р.

У 2013/14 навч. роцi III (обласний) етап у Черкаськiй областi складався з двох турiв, де один
був частково дистанцiйним (учасники приїздили не до м. Черкаси, а до своїх райцентрiв) i проводився
на задачах черкаських авторiв. Са́ме вiн i наведений у цьому збiрнику. Цей тур позицiонувався одно-
часно i як змагальний, i як квалiфiкацiйний; тому рiвень складностi комплекта задач дещо нижчий,
нiж зазвичай на III етапi.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №15).
2-й тур вiдбувався у Черкасах, але на задачах iнших авторiв, iншiй системi (ejudge, але не

ejudge.ckipo.edu.ua), та й про його дорiшування авторам цього збiрника нiчого не вiдомо. Тому,
вiн до збiрника не включений.

Задача A. «ISBN»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

ISBN (з англ. International Standard Book Number — мiжнародний стандартний номер книги)
унiверсальний iдентифiкацiйний номер, що присвоюється книзi або брошурi з метою їх класифiкацiї.
ISBN призначений для iдентифiкацiї окремих книг або рiзних видань та є унiкальним для кожного
видання книги. Даний номер мiстить десять цифр, першi дев’ять з яких iдентифiкують книгу, а
остання цифра використовується для перевiрки коректностi всього номеру ISBN. Для перевiрки ISBN
обчислюється сума добуткiв цифр на їхнiй номер, нумерацiя при цьому починається з крайньої правої
цифри. В результатi має бути отримано число, що без остачi дiлиться на 11.

Наприклад: 0201103311 — коректний номер, тому що 0×10+2×9+0×8+1×7+1×6+
+0×5+3×4+3×3+1×2+1×1=55, що нацiло дiлиться на 11.

Кожна з перших дев’яти цифр може приймати значення вiд 0 до 9.
Напишiть програму, що читає ISBN код з однiєю пропущеною цифрою (вона буде позначатись

як символ « » (пробiл)) i виводить значення пропущеної цифри.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

020110 311 3

Примiтка. У справжнiх ISBN-номерах в якостi останньої цифри може бути також велика
латинська X, що позначає 10. Але в цiй задачi таких номерiв гарантовано не буде.

Розбiр задачi. В принципi, можна вивести аналiтичну формулу, але це потребу́є знань з теорiї
чисел (охочi можуть знайти, що таке кiльце залишкiв за модулем та мала́ теорема Ферма, i застосу-
вати до цiєї задачi). Все це було би доцiльним, якби довжина ISBN-коду становила, наприклад, сотнi
тисяч, так що розглянутий далi простiший i значно бiльш «програмiстський» (а не «математичний»)
пiдхiд працював би надто довго.

А для 10 цифр пiдходить i значно простiший перебiр, тобто перепробувати усi варiанти вiд 0
до 9 i для кожного подивитися, чи виконується описана в умовi правильнiсть ISBN. Приклад реалiзацiї
див. ideone.com/g3SbMb. Правда, при рiзних правильних вiдповiдях ця програма вивела б усi, хоча
на олiмпiадах треба виводити будь-яку одну. Насправдi це неактуально, бо рiзнi правильнi вiдповiдi
неможливi (хто вивчав питання, згаданi у попередньому абзацi, можуть це довести; решта можуть
або повiрити, або дописати у розв’язок break для обривання циклу пiсля виведення першої вiдповiдi.)

Говорити про асимптотичну складнiсть некоректно, бо нема того розмiру вхiдних даних, який
мiг би прямувати до ∞. Якби довжина ISBN-коду становила довiльне 𝑁 (але таке, щоб 𝑁+1 було
простим, i щоб аналогiчна сума добуткiв дiлилася без остачi на 𝑁+1), можна було би сказати, що
перебiр має складнiсть Θ(𝑁2), а теоретико-числовий розв’язок — Θ(𝑁 + log𝑁)=Θ(𝑁).

Ще може бути проблемою формат вхiдних даних, особливо для малодосвiдчених користува-
чiв С++: cin>>a>>b нiби читає в a те, що до пропуску, й у b те, що пiсля; але в обох випадках «пробiл
замiнює найпершу цифру» та «. . . найостаннiшу . . . » всi 9 осмислених цифр iдуть в a. Може спа́сти
на думку читати у циклi окремi char-и; але при стандартних налаштуваннях cin>>c (c — типу char)
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взагалi пропускає пропуски, i взнати його позицiю неможливо. Один зi способiв вирiшення цiєї пробле-
ми — перед читанням char-iв викликати cin.unsetf(ios::skipws), щоб пропуски та переведення
рядка таки читались у тi char-и. Iнший — використати функцiю getline(cin,s) (s — типу string);
вона (як i readln мови Pascal) читає все, включаючи пробiли, до кiнця рядка.

Задача B. «Точнi квадрати»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Напишiть програму, яка знаходитиме кiлькiсть натуральних чисел iз промiжку [𝑎; 𝑏], якi задо-
вольняють одночасно двом таким вимогам:
1. число є точним квадратом, тобто корiнь з нього цiлий (наприклад, точними квадратами є 1=12,

9=32, 1024=322; а 8, 17, 1000 не є точними квадратами).
2. сума цифр цього числа кратна 𝐾 (наприклад, сума цифр числа 16 рiвна 1+6=7).
Програма повинна прочитати три числа в одному рядку 𝑎 𝑏 𝐾 i вивести одне число — кiлькiсть чисел,
якi задовольняють умовам.

Оцiнювання. В усiх тестах виконується 16 𝑎6 𝑏6 2 · 109, 26𝐾 6 42.
40% балiв припадає на тести, в яких виконується 16 𝑎6 𝑏6 30 000, 𝐾=9.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

7 222 9 4

Примiтка. Цими чотирма числами є 9, 36, 81, 144.
Розбiр задачi. Нiби нескладна задача — перебрати чи́сла i перевiрити кожне на вiдповiднiсть

умовам. Причому, «чи є точним квадратом» вже розглядали на стор. 29, суму цифр — на стор. 31. . .
Але програма ideone.com/gLqsYd набирає лише 50 балiв зi 100.

Перевiряти аж 2 млрд чисел — забагато. Навiть якщо (абсолютно слушно) рахувати суму цифр
лише для тих, якi пройшли перевiрку «чи є точним квадратом». Пришвидшити розв’язок досить
просто — генерувати лише точнi квадрати, а не перебирати й перевiряти геть усi чи́сла промiжку.
Достатньо запускати цикл не вiд 𝑎 до 𝑏, а вiд ≈

√
𝑎 до ≈

√
𝑏 й працювати з 𝑖2. Правда, тут можна

заплутатися, як перетворити «≈
√
𝑎» та «≈

√
𝑏» у точнi цiлi значення. Не дуже красивий, зате точно

правильний спосiб — узяти ме́жi з невеличким «запасом», а потiм отримане 𝑖2 все-таки перевiрити на
належнiсть промiжку [𝑎; 𝑏]. Такий розв’язок (наприклад, ideone.com/EplT1L), навiть iз цiєю зайвою
перевiркою, вкладатиметься у 1 сек з великим запасом, бо тепер кiлькiсть iтерацiй 6

√
2·109 ≈ 45 тис.

З асимптотичною оцiнкою цього розв’язку є неоднозначнiсть. Попереднiй абзац наштовхує на
Θ(

√
𝑏−

√
𝑎) або 𝑂(

√
𝑏); але якщо враховувати ще цикл у sumOfDigits, то вийде 𝑂(

√
𝑏 · log 𝑏).

Задача C. «Ложбан»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Ложбан (англ. Lojban) — це штучна мова, яка була створена у 1987 роцi Групою Логiчних Мов
та базується на логланi (логiчна мова). При створеннi основною цiллю була повнiша, вiльно доступна,
зручна для використання мова. Вона є експериментальною i сконструйована для перевiрки гiпотези
Сепiра-Ворфа. Ця гiпотеза припускає, що люди, якi говорять рiзними мовами, по-рiзному сприймають
свiт i по-рiзному мислять.

Дана мова є однiєю з найпростiших штучних мов. Наприклад цифри вiд 0 до 9 записуються
наступним чином: 1 pa 4 vo 7 ze

2 re 5 mu 8 bi 0 no

3 ci 6 xa 9 so

Великi числа утворюються склеюванням цифр разом. Наприклад, число 123 це pareci.
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Завдання. Напишiть програму, яка зчитує рядок на Ложбанi (що представляє собою
число 6 1000000) та виводить цей рядок у цифровому виглядi.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

renopavo 2014

Розбiр задачi. По-перше, слiд знайти в умовi справдi потрiбну частину: «Є текст, який
гарантовано отриманий таким чином: взяли число6 1000000, й замiнили кожну цифру на двi букви
згiдно з наведеною табличкою. Провести зворотнє перетворення цього текста у число.».

По-друге, все могло би бути вельми складни́м, якби траплялися ситуацiї, коли одне зi слiв —
початок iншого (як-то «7 позначається як mis, 8 — як misiv»). Тому варто вiдмовитися вiд iдеї
писати унiверсальну програму, яка могла би працювати з рiзними позначеннями цифр, i ретельно
дослiдити, якими конкретними, заданими в умовi, словами кодуються цифри. I побачити, що тут
не лише нема такої ситуацiї, а ще й усi цi слова дволiтернi.

Задача насправдi досить проста. Треба лише зумiти прочитати це у громiздкiй умовi. Напри-
клад, див. ideone.com/BNuDlL. Або, використавши, що вхiднi данi гарантовано являють собою якесь
закодоване число, можна написати щось iще простiше — наприклад, див. ideone.com/Odw21F.

Така умова в принципi могла б мiстити пiдвох: нiде не сказано прямо, чи чи́сла натуральнi.
А раптом вiд’ємнi? А раптом взагалi десятковi дроби? А якщо вiд’ємнi, то скiльки може бути цифр,
адже (−10100500)< 106? За правилами переважної бiльшостi олiмпiад з iнформатики, учасник має
право задати питання журi щодо таких моментiв умови. Або, враховуючи можливiсть багатократної
здачi, пробувати варiанти. . . Конкретно в цiй задачi пiдвоху не було (чи́сла цiлi невiд’ємнi).

Задача D. «Графiчний пароль»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 4 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Програмiст Василь недавно придбав собi новий смартфон i встановив на
ньому графiчний пароль. Графiчний пароль представляє собою ламану лiнiю, яка
проходить через вершини сiтки розмiром 3×3 (не обов’язково через всi).

Але згодом Василь зрозумiв, що пароль на сiтцi 3×3 не є досить безпе-
чним, i вирiшив виправити цю проблему. Для цього вiн збiльшив розмiр сiтки до
5000×5000, але при цьому наклав обмеження на вiдрiзки ламаної — тепер вони
можуть бути лише горизонтальними та вертикальними. Василь ще хотiв добавити
функцiю, яка б виводила кiлькiсть самоперетинiв у графiчному паролi, але так
склалося, що вiн не досить знайомий з ефективними алгоритмами, тому вiн просить вашої допомоги.

Вхiднi данi. Перший рядок мiстить цiле число 𝑁 — кiлькiсть вершин в ламанiй лiнiї (26
6𝑁 6 1 000 000). Кожен з наступних 𝑁 рядкiв мiстить два цiлих числа́ 𝑥 та 𝑦 — координати
вiдповiдної вершини ламаної (06𝑥, 𝑦 < 5000). Гарантується, що ламана у вхiдних даних мiстить лише
горизонтальнi та вертикальнi вiдрiзки, якi можуть перетинатися, але не можуть накладатись один на
одного. Нiякi двi вершини ламаної (в т. ч. старт та фiнiш) не знаходяться в однiй i тiй самiй точцi.

Результати. Необхiдно вивести єдине цiле число — кiлькiсть самоперетинiв у ламанiй.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

6
1 1
0 1
0 0
2 0
2 2
0 2

0
Вхiднi данi Результати

5
0 1
3 1
3 2
2 2
2 0

1

Розбiр задачi. Головне при розв’язуваннi цiєї задачi — не перестаратися й не почати писати
«чеснi» перевiрки перетинiв. Такi перевiрки могли б бути доречними при бiльших розмiрах сiтки та
меншiй кiлькостi вiдрiзкiв ламаної. А при заданiй кiлькостi, вiдомi автору цього розбору оптимiзацiї
перебору всiх можливих перетинiв не вкладаються у обмеження часу.

У цiй задачi краще помiтити такi факти:
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1. Хоча окремо взятий вiдрiзок (ланка ламаної) може мати довжину аж 5000, а кiлькiсть вiдрiзкiв
може сягати мiльйона, сумарна довжина вiдрiзкiв обмежується не 5000× 106 = 5 · 109, а тим, що
раз вiдрiзки лише горизонтальнi й вертикальнi, а накладання забороненi, то кожна з 5000×5000
вершин сiтки може бути задiяна щонайбiльше двiчi, i сума довжин усiх вiдрiзкiв< 50 млн.

2. 5000×5000=25 млн — дуже багато для людини, але для комп’ютера — не так i багато. Не лише
у розрiзi «виконати 25 млн дiй», а також i у розрiзi «тримати в пам’ятi 25 млн елементiв». (Але,
щоб укластися в обмеження пам’ятi, вони мусять бути 1- чи 2-байтовими!)

Завдяки цьому, найдоречнiшим (досить ефективним для са́ме цих обмежень i при цьому
значно простiшим за альтернативи) виявляється такий простий пiдхiд: «завести масив 5000×5000,
iнiцiалiзувавши всi елементи нулями; ходити уздовж лiнiй, збiльшуючи на 1 значення у комiрках,
вiдповiдних пройденим вершинам сiтки; вiдповiддю буде кiлькiсть комiрок зi значенням 2». Великий
time limit 4 сек потрiбен не стiльки для робо́ти алгоритму, скiльки для читання величезних вхiдних
даних. Приклад реалiзацiї цього алгоритма — ideone.com/SlR8oV.

3.6 Обласна iнтернет-олiмпiада 2014/15 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №18).

Задача A. «Три круги»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Є три круги радiусами 𝑅1, 𝑅2 та 𝑅3.
Чи можна перекласти їх так, щоб вiдразу два меншi круги лежали один поруч з iншим на

найбiльшому, не накладаючись один на одного i не звисаючи за його межi? Торкатися один одного
меншi круги можуть.

Вхiднi данi. Програма повинна прочитати три цiлi числа 𝑅1, 𝑅2 та 𝑅3, в один рядок, через
пропуски (пробiли). Усi три значення 𝑅1, 𝑅2 та 𝑅3 є цiлими числами в межах вiд 1 до 1000.

Результати. Якщо перекласти круги вказаним чином неможливо, програма повинна вивести
єдине слово “NO” (без лапок).

Якщо можливо, то в єдиному рядку повинно бути записано “YES, the . . . disk is the

maximal” (без лапок), де замiсть “. . . ” повинно бути одне з трьох значень:
� “1st” (без лапок), якщо 2-й i 3-й круги можна покласти поверх 1-го;
� “2nd” (без лапок), якщо 1-й i 3-й круги можна покласти поверх 2-го;
� “3rd” (без лапок), якщо 1-й i 2-й круги можна покласти поверх 3-го.

Звернiть увагу: фраза повинна бути однаковою з правильною байт-у-байт, тобто всi великi чи
маленькi лiтери, всi пропуски (пробiли) та iншi подiбнi дрiбницi важливi.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

1 2 3 YES, the 3rd disk is the maximal

2 3 4 NO

9 3 1 YES, the 1st disk is the maximal

Розбiр задачi. Два меншi диски, яким заборонено накладатися, займають
найменше мiсця, коли торкаються. Тому гранична ситуацiя, коли при хоч трохи мен-
шому найбiльшому диску вони вже звисають, а при рiвно такому або бiльшому все
гаразд, зображена на рисунку. Наприклад, 2-й i 3-й круги можна покласти поверх 1-го
тодi й тiльки тодi, коли 𝑅1>𝑅2+𝑅3. Решта випадкiв аналогiчнi. Щоб правильно виводити “NO”, лег-
ше не формулювати умову цього випадку, а зробити розгалуження вкладеними, щоб виводити “NO”,
коли не виконалася жодна з трьох iнших умов. Реалiзацiю див. ideone.com/rx2Odn.

Можливий iнший пiдхiд — спочатку знайти, який з дискiв максимальний, а вже потiм провести
одне порiвняння. Для даної задачi це погана iдея: i тому, що треба виводити номер максимального
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диску (ще й у виглядi “1st”/“2nd”/“3rd”), i тому, що з’ясування, який диск максимальний, займе
чи не бiльше дiй, нiж розгляд випадкiв у попередньому розв’язку. Але для багатьох iнших задач деякий
аналог дру́гого пiдходу буває набагато кращим за аналiз випадкiв, аналогiчний першому пiдходу.

Задача B. «Перевезення вантажу»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Перевiзник транспортує вантаж залiзницею, а потiм рiчковим транспортом.
Товар транспортується в потязi, який складається з 𝑁 (16𝑁 6 100) вагонiв, в кожному з

яких 𝑘1, . . . , 𝑘𝑁 (16 𝑘𝑖6 1000) коробок вантажу.
У рiчковому портi вантаж з потягу перевантажують на корабель, який може взяти не бiльше

нiж 𝑃 (16𝑃 6 10000) коробок. Якщо якiсь коробки не помiстяться на цей корабель, вони дуже довго
чекатимуть наступного. Причому чекатимуть обов’язково у тих вагонах, в яких прибули у порт.

Для ефективного транспортування диспетчеру необхiдно розвантажити якомога бiльше ваго-
нiв, завантаживши корабель, та вiдправити звiльненi вагони на наступне завантаження.

Завдання. Напишiть програму transport, яка визначала б максимальну кiлькiсть вагонiв,
якi можна розвантажити, не перевищуючи вантажопiдйомнiсть корабля.

Вхiднi данi. 1-й рядок: єдине число 𝑁 — кiлькiсть вагонiв в потязi.
2-й рядок: 𝑘1 . . . 𝑘𝑁 через пропуски (пробiли) — кiлькостi коробок у вагонах.
3-й рядок: 𝑃 — кiлькiсть коробок, яку може взяти на борт корабель.
Результати. Максимальна кiлькiсть вагонiв потягу, якi вдасться розвантажити.

Приклад:

Вхiднi данi Результати

3
5 7 3
9

2

Розбiр задачi. Ця задача, хоч i нескладна, потребує i з’ясувати правило, за яким слiд виби-
рати вагони, i написати не зовсiм елементарну програму.

Тож правило — «Щоразу вибирати (ще не вибраний) вагон з мiнiмальною кiлькiстю коробок,
доки не вичерпається вантажопiдйомнiсть корабля або не будуть задiянi всi вагони».

Доведемо (див. також стор. 11), що це дасть максимальну кiлькiсть вагонiв. «Припустимо,
нiби замiсть вагона з мiнiмальною кiлькiстю коробок взяли вагон з деякою бiльшою кiлькiстю. Це
збiльшило кiлькiсть розвантажених вагонiв так са́мо на 1, якби взяли вагон з мiнiмальною, а залишок
вантажопiдйомностi корабля зменшило сильнiше. Отже, нiякого виграшу вiд того, щоб брати вагон
з немiмiнальною кiлькiстю коробок, нема». Ця схема доведень типова, тобто її аналоги придатнi у
багатьох ситуацiях.

Сформульованi правила — ще не зовсiм алгоритм. Є мiнiмум два способи подальшого їх
уточнення (як са́ме «вибирати (ще не вибраний) вагон з мiнiмальною кiлькiстю коробок»? ).

Можна застосувати сортування (воно ж упорядкування), пiсля нього це будуть просто елемен-
ти по порядку. Особливо зручно, якщо писати мовою, де є готове бiблiотечне сортування (наприклад,
у ideone.com/sElRrj використано функцiю sort бiблiотеки algorithm мови C++). Та й якщо пи-
сати сортування самому, все ж є деяка зручнiсть у тому, щоб окремо написати та ретельно вивiрити
правильнiсть сортування, окремо решту дiй.

Або, можна багатократно проходити по усьому масиву, вибираючи мiнiмальний елемент, i пiсля
кожного такого проходу враховувати знайдений елемент та замiняти його на якесь велике значення,
щоб не знаходити повторно. Таким чином, можна обiйтися без зсувiв чи обмiнiв елементiв, що може
бути простiшим для початкiвцiв. Втiм, iнших переваг цей спосiб не має. Зокрема, заявка «вiн швид-
ший, бо не сортує всi елементи, а вибирає лише стiльки, скiльки треба» не витримує критики, бо його
складнiсть Θ(𝑁 ·𝑃 ), тобто, враховуючи 𝑃 6𝑁 , по сутi 𝑂(𝑁2). А складнiсть ефективних сортувань
𝑂(𝑁 log𝑁), що набагато менше.
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Задача C. «Коло i точки»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Є одне коло та 𝑁 точок.

Завдання. Напишiть програму, яка знаходитиме, скiльки з цих 𝑁 точок потрапили всере́дину
цього ко́ла, скiльки на саме́ коло i скiльки ззовнi ко́ла.

Вхiднi данi. Першi два рядки вхiдних даних задають коло. Можуть бути два рiзнi формати
його задання:

1. Якщо 1-ий рядок мiстить єдине число 1, то 2-ий рядок мiстить рiвно три цiлi числа́ 𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 , 𝑅𝐶 —
координати центра кола та його радiус.

2. Якщо 1-ий рядок мiстить єдине число 2, то 2-ий рядок мiстить рiвно шiсть цiлих чисел 𝑥𝐴, 𝑦𝐴,
𝑥𝐵, 𝑦𝐵, 𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 . Їх слiд трактувати як координати трьох точок 𝐴, 𝐵, 𝐶, через якi проведене коло,
котре треба дослiдити. Цi три точки гарантовано всi рiзнi i гарантовано не лежать на однiй прямiй.
Гарантовано також, що нiяка з цих трьох точок не збiгається нi з одною з точок подальшого
перелiку з 𝑁 точок.

Третiй рядок вхiдних даних завжди мiстить єдине цiле число 𝑁 — кiлькiсть точок. Подальшi
𝑁 рядкiв мiстять по два цiлi числа кожен — 𝑥 та 𝑦 координати самих точок.

Абсолютно всi заданi у вхiдних даних числа є цiлими i не перевищують за абсолютною вели-
чиною (модулем) 1000. При цьому кiлькiсть точок i радiус гарантовано додатнi, а координати можуть
бути довiльного знаку.

Скрiзь, де в одному й тому ж рядку записано по кiлька чисел, вони вiддiленi одне вiд одного
пропусками (пробiлами).

Результати. Програма повинна вивести три цiлi числа — спочатку кiлькiсть точок всере́-
динi ко́ла, потiм кiлькiсть точок на самому ко́лi, потiм кiлькiсть точок ззовнi ко́ла.

Сума цих трьох чисел повинна дорiвнювати 𝑁 . Зокрема, якщо коло задане 2-им способом, то
тi три точки, якими воно задане, треба не вважати точками, належними колу.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

1
-1 2 5
4
0 0
-3 -3
-6 2
6 -2

1 1 2

Вхiднi данi Результати

2
-1 -3 2 6 3 5
4
0 0
-3 -3
-6 2
6 -2

1 1 2

Примiтки. В обох наведених прикладах задане (рiзними способами) одне й те само коло, тому
що коло, проведене через точки (−1;−3), (2; 6) та (3; 5) якраз i має радiус 5 та центр у точцi (−1; 2).

Перша одиничка вiдповiдi виражає, що лише одна точка з перелiку потрапила всере́дину кола
(i це точка (0; 0), але цього не питають). Друга одиничка вiдповiдi виражає, що лише одна точка
з перелiку потрапила на саме́ коло (i це точка (−6; 2), але цього не питають). Число 2 у вiдповiдi
позначає, що решта двi точки перелiку (це точки (−3;−3) та (6;−2), але цього не питають) потрапили
ззовнi кола.

Можна здавати програму, яка враховує лише подання кола через координати центра i радiус.
На тести, в яких коло подається 1-им способом, припадатиме майже половина балiв, i така програма
може їх отримати. Але навiть така програма повинна враховувати, що в цих тестах все одно буде
1-ий рядок з єдиним числом 1. Разом з тим, якщо враховувати обидва випадки, це все одно повинна
бути одна програма.

Розбiр задачi. Коло — множина точок, рiвновiддалених вiд центру, тож дослiджувана точка
потрапляє всере́дину ко́ла, коли вiдстань мiж нею i центром кола менша за радiус, на саме́ коло —
коли рiвна, i назовнi, коли бiльша. Ця вiдстань рiвна

√︀
(𝑥𝑖 − 𝑥𝐶)2 + (𝑦𝑖 − 𝑦𝐶)2 (де (𝑥𝑖; 𝑦𝑖) — коорди-

нати дослiджуваної точки, (𝑥𝐶 ; 𝑦𝐶) — центру ко́ла). Тож (для програми, що працює лише для 1-го
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способу подання ко́ла) лишається тiльки написати цикл зi вкладеними розгалуженнями на три випад-
ки. При бажаннi, можна позбутися похибок (див. стор. 13–14), прибравши коренi, тобто порiвнювати
(𝑥𝑖 − 𝑥𝐶)

2+(𝑦𝑖 − 𝑦𝐶)
2 з 𝑅2. Остаточна реалiзацiя — ideone.com/k9iLan.

Розiбратися, що робити з 2-м способом подання, значно складнiше (можливо навiть складнiше
усiєї решти 21/2 задач цього туру). Можна звести 2-й випадок до 1-го, тобто перейти вiд трьох точок
до центру й радiусу проведеного через цi три точки ко́ла, та використати вже розглянутий розв’язок.

Один зi способiв — будувати перетин серединних перпендикулярiв двох сторiн △𝐴𝐵𝐶, тобто
тi ж дiї, що й на уроцi геометрiї, але виконанi замiсть циркуля i лiнiйки засобами обчислювальної
геометрiї (англ. computational geometry). Вступ до обч. геометрiї можна знайти у багатьох мiсцях,
зокрема goo.gl/6yppjy. Програма, що розв’язує задачу цим способом — ideone.com/k1aFcF (але
звiдти свiдомо прибранi допомiжнi функцiї, поясненi за попереднiм посиланням).

Iнший спосiб — вивести на паперi прямi формули, розв’язавши систему{︂
(𝑥−𝑥𝐴)

2 + (𝑦−𝑦𝐴)
2 = (𝑥−𝑥𝐵)

2 + (𝑦−𝑦𝐵)
2,

(𝑥−𝑥𝐴)
2 + (𝑦−𝑦𝐴)

2 = (𝑥−𝑥𝐶)
2 + (𝑦−𝑦𝐶)

2,

де 𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑥𝐵, 𝑦𝐵, 𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 — координати заданих точок (до них треба ставитися як до вiдомих
значень), а 𝑥 та 𝑦 — координати центра ко́ла, їх-то й шукаємо. Розв’язати цю систему легше, нiж
може здатися, бо пiсля перетворень, аналогiчних (𝑥−𝑥𝐴)

2=𝑥2− 2𝑥𝐴·𝑥+𝑥𝐴
2, можна позводити 𝑥2

та 𝑦2, i рiвняння стають лiнiйними вiдносно 𝑥 та 𝑦 (що логiчно, бо це серединнi перпендикуляри).
Можна й не виражати 2-ий випадок через 1-ий. Виявляється, вiд- ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒ 𝑥𝐴 𝑦𝐴 𝑥2𝐴 + 𝑦2𝐴 1
𝑥𝐵 𝑦𝐵 𝑥2𝐵 + 𝑦2𝐵 1
𝑥𝐶 𝑦𝐶 𝑥2𝐶 + 𝑦2𝐶 1
𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑖 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒повiдь на задачу можна взнавати за знаком детермiнанта, наведеного пра-

воруч. (Детермiнант, вiн же визначник — стандартний термiн теорiї ма-
триць. Як обчислювати детермiнант та чому цей детермiнант має описану
далi властивiсть, охочi можуть знайти самостiйно.)

Отже: рiвнiсть цього детермiнанта 0 означає, що (𝑥𝑖; 𝑦𝑖) лежить на ко́лi, проведеному через
(𝑥𝐴; 𝑦𝐴), (𝑥𝐵; 𝑦𝐵), (𝑥𝐶 ; 𝑦𝐶); додатне значення — всере́динi; вiд’ємне — ззовнi. Тiльки це якщо обхiд
△𝐴𝐵𝐶 (у порядку 𝐴, 𝐵, 𝐶) додатний (проти годинникової стрiлки), а при змiнi напрямку обходу
△𝐴𝐵𝐶 слiд обмiняти мiсцями смисл додатного i вiд’ємного знакiв детермiнанту. Зовсiм не очевидно,
але ж це лише один зi способiв розв’язання задачi. . .

3.7 II (районний/мiський) етап 2014/15 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №46).
Так склалося, що на ejudge.ckipo.edu.ua починаючи са́ме з цього змагання запроваджене

комбiноване введення-виведення: бiльшiсть задач налаштованi так, що програма учасника може чи-
тати вхiднi данi хоч з клавiатури, хоч зi вхiдного текстового файлу input.txt (але лише з чогось
одного, а не поперемiнно). Аналогiчно, програма учасника може виводити результати хоч на екран,
хоч у вихiдний текстовий файл output.txt (теж лише на/у щось одне).

Задача A. «Цифра»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

В заданому додатному числi потрiбно закреслити одну цифру так, щоб число, яке залишиться
в результатi, було найбiльшим.

Напишiть програму, яка читає одне цiле значення 𝑛 (106𝑛6 99999), i виводить число без
однiєї цифри (це число має бути найбiльшим серед усiх можливих варiантiв закреслень цифри).

Приклади:
Вхiднi данi Результати

321 32

Вхiднi данi Результати

129 29
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Розбiр задачi. Дiяти за принципом «Викреслювати мiнiмальну цифру» неправильно (всу-
переч пiдступним при́кладам з умови, якi провокують таку хибну думку.) Наприклад, iз числа́ 9891
треба викреслити 8 i отримати 991, а викреслення мiнiмальної цифри 1 дасть не максимальне 989.

Оскiльки розмiри малi (кiлькiсть цифр6 5, видаляється одна), можна просто перебрати всi
варiанти викреслення однiєї цифри (усе число без 1-ої, усе без 2-ої, тощо), i вибрати з них макси-
мальний. Зручно (хоча й не обов’язково) перевести число у рядок (string), i вилучати символи
у рядковому поданнi. Реалiзацiю див. ideone.com/jFBIM6. При бажаннi, ї ї можна спростити, робля-
чи все виключно рядками. (Взагалi буває проблема «у числах 7<10, а у рядках "7"> "10"», але тут
вона не проявиться, бо кiлькостi цифр усiх потрiбних чисел однаковi.)

Якщо мати лише мету розв’язати цю задачу при цих обмеженнях — краще обмежитися першим
правильним способом i не читати далi. А якщо мати бажання ще раз розглянути, як можна доводити
правильнiсть алгоритма (див. також стор. 11) — тодi подальший текст важливий.

Ще є правильний розв’язок «Знайти найлiвiше мiсце, де зразу пiсля меншої цифри йде бiльша,
i викреслити меншу са́ме з цих двох; якщо жодного такого мiсця нема (наприклад, у числi 97752) —
викреслити останню цифру».

Занумеруємо цифри початкового числа́ злiва направо 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛. Розглянемо спочатку випа-
док «нема жодного мiсця, щоб пiсля меншої цифри йшла бiльша», тобто 𝑎1> 𝑎2> . . . > 𝑎𝑛. Згiдно
алгоритму, треба викреслити 𝑎𝑛, лишивши 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛−1. Якщо всупереч алгоритму викреслити де-
яку 𝑎𝑗 (16𝑗<𝑛), вийде 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑗−1𝑎𝑗+1 . . . 𝑎𝑛. Початок 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑗−1 спiльний, тож результат порiв-
няння визначається частиною, де 𝑎𝑗+1 замiсть 𝑎𝑗 , 𝑎𝑗+2 замiсть 𝑎𝑗+1, . . . , 𝑎𝑛 замiсть 𝑎𝑛−1. Оскiльки
розглядаємо ситуацiю 𝑎1> 𝑎2> . . . > 𝑎𝑛, то або 𝑎𝑗>𝑎𝑗+1, або 𝑎𝑗=𝑎𝑗+1. При 𝑎𝑗 >𝑎𝑗+1, число, отри-
мане всупереч алгоритму, менше (гiрше) отриманого згiдно з алгоритмом, бо пiсля спiльного початку
йде 𝑎𝑗+1<𝑎𝑗 . Якщо ж 𝑎𝑗 = 𝑎𝑗+1, то можна приєднати цю цифру до спiльного початку i повторити
всi мiркування для «𝑎𝑗+2 замiсть 𝑎𝑗+1». I так далi. Кiнець кiнцем, або десь отримаємо, що число
всупереч алгоритму менше (гiрше) числа́ згiдно з алгоритмом, або дiйдемо до 𝑎𝑗 = 𝑎𝑗+1= . . . = 𝑎𝑛,
тобто викреслення 𝑎𝑗 призводить до того ж результату, що алгоритм.

Лишилося розглянути випадок, коли мiсце, де 𝑎𝑖<𝑎𝑖+1, iснує. Нехай 𝑖⋆ — найлiвiша з та-
ких позицiй, тобто 𝑎1> 𝑎2> . . . > 𝑎𝑖⋆ i (𝑎𝑖⋆<𝑎𝑖⋆+1). Невигiднiсть видаляти замiсть 𝑎𝑖⋆ деяку 𝑎𝑗 при
16𝑗<𝑖⋆ доводиться аналогiчно попередньому абзацу. Лишилося довести невигiднiсть видаляти 𝑎𝑗
при 𝑖⋆<𝑗6𝑛, а це зовсiм легко: згiдно з алгоритмом отримуємо 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑖⋆−1𝑎𝑖⋆+1 . . . 𝑎𝑛, всупереч —
𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑖⋆−1𝑎𝑖⋆ . . . 𝑎𝑗−1𝑎𝑗+1 . . . 𝑎𝑛, тобто початок 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑖⋆−1 спiльний, потiм 𝑎𝑖⋆+1 > 𝑎𝑖⋆ . Розгля-
нутi випадки покрили всi можливi ситуацiї, доведення успiшно завершене.

Чи має дру́гий алгоритм переваги над першим? При 𝑛699999 — нi. Якби чи́сла були значно
бiльшими (наприклад, до мiльйона цифр; не «𝑛6106», а якби кiлькiсть цифр могла сягати мiль-
йона) — тодi виявилося б, що перший алгоритм правильний, але повiльний, а дру́гий правильний i
ефективний. Асимптотичнi оцiнки: Θ(𝐿2) для першого, Θ(𝐿) для дру́гого, де 𝐿 — кiлькiсть цифр.

Задача B. «Пiрамiда»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Гiллу Бейтсу захотiлося увiчнити пам’ять про свою корпорацiю MegaHard. Вiн обрав перевi-
рений часом метод — побудувати пiрамiду.

Пiрамiда має висоту 𝑛 Стандартних Будiвельних Блокiв, i кожен її рiвень — квадрат 𝑘×𝑘 бло-
кiв, де 𝑘 — номер рiвня, рахуючи згори. З’ясувалося, що фiрма, що виготовляє Стандартнi Будiвельнi
Блоки, продає їх лише партiями по 𝑚 штук.

Потрiбно написати програму, що визначатиме, скiльки блокiв залишиться не використаними
пiсля побудови пiрамiди (Гiлл Бейтс забезпечить закупiвлю мiнiмально необхiдної для побудови
пiрамiди кiлькостi партiй).
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Напишiть програму, яка читає в один рядок через пропуск (пробiл) спочатку кiлькiсть бажаних
рiвнiв пiрамiди 𝑛 (16𝑛6 109, тобто мiльярд), потiм розмiр партiї Стандартних Будiвельних Блокiв
𝑚 (16𝑚6 106, тобто мiльйон), i виводить єдине цiле число — кiлькiсть Блокiв, що залишаться
не використаними, якщо купити найменшу можливу кiлькiсть цiлих партiй.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

7 16 4

Примiтка. Пiрамiда з 7 рiвнiв мiститиме 12+22+32+42+52+62+72 = 140 блокiв, i якщо
купити 8 партiй по 16 блокiв, то цих 128 блокiв не вистачить; тому треба купити 9 партiй по 16 блокiв,
тодi з цих 144 блокiв 4 залишаться зайвими.

Розбiр задачi. Ця задача проста, щоб набрати частину балiв, але набрати повний бал чи
значну частину балiв не так просто. Розв’язок ideone.com/w8Yu4L набирає половину балiв. I тут є де
помили́тися й отримати ще менше (важливо i правильно врахувати смисл 𝑚, i взяти тип int64).

При 𝑛> 3·106 (приблизно), сума 12+22+ . . . +𝑛2 виходить навiть за межi 64-бiтового ти-
пу. З цим можна боротися, застосовуючи найпростiший прийом модульної арифметики: робити до-
давання 𝑖2 не як s:=s+sqr(int64(i)), а як s:=(s+sqr(int64(i))) mod m. Реалiзацiя з вчасними
«... mod m», набирає 150 балiв (з 250). Тепер критичним стає те, що ≈ 109 iтерацiй циклу (ще й
з громiздкою операцiєю mod) не помiщаються в обмеження часу (1 сек).

100%-ий спосiб №1. Якщо знати (або вивести пiд час туру) формулу 12+22+ . . . +

+𝑛2= 𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)
6 , можна поєднати її з засобами модульної арифметики й отримати зовсiм iнший

розв’язок ideone.com/g6nSKa. Вiн взагалi не мiстить циклiв (складнiсть Θ(1)), тож працює миттєво.
Щоб написати цей розв’язок, треба знати деякi математичнi факти та властивостi, i це може

не всiм подобатися. Але, по-перше, задача має альтернативний розв’язок; по-друге, навiть якби цей
розв’язок був єдиним, це не суперечило б традицiям Всеукраїнської олiмпiади з iнформатики.

У цьому розв’язку треба писати са́ме “... mod (6*m)” (а не “... mod m”), бо такi властивостi
модульної арифметики: хоча (𝑎+ 𝑏) mod 𝑝=

(︀
(𝑎 mod 𝑝)+ (𝑏 mod 𝑝)

)︀
mod 𝑝 — правильна для всiх 𝑎,

𝑏, 𝑝 тотожнiсть, i так само для множення, але для дiлення не так (наприклад, 12
2 mod 10=6 mod 10=

=6 ̸=1= 2
2 =

12 mod 10
2 mod 10 ). Детальнiшi вiдомостi про модульну арифметику просимо знайти самостiйно.

Щодо того, як вивести формулу 12+22+ . . . +𝑛2= 𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)
6 пiд час туру — див., напри-

клад, dxdy.ru/topic22151.html. Звiсно, доцiльнiсть витрачання часу туру на виведення формул
iстотно залежить вiд знань та умiнь конкретного учасника.

100%-ий спосiб №2. Навiть не знаючи нi формули зi способу №1, нi модульної арифметики,
можна побудувати iнший повнобальний розв’язок, користуючись лише базовими, в межах загально-
обов’язкового мiнiмуму, знаннями математики, а також спостережливiстю та кмiтливiстю.

Якщо 𝑛 < 2 · 106, можна порахувати вiдповiдь «в лоб», як на початку розбору. Iнакше (вра-
ховуючи, що 𝑚 6 106, 𝑛 > 2 · 106) вийде, що промiжок вiд 1 до 𝑛 мiстить кiлька (як мiнiмум, два,
як максимум — сотнi мiльйонiв) промiжкiв вiд 1 до 𝑚, вiд 𝑚+1 до 2𝑚, вiд 2𝑚+1 до 3𝑚, i т. д.

Розглянемо очевиднi тотожностi на промiжках 12=1 (𝑚+1)2 = 𝑚2+2𝑚+1
22=4 (𝑚+2)2 = 𝑚2+4𝑚+4
32=9 (𝑚+3)2 = 𝑚2+6𝑚+9

...
...

𝑚2=𝑚2 (𝑚+𝑚)2 = 𝑚2+2𝑚2+𝑚2

вiд 1 до 𝑚 та вiд 𝑚+1 до 2𝑚. Помiтимо, що сума
𝑚2+2𝑚 кратна 𝑚 i тому не впливає на остато́чну
вiдповiдь задачi. Аналогiчно не впливають 𝑚2+4𝑚,
𝑚2+6𝑚, i т. д. Тобто, (𝑚+1)2 mod 𝑚 = 12 mod 𝑚,
(𝑚+2)2 mod 𝑚 = 22 mod 𝑚, (𝑚+3)2 mod 𝑚 =
= 32 mod 𝑚, . . . , а звiдси — сума усього дру́гого промiжку (𝑚+1)2 + (𝑚+2)2 + . . .+ (𝑚+𝑚)2 має
той самий залишок вiд дiлення на 𝑚, що й сума усього першого 12+22+ . . . +𝑚2.

З аналогiчних причин, такий самий залишок мають i сума усього третього промiжку
(2𝑚+1)2 + (2𝑚+2)2 + . . . + (2𝑚+𝑚)2, i сума будь-якого подальшого. Тому досить цей одна-
ковий для всiх промiжкiв залишок домножити на 𝑛 div𝑚, а потiм, якщо 𝑛 не кратне 𝑚, окремо
порахувати й додати шматочок вiд (𝑛 div𝑚)·𝑚+ 1 до 𝑛 (або вiд 1 до 𝑛 mod 𝑚).

Отже, сумарна кiлькiсть усiх iтерацiй не перевищить 𝑚+(𝑛 mod 𝑚)< 2𝑚6 2 · 106. Це довше,
нiж Θ(1) зi «способу №1», але теж вкладається у 1 сек. Щоправда, якби обмеження було не 𝑚6 106,
а 𝑚6 109, це стало б не так (а «способу №1» байдуже, тому вiн в деякому смислi кращий).
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Задача C. «Ко-анаграмiчно-простi»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Число називається простим, якщо воно має рiвно два рiзнi дiльники — себе i одиницю. Напри-
клад: 23 — просте число, а 35 не просте, бо 5×7=35. Число 1 теж не просте (лише один дiльник).

Якщо у числi змiнити порядок цифр, властивiсть простоти може змiнитися: наприклад, 35 —
не просте число, а 53 — просте.

Будемо називати число ко-анаграмiчно-простим, коли при хоча б одному можливому порядку
цифр утворюється просте число. Наприклад, 35 є ко-анаграмiчно-простим (бо 53 просте), а 225 —
не є, бо жодне з чисел 225, 252 та 522 не є простим.

Напишiть програму, яка читає одне цiле додатне значення 𝑛 (106𝑛6 9999) i виводить у
першому рядку мiнiмальне можливе ко-анаграмiчно-просте число, бiльше-рiвне за 𝑛, а у дру́гому
рядку — ту перестановку цифр, яка робить його простим. Якщо при перестановцi з’являються нулi
спереду числа — слiд вважати, що вони не впливають на значення числа (05 дорiвнює 5), але виводити
слiд обов’язково iз цими нулями (якщо правильно 05, то вивести 5 неправильно). Разом з тим, перше
число вiдповiдi починати з нуля не можна.

Якщо можливi рiзнi правильнi вiдповiдi — виводьте будь-яку одну з них.
Приклади:

Вхiднi данi Результати

35 35
53

Вхiднi данi Результати

49 50
05

Вхiднi данi Результати

225 227
227

Розбiр задачi. Тут треба акуратно писати досить велику, як для II етапу, програму, поєд-
нуючи рiзнi стандартнi алгоритми. Але, не зважаючи на страшну назву «ко-анаграмiчно» та iншi
громiздкостi, тут не дуже-то й треба самому придумувати щось математичне. Якщо, звiсно:
� знати стандартний алгоритм перевiрки простоти числа́;
� вмiти або перевiряти, чи чи́сла складаються з одних i тих са́мих цифр, або генерувати перестановки
послiдовностi цифр.

Cтандартний алгоритм перевiрки простоти числа́ 𝑛 (при 𝑛> 2) — пробувати дiлити його на 2,
3, . . . , round(

√
𝑛), i якщо хоч раз подiлилося без остачi — число скла́дене, якщо нi разу — просте.

Важливо перевiряти до кореня (а не до 𝑛 чи 𝑛/2), бо це значно менше (див. також стор. 30).
Перевiряти, чи чи́сла складаються з одних i тих самих цифр у рiзному порядку, можна по-

рiзному. Один з простих i зручних пiдходiв — вiдсортувати (наприклад, за неспаданням) цифри окремо
одного з них, окремо iншого, й порiвняти отриманi вiдсортованi послiдовностi (вони рiвнi тодi й тiльки
тодi, коли чи́сла складаються з одних i тих самих цифр). Оскiльки кiлькiсть цифр дуже маленька,
нема смислу використовувати quickSort чи подiбнi ефективнi алгоритми сортування, доречнiшим буде
сортування вставками чи навiть бульбашкове.

Таким чином, схема алгоритму може бути приблизно такою. Функцiя (пiдпрограма) «перевi-
рити, чи є число ко-анаграмiчно-простим» має вигляд:

1. Створити копiю цього числа́-аргумента у рядковому (string-овому) виглядi;
2. Вiдсортувати цифри (символи рядка) за неспаданням;
3. Перебрати усi числа з вiдповiдною кiлькiстю цифр, вiд 0. . . 01 до 9. . . 99, i для кожного з них:
(a) перетворити у рядок (знову як копiю, щоб не псувати оригiнал);
(b) теж вiдсортувати цифри числа́ за неспаданням;
(c) якщо вiдсортованi послiдовностi виявилися рiзними — значить, поточне число не є переста-

новкою цифр дослiджуваного числа́ i його слiд пропустити, а якщо однаковими — запустити
перевiрку поточного числа́ на простоту.

Якщо перевiрка у п. 3c хоча б один раз виявила, що число просте — функцiя в цiлому має повернути
результат «число є ко-анаграмiчно-простим». Якщо жодного разу не виявила — результат «не є».

Тепер лишається тiльки перевiряти, чи є ко-анаграмiчно-простим саме́ введене число 𝑛, потiм
𝑛+1, 𝑛+2, . . . Приклад реалiзацiї — ideone.com/mGI9hm.
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Для цiєї реалiзацiї дуже складно i вивести асимптотичну оцiнку часу роботи, i використати
цю асимптотику для оцiнювання конкретного часу роботи в мiлiсекундах. Наприклад, зовсiм не ясно,
як оцiнити кiлькiсть iтерацiй самого зовнiшнього циклу (скiльки чисел 𝑛, 𝑛+1, . . . треба перебрати,
щоб гарантовано знайти ко-анаграмiчно-просте). У перевiрцi простоти́, хоч i видно верхню межу
циклу round(sqrt(n)), але ж розумна реалiзацiя обриває цикл пiсля першого знайденого дiльника,
i середня кiлькiсть iтерацiй виявляється меншою (а наскiльки — не ясно); i так далi.

Програма може працювати швидше, якщо, замiсть перебору всiх чисел з вiдповiдною кiлькiстю
цифр (вiд 0. . . 01 до 9. . . 99), вiдразу генерувати лише тi, що складаються з потрiбного набору цифр.
При обмеженнi 𝑛6 9999 це неважливо, тож не будемо описувати, як робити це вручну (охочi можуть
знайти в лiтературi чи Iнтернетi за назвою генерацiя перестановок, англ. generate permutations). У мовi
C++ така генерацiя є готова (функцiя next_permutation бiблiотеки algorithm).

Задача D. «Хмарочоси»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 2 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Як вiдомо, мiсто Прямий Рiг являє собою одну пряму вулицю, уздовж якої прокладена коорди-
натна вiсь 𝑂𝑥. Останнiм часом у мiстi розгорнувся будiвельний бум, внаслiдок якого ПрямМiськБуд
звiв 𝑁 хмарочосiв. Кожен хмарочос можна охарактеризувати висотою ℎ𝑖 та координатою 𝑥𝑖 (усi 𝑥𝑖
рiзнi, усi ℎ𝑖 строго додатнi).

За задумами мерiї Прямого Рогу, настав час обладнати на дахах деяких iз хмарочосiв оглядовi
майданчики. Прибутковiсть такого майданчику залежить вiд того, скiльки з даху даного хмарочосу
видно iнших хмарочосiв. Тому Вас попросили написати програму, яка пiдготує вiдповiдну статистику.
Данi про хмарочоси зберiгаються у мерiї в порядку зростання 𝑥𝑖, тож саме в такому порядку вони i
вводитимуться у Вашу програму. Якщо дахи трьох або бiльше хмарочосiв виявляються розмiщеними
на однiй прямiй, ближчi затуляють дальшi, i дальших не видно.

Вхiднi данi. 1-й рядок мiстить кiлькiсть хмарочосiв 𝑁 , наступнi 𝑁 рядкiв мiстять по два цiлi
числа кожен — координату 𝑥𝑖 та висоту ℎ𝑖. Гарантовано, що 16𝑁 6 4321, 06𝑥1<𝑥2< . . . <𝑥𝑁 6
6 106 (мiльйон), 16ℎ𝑖6 105 (сто тисяч).

Результати. Програма має вивести 𝑁 рядкiв, 𝑖-ий рядок має мiстити одне цiле число —
кiлькiсть iнших хмарочосiв, якi видно з даху хмарочосу № 𝑖.

Приклад:

Вхiднi данi Результати

11
0 4
3 5
5 3
6 4
7 5
8 8
10 5
12 4
14 3
17 1
19 7

2
5
3
4
3
10
3
4
4
3
5

Розбiр задачi. Намагання розв’язати задачу через три вкладенi цикли (два перебирають
поточну пару хмарочосiв, всере́динi них третiй перебирає усi промiжнi, дивлячись, чи не затуляє вiн
видимiсть поточної пари) — так собi iдея. Такий розв’язок набирає 150–190 балiв з 250. Конкретне
значення у промiжку 150–190 залежить, головним чином, вiд того, чи обривається третiй цикл не-
гайно, як тiльки встановлений результат. Асимптотична складнiсть: якщо 3-iй цикл обривається, то
𝑂(𝑁3), якщо нi — Θ(𝑁3).

Для ефективнiшого розв’язку, введемо поняття нахил з 𝑗-го хмарочосу на 𝑘-й (на рис. зобра-
женi нахили з 1-го хмарочоса на iншi). Нахили можна подавати у програмi або кутовими коефiцiентами
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𝑦𝑘 − 𝑦𝑗
𝑥𝑘 − 𝑥𝑗

, або векторами (𝑥𝑘−𝑥𝑗 ; 𝑦𝑘−𝑦𝑗). (Про переваги таких векторiв у багатьох iнших задачах див.

goo.gl/6yppjy зокрема i за назвою «обчислювальна геометрiя» взагалi; але у цiй задачi достатньо
й кутових коефiцiентiв, якщо подавати їх у якнайточнiшому типi extended (long double).)

Розглянемо (припускаючи, що 𝑁>1), як порахувати кiлькiсть хмаро-
чосiв, видимих з 1-го. 2-й хмарочос гарантовано видимий з 1-го. Запам’ятаємо
нахил з 1-го хмарочоса на 2-й i оголосимо його поточним нахилом затулення
горизонту. Потiм бiгтимемо по рештi хмарочосiв злiва направо, i нахил зi все
того ж 1-го на кожен наступний виявлятиметься або нижчим-або-рiвним, нiж
нахил поточного затулення горизонту (за годинниковою стрiлкою), або ви-
щим (проти годинникової стрiлки). У першому випадку, поточного хмарочосу
не видно й нiчого робити не треба. У другому — треба додати одиничку на
позначення того, що поточний хмарочос видно з 1-го, i оновити нахил поточного затулення горизонту.

Для iнших хмарочосiв, є ще хмарочоси злiва, якi теж треба врахувати. Ускладнення не прин-
ципове, але як краще це врахувати? Писати ще один цикл, який бiжить вiд поточної позицiї налiво —
спосiб можливий, але не найкращий. Зокрема, тому, що са́ме в таких дублюваннях схожих фрагментiв
часто з’являються помилки (особливо, якщо написати спочатку неправильно i вносити правки).

Досить зручний спосiб, який i дозволяє не писати зайвого, i працює дещо швидше за iншi —
врахувати симетричнiсть видимостi (𝑘-й видно з 𝑗-го тодi й тiльки тодi, коли 𝑗-й видно з 𝑘-го).
Завдяки цьому, коли при розглядi сусiдiв 𝑗-го хмарочоса з’ясовано, що з нього видно 𝑘-й (𝑘 > 𝑗),
можна додати по одиничцi i до кiлькостi видимих з 𝑗-го, i до кiлькостi видимих з 𝑘-го.

Сумарна асимптотична оцiнка такого розв’язку становить Θ(𝑁2).

3.8 III (обласний) етап 2014/15 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №48).

Задача A. «Гiрлянда — garland»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

На Новорiчнi свята Василь разом з батьком вирiшили зробити електричну гiрлянду iз лам-
почок. При створеннi гiрлянди лапочки включаються в коло послiдовно та деякi паралельно так,
що в паралельному з’єднаннi може знаходитись лише двi лампочки. Для з’ясування можливостi
пiдключення гiрлянди до джерела живлення, Василю треба визначити загальний опiр створеної
гiрлянди. З фiзики йому вiдомо, що при послiдовному з’єднаннi загальний опiр кола розраховується
за формулою: 𝑅1+𝑅2+ · · · +𝑅𝑛, а при паралельному: 1

𝑅 = 1
𝑅1

+ 1
𝑅2

+ · · · + 1
𝑅𝑛

.
Напишiть програму garland, яка б обчислювала загальний опiр гiрлянди.
Вхiднi данi. У першому рядку задано загальну кiлькiсть лампочок 𝑁 , в другому — через

пробiл опiр кожної з лампочок (значення опору є цiлим числом i знаходиться в межах вiд 1 до 1000).
В третьому рядку знаходиться цiле число 𝐾 — кiлькiсть пар лампочок (06𝐾 6𝑁/2), якi включенi
в коло паралельно. Кожен наступний рядок мiстить по два порядкових номери лампочок, що включенi
паралельно.

Результати. Загальний опiр гiрлянди (як дiйсне число без заокруглень).

Приклад:

Вхiднi данi Результати Схема прикладу

6
2 4 6 7 3 1
2
2 3
5 6

12.15 𝑅1=2 𝑅2=4

𝑅3=6

𝑅4=7 𝑅5=3

𝑅6=1

Примiтка. Вiдповiдь можна виводити також i у форматi 1.2150000000000E+01.
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Розбiр задачi. Задача в основному на реалiзацiю, тобто головне — уважно прочитати й
акуратно реалiзувати. Єдиний неочевидний момент — як рахувати суму всiх тих о́порiв, якi не були
задiянi у паралельних пiдключеннях.

Один з можливих способiв такий: cпочатку порахувати суму абсолютно всiх опорiв; читаючи
чергову пару номерiв опорiв, з’єднаних паралельно, не лише обчислювати опiр їхнього паралельного
з’єднання 1/

(︀
1/𝑅[𝑖]+1/𝑅[𝑗]

)︀
i додавати його до результату, але також i вiднiмати з того ж результату

𝑅[𝑖] +𝑅[𝑗], бо цi о́пори ранiше додали, а виявилося, що даремно.
Ще один можливий спосiб — почати з розгляду паралельних пар, i щоразу, додавши до за-

гальної суми 1/
(︀
1/𝑅[𝑖]+1/𝑅[𝑗]

)︀
, замiняти 𝑅[𝑖] та 𝑅[𝑗] на нулi. Завершивши розгляд усiх паралельних

пар, пододавати всi 𝑅[𝑖] (уже використанi будуть нулями й не вплинуть на результат).
Приклади програм-розв’язкiв: ideone.com/QwkKWN (першим способом), ideone.com/QNgTua

(дру́гим). Асимптотика однакова — Θ(𝑁).

Задача B. «Прямокутники — rectangles»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Данi два прямокутники, сторони яких паралельнi вiсям координат.
Завдання. Напишiть програму rectangles, яка б визначала площу їхнього об’єднання, тобто

усiєї частини площини, що покрита хоча б одним з прямокутникiв. Площу спiльної частини обох
прямокутникiв (якщо така є) слiд враховувати один раз.

Вхiднi данi. Вхiднi данi мiстять два рядки, кожен з яких описує один з прямокутникiв, у
форматi 𝑥min 𝑥max 𝑦min 𝑦max. Усi координати є цiлими числами, що не перевищують по модулю 1000.

Результати. Ваша програма має вивести єдине цiле число — знайдену площу об’єднання.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

0 10 0 10
20 30 20 30

200

0 20 0 30
10 12 17 23

600

Вхiднi данi Результати Зображення

0 4 0 3
-2 1 2 4

17

Розбiр задачi. Цю задачу важко вирiшити на повнi бали шляхом аналiзу випадкiв. Просто
тому, що їх бiльше, нiж може здатися. Навiть якщо не розглядати випадки рiвностi деяких iз коор-
динат (як-то «не розглядати окремо ситуацiю xmin1==xmax2, а об’єднати з ситуацiєю xmin1>xmax2,
написавши xmin1>=xmax2»), все одно лишаються такi потенцiйно рiзнi випадки:

Ситуацiї, коли прямокутники обмiнянi мiсцями, наведено як рiзнi, бо якщо виводити для ко-
жного випадку свою формулу залежностi результату вiд вхiдних даних, вони можуть бути рiзними.
Звiсно, деякi з цих випадкiв все одно можна об’єднати. Але не так просто зробити це правильно i
нiде не помили́тися. Тому пропонується розв’язати задачу iнакше.

1-й спосiб (придатний для довiльних координат). Площа об’єднання дорiвнює сумi площ
окремо взятих прямокутникiв мiнус площа перетину (спiльної частини); якщо спiльної частини нема,
площею перетину вважається 0. (Це мiркування є частковим випадком принципу включень та ви-
ключень). Щоб знайти перетин, можна (окремо для 𝑥, окремо для 𝑦) узяти максимiн (максимум iз
мiнiмумiв) i мiнiмакс (мiнiмум iз максимумiв). Наприклад:

Сторiнка 47 з 98

https://ideone.com/QwkKWN
https://ideone.com/QNgTua
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%BE%D1%80%D0%BC%D1%83%D0%BB%D0%B0_%D0%B2%D0%BA%D0%BB%D1%8E%D1%87%D0%B5%D0%BD%D1%8C-%D0%B2%D0%B8%D0%BA%D0%BB%D1%8E%D1%87%D0%B5%D0%BD%D1%8C
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%BE%D1%80%D0%BC%D1%83%D0%BB%D0%B0_%D0%B2%D0%BA%D0%BB%D1%8E%D1%87%D0%B5%D0%BD%D1%8C-%D0%B2%D0%B8%D0%BA%D0%BB%D1%8E%D1%87%D0%B5%D0%BD%D1%8C


III (обласний) етап 2014/15 навч. року
Черкаська обл., 20.01.2015

max(𝑦min1, 𝑦min2)

min(𝑦max1, 𝑦max2)

max(𝑥min1, 𝑥min2)
min(𝑥max1, 𝑥max2)

максимiн 𝑥=max(𝑥min 1⏟  ⏞  
=0

, 𝑥min 2⏟  ⏞  
=−2

) = 0;

мiнiмакс 𝑥=min(𝑥max 1⏟  ⏞  
=4

, 𝑥max 2⏟  ⏞  
=1

)= 1;

максимiн 𝑦=max(𝑦min 1⏟  ⏞  
=0

, 𝑦min 2⏟  ⏞  
=2

) = 2;

мiнiмакс 𝑦=min(𝑦max 1⏟  ⏞  
=3

, 𝑦max 2⏟  ⏞  
=4

) = 3.

Якщо за кожною з координат максимiн строго менший мiнiмакса, то площа перетину нену-
льова́ i ї ї справдi треба вiдняти.

Асимптотична оцiнка: Θ(1). Реалiзацiя: ideone.com/naDNCA.
2-й спосiб (менш унiверсальний, але са́ме тут теж правильний). В умовi задано невели-

кi (як для комп’ютера) обмеження на значення координат. Це дає можливiсть перебрати «клiтинки»
i для кожної перевiрити, чи належить вона 1-му прямокутнику та чи належить 2-му. Завдяки вико-
ристанню операцiї or (С-подiбними мовами ||) можна не розбиратися з випадками, i не важливо,
чи мають прямокутники непорожнiй перетин, чи не мають. Iдея частково повторює згадану на стор. 38
(задача «Графiчний пароль»), але тут не треба нiчого (крiм вхiдних даних) запам’ятовувати.

Реалiзацiя цього способу: ideone.com/BHOtpE. Код навiть коротший i простiший, нiж першим
способом. Але: якби дозволялися дробовi значення координат, цей спосiб був би принципово немо-
жливим; при цiлих координатах, його асимптотична оцiнка 𝑂(𝑋 ·𝑌 ) (де 𝑋 та 𝑌 — розмiри дiапазонiв
можливих значень координат), що немало.

Задача C. «Генератор паролiв — password»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

У генераторi паролiв закладена схема, яка за певними правилами утворює паролi iз комбiнацiй
цифр та великих лiтер англiйського алфавiту. Цифри та лiтери в паролi можуть розташовуватись
лише за зростанням (для лiтер зростання визначається алфавiтом). Паролi мiстять, як мiнiмум, один
символ (лiтеру або цифру). Якщо пароль мiстить i цифри, i лiтери, то цифри завжди йдуть пiсля
лiтер. Повторення символiв не допускається.

Наприклад: CH15 — коректний пароль, а OLYMPIAD — некоректний пароль (оскiльки лiтери
розташованi не в алфавiтному порядку).

Усi паролi генеруються послiдовно у виглядi впорядкованого списку. Якщо два паролi мiстять
рiзну кiлькiсть символiв, то першим iде пароль з меншою кiлькiстю. Якщо декiлька паролiв мають
однакову кiлькiсть символiв, то вони генеруються в алфавiтному порядку (при цьому лiтери вважаю-
ться меншими за цифри).

Початок впорядкованого списку паролiв має наступний вигляд: A, B, . . . , Z, 0, 1, 2, . . . , 9, AB,
AC, . . . , A9, BC, . . .

Завдання. Напишiть програму password, яка визначатиме 𝑛-ий пароль у списку паролiв,
який утворить генератор.

Вхiднi данi. Число 𝑛 (1 6 𝑛 6 1010).
Результати. Ваша програма має вивести 𝑛-ий пароль.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

1 A

37 AB

Оцiнювання. Приблизно 50% балiв припадає на тести, в яких 𝑛6 50000. Ще приблизно
25% — на тести, в яких 𝑛 6 107. Решта (приблизно 25%) — на тести, в яких 109 6 𝑛 6 1010.
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Примiтка. Англiйський алфавiт має вигляд A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U
V W X Y Z. Лiтери алфавiту у таблицi ASCII йдуть поспiль, пiд номерами вiд 65 (“A”) до 90 (“Z”).
Зростаюча послiдовнiсть цифр 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 також неперервна у таблицi ASCII (але не поспiль
з лiтерами). Цифри йдуть пiд номерами вiд 48 (“0”) до 57 (“9”).

Розбiр задачi. Легенда задачi вiдiрвана вiд життя, цi правила не мають нiчого спiльного
з реальною генерацiєю паролiв. Тим не менш, будемо користуватися термiнами «пароль» i «номер
паролю», раз вони введенi в умовi.

Позбудемось окремих статусiв лiтер i цифр, перейшовши до єдиного алфавiту. Пра-
вила про порядок можна спростити до таких:

1. будемо вважати алфавiтом A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O, P, Q, R, S, T, U, V, W, X, Y, Z, 0, 1,
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (са́ме в такому порядку);

2. всере́динi кожного пароля (крiм 1-символьних), кожен наступний символ мусить бути строго бiль-
шим за попереднiй (згiдно алфавiту п. 1).

Правила порiвняння рiзних паролiв не мiняються (але примiтка «лiтери меншi за цифри»
тепер слiдує з «алфавiтного порядку»).

Частковий розв’язок на 76 балiв (зi 100). Оскiльки в умовi сказано, що досить багато балiв
припадає на не дуже великi значення 𝑛, можна писати перебiр, тобто дiйсно генерувати послiдовно
1-й, 2-й, . . . паролi аж до 𝑛-го. Виявляється, при цьому не дуже важко добитися, щоб генерувалися
вiдразу лише допустимi (згiдно з умовою задачi) паролi.

Розглянемо простiший випадок. Нехай потрiбно вивести послiдовно пари (1,2), (1,3), (1,4),
(1,5), (2,3), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5), (4,5), тобто пари з чисел вiд 1 до 5, щоб 2-й елемент пари завжди
був строго бiльшим за 1-й. Це можна зробити за допомогою циклiв та if-а, як у лiвому стовпчику
рис. 3. А можна, як у правому, замiнити перевiрку 𝑖<𝑗 на задання лише потрiбного дiапазону.

for i:=1 to 5 do
for j:=1 to 5 do

if i < j then
writeln(i, ’, ’, j);

for i:=1 to 4 do
for j:=i+1 to 5 do

writeln(i, ’, ’, j);

Рис. 3. Два способи генерацiї однiєї послiдовностi пар

Для 2-х вкладених циклiв це дрiбна оптимiзацiя (≈ удвiчi). Але якщо застосувати ту саму
iдею до циклiв бiльшої вкладеностi, пришвидшення iстотне: для п’яти вкладених циклiв ≈сотнi разiв,
для десяти — ≈мiльйони. (Доведення потребу́є знань комбiнаторики, але не дуже глибоких, тож
пропонується як вправа. До того ж, писати програму можна й без доведення. . . )

Приклад такого розв’язку — ideone.com/Xg6sKT. Це зовсiм не взiрець красоти й лаконiчностi.
У ньому легко допустити i важко шукати технiчнi помилки. Але вiн все ж набирає чимало балiв.

Повний (100%) розв’язок. Перш за все, загальна кiлькiсть 𝑘-символьних паролiв рiвна
𝐶(36, 𝑘), де 𝐶(𝑛, 𝑘), воно ж 𝐶𝑘

𝑛 — кiлькiсть сполучень (рос. сочетания, англ. combinations) з 𝑛 по 𝑘.
Це так, бо з 36 символiв вибираються 𝑘 рiзних, i однi й тi самi вибранi символи не можна переставляти
мiсцями, бо дозволений лише порядок за зростанням (у алфавiтi A, B, . . . , Z, 0, 1, . . . , 9).

Так що почнемо розв’язок з того, що взна́ємо довжину (кiлькiсть символiв) шуканого пароля
i його номер серед паролiв цiєї довжини.

Наприклад, прочитали у вхiдних даних 2015.
� Кiль-ть 1-символьних паролiв 𝐶(36, 1)=36, 36<2015 — отже, у паролi бiльше одного символу, й
номер серед (бiльш-нiж-1)-символьних 2015− 36 = 1979.

� Кiль-ть 2-символьних паролiв 𝐶(36, 2)=630, 630<1979 — отже, у паролi бiльше двох символiв, i
номер серед (бiльш-нiж-2)-символьних 1979− 630 = 1349.

� Кiль-ть 3-символьних паролiв 𝐶(36, 3)=7140, 7140>1349 — отже, пароль 3-символьний, i його
номер серед 3-символьних рiвний 1349.

Узнавши довжину пароля та його номер серед паролiв вiдповiдної довжини, починаємо взна-
вати цей пароль символ за символом, злiва направо — на тiй пiдставi, що для кожного можливого

Сторiнка 49 з 98

https://ideone.com/Xg6sKT


III (обласний) етап 2014/15 навч. року
Черкаська обл., 20.01.2015

початку можна взнавати (засобами комбiнаторики) кiлькiсть паролiв з таким початком i знову при-
ймати рiшення, чи цей початок треба пропустити (всi паролi з таким початком мають меншi номери),
чи використати (потрiбний номер якраз потрапляє у дiапазон).

Продовжимо аналiз того самого прикладу (вхiдний номер 2015, ранiше з’ясовано, що його номер
серед 3-символьних рiвний 1349).

� Кiль-ть 3-символьних паролiв, що починаються з A, рiвна 𝐶(35, 2) = 595, бо продовження 2-
символьне з 35 символiв (вiд B до 9). 1349 > 595 — отже, початок паролю не A, а якийсь подальший
символ, i номер серед тих подальших 1349− 595 = 754.

� Кiль-ть 3-символьних паролiв, що починаються з B, рiвна 𝐶(34, 2) = 561, бо продовження 2-
символьне з 34 символiв (вiд C до 9). 754 > 561 — отже, початок паролю не B, а якийсь подальший
символ, i номер серед тих подальших 754− 561 = 193.

� Кiль-ть 3-символьних паролiв, що починаються з C, рiвна 𝐶(33, 2) = 528, бо продовження 2-
символьне з 33 символiв (вiд D до 9). 193 6 528 — отже, початок паролю якраз-таки C, i його
номер серед 3-символьних, що починаються з C — теж 193.
Далi вiдбувається аналогiчний пiдбiр наступного символу:

� Кiль-ть 3-символьних паролiв, що починаються з “CD”, рiвна 𝐶(32, 1) = 32, бо лишається допи-
сати один символ, вiд E до 9. 193 > 32 — отже, 2-га лiтера не D, а якийсь подальший символ, i
номер серед тих подальших 193− 32 = 161.

··· I так далi.
� Продовживши аналогiчнi мiркування, отримаємо, що шуканий пароль 16-й серед тих, що по-
чинаються з “CJ”, а оскiльки пiсля J можуть iти лише символи, починаючи з K, то цим 16-м
буде Z.

! Остато́чно, 2015-й пароль має вигляд “CJZ”.

Цi пояснення займають багато мiсця, але лише тому, що наведено приклад. Правильна реа-
лiзацiя цього комбiнаторного алгоритму працює дуже швидко, вкладаючись у секунду з величезним
запасом. Адже всього-то треба:

1. Познаходити 𝐶(𝑛, 𝑘), наприклад, усi зразу iз промiжку 06 𝑘6𝑛6 36 за допомогою трикутника
Паскаля;

2. Знайти кiлькiсть символiв у паролi — вiднiмати циклом 𝐶(36, 1), 𝐶(36, 2), . . . ; якби дiйшли до
𝐶(36, 36)), а номер пiсля усiх вiднiмань все ще лишався надто великим — це означало б, що пароля
вказаних вигляду i номера взагалi не iснує. Але такого не буде, бо паролiв (236−1) все-таки бiльше,
чим 𝑛61010. Значить — тут не бiльш як 36 порiвнянь та вiднiмань;

3. Для кожної позицiї (1-й символ, 2-й, . . . ) запустити цикл, щоб знайти конкретне значення вiдпо-
вiдного символу — теж не багато, бо i позицiй, i значень символiв не бiльше 36.

Вiд вираження асимптотичної оцiнки складностi алгоритму типовим чином (через 𝑛 зi вхi-
дних даних) утримаємось, бо надто багато залежить вiд розмiру алфавiту, а залежнiсть часу роботи
вiд значення 𝑛 заплутана. Якби розмiр алфавiту був змiнним (i при цьому не з’являлася «довга»
арифметика), можна було б говорити про час роботи 𝑂(𝐴2), де 𝐴 — розмiр алфавiту.

Задача D. «За́мок — castle»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: D1 — 1 с, D2 — 3 с
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 128 мегабайтiв

Стародавнiй за́мок має прямокутну форму. Замок мiстить щонайменше двi кiмнати. Пiдлогу
замка можна умовно подiлити на𝑀×𝑁 клiтин. Кожна така клiтинка мiстить «0» або «1», якi задають
порожнi дiлянки та стiни замку вiдповiдно.

Завдання. Напишiть програму castle, яка б знаходила кiлькiсть кiмнат у замку, площу
найбiльшої кiмнати (яка вимiрюється кiлькiстю клiтинок) та площу найбiльшої кiмнати, яку можна
утворити шляхом видалення стiни або її частини, тобто, замiнивши лише одну «1» на «0». Видаляти
зовнiшнi стiни заборонено.
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Вхiднi данi. План замку задається у виглядi послiдовностi чисел, по одному числу, яке хара-
ктеризує кожну клiтинку. Перший рядок мiстить два цiлих числа 𝑀 та 𝑁 — кiлькiсть рядкiв та кiль-
кiсть стовпчикiв (36𝑀 6 1000, 36𝑁 6 1000). 𝑀 наступних рядкiв мiстить по 𝑁 нулiв або одиниць,
що йдуть поспiль (без пробiлiв). Перший та останнiй рядок, а також перший та останнiй стовпчик
формують зовнiшнi стiни замку i складаються лише з одиниць.

Результати. Дана задача роздiлена в системi ejudge на двi пiдзадачi. У пiдзадачi D1 треба
здати програму, що знаходить кiлькiсть кiмнат та площу найбiльшої кiмнати замку (по одному числу
в рядку), у пiдзадачi D2 — площу найбiльшої кiмнати, яка утвориться в разi видалення внутрiшньої
стiни.

Приклади:
Вхiднi данi Результати (D1) Результати (D2)

6 8
11111111
10011001
10011001
11111001
10101001
11111111

4
8

10

9 12
111111111111
101001000001
111001011111
100101000001
100011111101
100001000101
111111010101
100000010001
111111111111

4
28

38

Оцiнювання. Значна частина тестiв буде мiстити план замку з кiмнатами лише прямокутної
форми. Не менше половини тестiв такi, що 36𝑀 6 20, 36𝑁 6 50.

Розбiр задачi. Як легко набрати частину балiв. Для самої лише пiдзадачi D1 i
часткового випадку «всi кiмнати мають прямокутну форму»в якостi розв’язку можна запропонувати
програму ideone.com/HHr9a3. Вона спирається на те, що у випадку прямокутностi кiмнат кожна
кiмната однозначно задається лiвим верхнiм кутом, а перевiряти, чи справдi клiтинка є таким кутом,
можна умовою (data[i][j]=’0’) and (data[i-1][j]=’1’) and (data[i][j-1]=’1’), тобто сама
клiтинка вiльна, а лiворуч i згори стiни. Очевидно (в т. ч. з 2-го тесту з умови), що для «закручених»
кiмнат це може й не бути правдою. Але в умовi обiцяно значну частину тестiв з кiмнатами прямокутної
форми, тож при вiдсутностi кращих iдей можна написати хоча б такий розв’язок. Вiн набирає 26 балiв
(з 50 за усю D1, зi 100 за усю D).

Повний розв’язок пiдзадачi D1 (лише iдеї). Для вiдстеження (як завгодно «закручених»)
кiмнат можна реалiзувати будь-який з алгоритмiв:

1. Пошук ушир (у ширину), англ. breadth first search (BFS);
2. Пошук углиб (у глибину), англ. depth first search (DFS);
3. Рiзноманiтнi алгоритми графiчної заливки (flood fill).

Усi цi алгоритми легко знайти в лiтературi чи Iнтернетi, й усi вони надто громiздкi, щоб
пояснювати їх тут. Кожним iз них можна реалiзувати задачу зi складнiстю Θ(𝑁 ·𝑀). Для цього треба:

1. Просто перебирати усi клiтинки за́мку, i щоразу, знайшовши 0, запускати BFS/DFS/заливку, щоб
повнiстю видiлити вiдповiдну кiмнату, позамiнявши її нулi на iншi значення, та обчислити її розмiр.

2. Забезпечити, щоб кожен такий виклик BFS/DFS/заливки, якому вказується, починаючи звiдки
дослiдити кiмнату, працював за час, пропорцiйний розмiру цiєї кiмнати, а не усього за́мку.

Що з DFS/BFS/заливки тут простiше й доречнiше — важко сказати, сильно залежить вiд
умiнь конкретного учасника. Часто стверджують, нiби найпростiше реалiзувати DFS, але ця думка
сумнiвна, бо сформована пiд впливом мови Паскаль, у якiй є рекурсiя й нема стандартної бiблiотечної
черги. Згадуючи DFS, варто згадати й про проблему переповнення стеку (див., зокрема, стор. 15–16).
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Конкретно на цiй обласнiй олiмпiадi забезпечено великий стек, тож можна без проблем писати ре-
курсивний DFS; але, враховуючи великий розмiр за́мку 1000×1000, при iнших налаштуваннях ejudge
проблеми з переповненням стеку рекурсивним DFS цiлком можливi.

Пiдзадача D2. Частину балiв (орiєнтовно до 20 з 50) можна отримати, розв’язуючи пiдза-
дачу D1 багатократно (для абсолютно кожної «1» у внутрiшнiй стiнi, замiнимо її на «0» i заново
розв’яжемо D1; серед усiх таких вiдповiдей виберемо максимальну). Але такий алгоритм має скла-
днiсть 𝑂(𝑀2·𝑁2), тож нiя́к не може бути ефективним розв’язком для 𝑀 ≈𝑁 ≈ 1000.

Перепишемо програму- Вхiднi данi Видiленi кiмнати Розмiри кiмнат

9 12

111111111111

101001000001

111001011111

100101000001

100011111101

100001000101

111111010101

100000010001

111111111111

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 3 3 1 4 4 4 4 4 1

1 1 1 3 3 1 4 1 1 1 1 1

1 5 5 1 3 1 4 4 4 4 4 1

1 5 5 5 1 1 1 1 1 1 4 1

1 5 5 5 5 1 4 4 4 1 4 1

1 1 1 1 1 1 4 1 4 1 4 1

1 4 4 4 4 4 4 1 4 4 4 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

iндекс . . . 2 3 4 5
значення . . . 1 5 28 9

розв’язок пiдзадачi D1 так, щоб
при пiдрахунку кiлькостей та
розмiрiв кiмнати не просто видi-
лялися, а рiзнi кiмнати видiля-
лися рiзними значеннями (а клi-
тинки однiєї кiмнати — однако-
вими). Якщо це робити прямо
у масивi з позначками «0 — про-
хiд, 1 — стiна», видiляючи кiм-
нати позначками 2, 3, 4, . . . , мо-
же вийти, наприклад, так, як праворуч.

Якщо зберiгати розмiри кiмнат у масивi так, щоб iндексами масиву були тi самi чи́сла, якими
позначено кiмнати, то для визначення, яка вийде площа кiмнати пiсля руйнування стiни, можна просто
додати до одинички (площi самої зруйнованої стiни) площi кiмнат-сусiдiв.

Тому перебiр усiх можливих «1» (у внутрiшнiх стiнах) можна залишити, бо тепер для кожної
такої «1» треба робити значно менше дiй (не видiляти заново вiдповiднi кiмнати, а бра́ти готовi,
знайденi один раз, данi про них).

Здається «логiчним» (i приклади з умови це «пiдтверджують»), нiби максимальна кiмната
буде утворена за рахунок об’єднання двох кiмнат. Але це лише поширений випадок, а не обов’язкова
властивiсть: замiсть 2-х може бути будь-яке число вiд 1 до 4.

Тест №9 (найлiвiший з прикладiв пра- 13 25
1111111111111111111111111
1000000110000110000110001
1000000110000110000110001
1000000110000110000110001
1000000110000110000110001
1000000110000111111110001
1000000110000111111110001
1111111110000110000110001
1111111110000110000110001
1000000110000111111110001
1000000110000111111110001
1000000110000110010110001
1111111111111111111111111

9 11
11111111111
10011011001
11001010011
11101010111
10100100101
11101010111
11001010011
10011011001
11111111111

9 11
11111111111
10011011001
11000010011
11101010111
10100100101
11101010111
11001010011
10011011001
11111111111

воруч). Бiльшiсть внутрiшнiх стiн «товстi»,
тож вилучення однiєї «1» зазвичай не при-
зводить до з’єднання кiмнат. А в тому єдино-
му мiсцi, де призводить (2-й знизу рядок) —
утворюється кiмната площею всього-навсього
2+1+1=4. Набагато бiльшу площу 44+1=
=45 можна отримати, зруйнувавши будь-яку
(не зовнiшню) стiну кiмнати площi 44, утво-
ривши «нiшу» замiсть «проходу».

Тест №16 (середнiй, вiн же лiвiший з майже однакових прикладiв). Руйнування однiєї «1» по
центру призводить до з’єднання вiдразу 4-х кiмнат. Переконавшись у можливостi такої ситуацiї, легко
уявити i вхiднi данi найправiшого прикладу, де рiзнi сусiди центральної одинички до того ж ще й десь
далеко з’єднанi в одну кiмнату.

Отже — акуратно переглянути для кожної не зовнiшньої «1» усi кiмнати-сусiди, додаючи
площi усiх рiзних. Складнiсть цього алгоритму теж (як i для пiдзадачi D1) Θ(𝑁 ·𝑀), але множник,
яким нехтують у асимптотичних позначеннях, тепер значно бiльший.
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3.9 Обласна iнтернет-олiмпiада 2015/16 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №12).

Задача A. «Високоснi роки»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Сучасний григорiанський календар дiє, починаючи з п’ятницi 15 жовтня (октября) 1582 року.
Вiн вiдрiзняється вiд попереднього юлiанського трохи складнiшим, але зате й бiльш точним правилом
визначення, якi роки високоснi (мiстять дату 29 лютого (февраля)), а якi нi. У юлiанському правило
було дуже просте: якщо номер року кратний 4 (iншими словами, дiлиться на 4 без остачi), то лютий
мiстить 29 днiв, а якщо не кратний, то 28 днiв. Але Земля обертається навколо Сонця за приблизно
365,242 доби, а не 365,250 рiвно, що й призвело до накопичення похибки (10 днiв за 1500 рокiв). Тому
правило визначення, чи високосний рiк, у сучасному григорiанському календарi таке: “Високосним
є кожен четвертий рiк, за винятком рокiв, номер яких дiлиться без залишку на 100, але не

дiлиться без залишку на 400.” . Зокрема, 1700, 1800 i 1900 роки були не високосними за григорi-
анським календарем (хоч i високосними за юлiанським). Але 1600 i 2000 роки були високосними за
обома календарями. Так i вийшло, що рiзниця мiж цими календарями, яка у XVI ст. складала 10 днiв,
наразi становить 13 днiв.

Напишiть програму, яка читатиме номер року i визначатиме, чи високосний цей рiк за кожним
iз цих календарiв.

Вхiднi данi. Єдине цiле число, у промiжку 15836 𝑦6 4321 — номер року.
Результати. Виведiть у першому рядку або єдине слово “YES”, якщо рiк високосний за гри-

горiанським календарем, або єдине слово “NO”, якщо не високосний. Другий рядок теж має мiстити
єдине слово “YES”, або “NO”, з аналогiчним смислом, але для юлiанського календаря. Важливо, щоб
слова “YES” та/або “NO” були написанi великими латинськими лiтерами, без лапок.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

2015 NO
NO

2012 YES
YES

Вхiднi данi Результати

2000 YES
YES

1900 NO
YES

Розбiр задачi. З юлiанським (старим) календарем усе дуже просто: if year mod 4 = 0

then writeln(’YES’) else writeln(’NO’). З григорiанським (новим) трохи складнiше, але потре-
бує лише акуратностi, без придумок. Буквально слiдуючи умовi задачi, можна отримати таке: if
(year mod 4 = 0) and ((year mod 100 <> 0) or (year mod 400 = 0)) then writeln(’YES’)

else writeln(’NO’). Iнший бiльш-менш зручний спосiб — спочатку, якщо рiк взагалi не кратний 4, то
не високосний; iнакше, якщо кратний 400, то високосний; iнакше, якщо кратний 100, то не високосний
(випадок кратностi 400 вже розглянутий в iншiй гiлцi); iнакше, високосний (ранiше вже розглянуто
i взагалi не кратнi 4, i особливi випадки, лишаються високоснi).

Можна i не писати перевiрку високосностi за григорiанським календарем самому, а використа-
ти бiблiотечну. Наприклад, мовою FreePascal є функцiя IsLeapYear; мовою Java — метод isLeapYear

класу GregorianCalendar.
Чи завжди можна використовувати на олiмпiадi бiблiотечнi засоби замiсть писати

сам(ому/iй)? Якщо бiблiотека не стандартна — мабуть, нi (додавати бiблiотеки на сервер на прохання
учасника якось не прийнято). Крiм того, на локальному комп’ютерi, де пише учасник, i на серверi,
де вiдбувається перевiрка, можливi вiдмiнностi у перелiку бiблiотек. Тут лишається тiльки або знати
конкретнi факти (що в яких версiях є), або питати в журi, або пробувати (якщо дозволена багато-
кратна вiдправка розв’язкiв, можна витратити 1–2 спроби, щоб узнати, чи працює на серверi бажана
функцiя бажаної бiбiлiотеки: нiщо не заважає, навiть не пишучи розв’язок повнiстю, швиденько на-
писати i здати щось, що при наявностi бажаної бiблiотеки/функцiї пройде хоча б пару тестiв, а при
вiдсутностi дасть вердикт «Помилка компiляцiї», i глянути, що виходить).
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Задача B. «Фасування олiї»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

На виробництвi по переробцi насiння в день виробляють 𝑁 лiтрiв олiї. Для її фасування
використовують тару об’ємом 1, 2, 3, 4, 5, 6 лiтрiв.

Напишiть програму oil, яка б давала можливiсть з’ясувати, яку мiнiмальну кiлькiсть тари
необхiдно для фасування.

Вхiднi данi. Єдине цiле число 𝑁 — кiлькiсть лiтрiв олiї.
Результати. Програма повинна вивести єдине цiле число — мiнiмальну кiлькiсть тари.
Приклади:
Вхiднi данi Результати

7 2

Вхiднi данi Результати

12 2

Вхiднi данi Результати

19 4

Розбiр задачi. Завдяки тому, що в перелiку об’ємiв тари є всi пiдряд об’єми 1, 2, 3, 4, 5
та 6 л, завжди можна використати N div 6 штук якнайбiльших 6-лiтрових пляшок, а решту (якщо
така є, тобто якщо N mod 6 > 0) розмiстити у ще одну, останню, пляшку. Ще меншої кiлькостi пляшок
не досить, бо сумарний об’єм меншої кiлькостi пляшок точно строго менший потрiбного.

Тобто, вiдповiдь можна виразити як res:=N div 6; if N mod 6>0 then inc(res), або на-
вiть одним виразом ⌈𝑁/6⌉ (тобто 𝑁/6, заокруглене догори) — це може бути записано як (N+5) div 6

(Pascal) чи ceil(N/6.0) (C/C++).
Насамкiнець, якби у перелiку об’ємiв були не всi пiдряд числа вiд 1 до 6, а лише деякi,

жадiбний алгоритм «взяти якнайбiльшу кiлькiсть якнайбiльших пляшок» мiг би виявитися i непра-
вильним (наприклад: якби iснували лише пляшки 1 л, 5 л та 6 л, а пофасувати треба було 16 л, то
оптимальний спосiб 6+5+5 отримувався б усупереч згаданiй жадiбнiй iдеї). Тодi слiд було б викори-
стовувати деякий набагато складнiший алгоритм; наприклад, оснований на псевдополiномiальному
динамiчному програмуваннi (з використанням масиву, iндекси якого вiдповiдають кiлькостi олiї, яку
треба пофасувати, а значення — вiдповiдним мiнiмальним кiлькостям пляшок).

Задача C. «Нестандартне рiвняння»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Напишiть програму, яка шукатиме (шляхом перебору) кiлькiсть розв’язкiв на промiжку [𝑎; 𝑏]
рiвняння

𝑘 × 𝑓(𝑛) = 𝑛,

де 𝑓(𝑛) — сума квадратiв цифр у десятковому записi числа 𝑛.
Вхiднi данi. Єдиний рядок мiстить три роздiлених пробiлами цiлi числа, у порядку k a b.

Гарантовано 𝑎6 𝑏, а також, що усi цi числа не меншi 1 й не бiльшi 1018.
Результати. Програма повинна вивести єдине число — кiлькiсть таких 𝑛 з промiжку 𝑎6𝑛6 𝑏,

що задовольняють рiвняння.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

51 5000 10000 3

Примiтки. Цими трьома розв’язками є 7293, 7854 та 7905. Наприклад, 7293 є розв’язком,
бо 51× (72 + 22 + 92 + 32)= 51× (49 + 4 + 81 + 9)=51× 143=7293.

Але нiчого цього виводити не треба, треба лише кiлькiсть розв’язкiв.
Розбiр задачi. Таке «рiвняння» не має стандартних аналiтичних засобiв розв’язування, тож

справдi треба якось перебирати рiзнi потенцiйно можливi варiанти й перевiряти, якi з них дають
розв’язок. Але перебiр «в лоб» (для кожного 𝑛 вiд 𝑎 до 𝑏 рахувати суму квадратiв цифр i перевiряти
виконання чи не виконання «рiвняння») надто довгий, аж до 1018 iтерацiй (час роботи — багато
рокiв). Тому, перебiр треба суттєво оптимiзувати. Помiтимо такi факти:
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1. Щоб виконалася рiвнiсть 𝑘×𝑓(𝑛) = 𝑛, число 𝑛 мусить бути кратним 𝑘, тож можна зразу перебирати
лише тi чи́сла вiд 𝑎 до 𝑏, якi кратнi 𝑘 (у цiєї iдеї є дещо частково спiльне з iдеями зi стор. 36 та 49).

2. На всьому промiжку до 1018 найбiльшу суму квадратiв цифр має 99 . . . 9⏟  ⏞  
18 штук

, тому для всiх 𝑛 викону-
ється 𝑓(𝑛)6 18×92=1458.

Тобто, перебiр можна почати з найменшого 𝑛, одночасно кратного 𝑘 i бiльшого або рiвного 𝑎,
i продовжувати, збiльшуючи щоразу на 𝑘, доки не виявиться бiльшим min(𝑏, 1548×𝑘) (у програмi,
мабуть, зручнiше писати “while (n<=b) and (n<=18*81*a)”. Очевидно, такий цикл повторювати-
меться нiя́к не бiльше 1548 разiв, що для комп’ютера зовсiм мало. Лишається тiльки реалiзувати це
акуратно, щоб не було проблем нi з переповненнями типу int64 (long long), нi з похибками (якщо
використовувати для промiжних обчислень типи з рухомою комою). Наприклад, ideone.com/PCj7qR.

Задача D. «П’ять недiль у мiсяцi»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Для сучасного григорiанського календаря (деякi маловiдомi його деталi наведенi у задачi A),
порахуйте, якi з мiсяцiв уведеного року мiстять аж 5 недiль (як днiв тижня; рос. воскресений, англ.
sundays).

Вхiднi данi. Єдине цiле число, у промiжку 15836 𝑦6 4321 — номер року.
Результати. Роздiленi пробiлами номери мiсяцiв, що мiстять по 5 недiль, обов’язково у по-

рядку зростання. “Номери мiсяцiв” слiд розумiти так: сiчень (январь) — 1, лютий (февраль) — 2, i так
далi, грудень (декабрь) — 12. Вказувати кiлькiсть таких мiсяцiв не треба.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

2015 3 5 8 11

2012 1 4 7 9 12

Вхiднi данi Результати

2000 1 4 7 10 12

1900 4 7 9 12

Примiтки. Зокрема, у першому з прикладiв стверджується, що у 2015 роцi чотири таких
мiсяцi: березень (март), травень (май), серпень (август), листопад (ноябрь). Для пiдтвердження, що
це справдi так, а також для загальної довiдкової iнформацiї, наведемо повний календар на 2015 рiк
(внизу сторiнки).

Розбiр задачi. Тут ще iстотнiше, нiж у задачi A, що можна або реалiзовувати все самостiйно,
або використати бiблiотечнi засоби.

Cамостiйна реалiзацiя. Можна використати (згаданий у задачi A) факт, що 15.10.1582
було п’ятницею, отже 01.01.1583 — субота (наприклад, за наданим календарем можна пiдрахувати,
що 1 сiчня наступного року припадає на наступний пiсля 15 жовтня день тижня). Ще можна згадати

Сiчень Лютий Березень Квiтень Травень Червень
5 12 19 26 2 9 16 23 2 9 16 23 30 6 13 20 27 4 11 18 25 1 8 15 22 29
6 13 20 27 3 10 17 24 3 10 17 24 31 7 14 21 28 5 12 19 26 2 9 16 23 30
7 14 21 28 4 11 18 25 4 11 18 25 1 8 15 22 29 6 13 20 27 3 10 17 24

1 8 15 22 29 5 12 19 26 5 12 19 26 2 9 16 23 30 7 14 21 28 4 11 18 25
2 9 16 23 30 6 13 20 27 6 13 20 27 3 10 17 24 1 8 15 22 29 5 12 19 26
3 10 17 24 31 7 14 21 28 7 14 21 28 4 11 18 25 2 9 16 23 30 6 13 20 27
4 11 18 25 1 8 15 22 1 8 15 22 29 5 12 19 26 3 10 17 24 31 7 14 21 28

Липень Серпень Вересень Жовтень Листопад Грудень
6 13 20 27 3 10 17 24 31 7 14 21 28 5 12 19 26 2 9 16 23 30 7 14 21 28
7 14 21 28 4 11 18 25 1 8 15 22 29 6 13 20 27 3 10 17 24 1 8 15 22 29

1 8 15 22 29 5 12 19 26 2 9 16 23 30 7 14 21 28 4 11 18 25 2 9 16 23 30
2 9 16 23 30 6 13 20 27 3 10 17 24 1 8 15 22 29 5 12 19 26 3 10 17 24 31
3 10 17 24 31 7 14 21 28 4 11 18 25 2 9 16 23 30 6 13 20 27 4 11 18 25
4 11 18 25 1 8 15 22 29 5 12 19 26 3 10 17 24 31 7 14 21 28 5 12 19 26
5 12 19 26 2 9 16 23 30 6 13 20 27 4 11 18 25 1 8 15 22 29 6 13 20 27
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(чи побачити у наданому календарi), що не високосний рiк мiстить цiлу кiлькiсть тижнiв + 1 день.
Вiдповiдно, високосний — цiлу кiлькiсть тижнiв + 2 днi. Отже:

01.01.1584 недiля (01.01.1583 субота+1)
01.01.1585 вiвторок (01.01.1584 недiля+2, бо 1584 рiк високосний)
01.01.1586 середа (01.01.1585 вiвторок+1)
01.01.1587 четвер (01.01.1586 середа+1)
01.01.1588 п’ятниця (01.01.1587 четвер+1)
01.01.1589 недiля (01.01.1588 п’ятниця+2, бо 1588 рiк високосний)

...
...

...

Значить, можна перебрати усi роки вiд 1583 по 𝑦−1 (де 𝑦 — рiк зi вхiдних даних; кiлька тисяч
iтерацiй — для комп’ютера зовсiм не багато) i щоразу додавати 1 чи 2, користуючись правильною
перевiркою високосностi з задачi A. Так узна́ємо, яким днем тижня починається потрiбний рiк 𝑦.

Тепер можна, наприклад, послiдовно перебрати усi днi цього року, як у ideone.com/m71JWc.
Можна i трохи оптимiзувати, перебираючи лише мiсяцi (а не днi), як у ideone.com/gnuUXY. Але
раз ранiше перебирали роки (можливо, кiлька тисяч), виграш не буде справдi помiтним. Ще, можна
замiсть функцiї daysInMonth тримати масив кiлькостей днiв (31, 28, 31, 30, 31, 30, 31, 31,

30, 31, 30, 31) (у випадку високосностi року 28 мiняється на 29). I так далi — у цiєї задачi взагалi
багато правильних розв’язкiв. . .

Розв’язки, що iстотно спираються на бiблiотечнi засоби. Вони iстотно залежать вiд
конкретних бiблiотек та конкретної мови програмування, тож нема сенсу займати тут багато мi-
сця описами цих бiблiотек. Наведемо лише приклади: ideone.com/2jLmH1 (Delphi чи FreePascal),
ideone.com/X9xo5s (Java), а описи вiдповiдних бiблiотек пропонуємо знайти в Iнтернетi самостiйно.
Див. також зауваження наприкiнцi пояснень до задачi A цього змагання.

3.10 II (районний/мiський) етап 2015/16 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №51).

Задача A. «Купе»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Купейний вагон мiстить 36 пасажирських мiсць — 9 купе по 4
мiсця у кожному. Половина серед цих мiсць нижнi, решта — верхнi. На
рисунку наведено схему розмiщення мiсць 1, 2, 3, 4 у купе №1. Купе №2
мiстить аналогiчно розмiщенi мiсця 5, 6, 7, 8, i так далi, до купе №9, яке
мiстить аналогiчно розмiщенi мiсця 33, 34, 35, 36.

Напишiть програму, яка, прочитавши номери двох рiзних мiсць одного купейного вагону, ви-
значатиме:

1. чи в одному й тому ж купе розмiщенi цi мiсця;
2. верхнє чи нижнє перше з цих мiсць;
3. верхнє чи нижнє друге з цих мiсць.

Вхiднi данi. Два числа 𝑝1 𝑝2 у одному рядку, роздiленi одним пропуском (пробiлом). Гаран-
товано виконуються обмеження 16 𝑝16 36, 16 𝑝26 36, 𝑝1 ̸= 𝑝2.

Результати. Перший рядок повинен мiстити або єдине слово NO (якщо мiсця у рiзних купе),
або слово YES i пiсля нього через пробiл номер того купе, в якому розмiщенi обидва цi мiсця. Другий
рядок повинен мiстити або єдине слово LOW (якщо перше з уведених мiсць нижнє), або єдине слово
HIGH (якщо верхнє). Третiй рядок теж повинен мiстити або слово LOW, або слово HIGH, але стосовно
другого з уведених мiсць.
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Приклади:

Вхiднi данi Результати

2 3 YES 1
HIGH
LOW

Вхiднi данi Результати

23 17 NO
LOW
LOW

Примiтка. Перевiрте правильнiсть написання у Вашiй програмi слiв YES, NO, LOW, HIGH (ВЕ-
ЛИКИМИ латинськими лiтерами). Автоматична перевiряюча система зараховує вiдповiдь, лише коли
вона правильна буква-в-букву.

Розбiр задачi. Для пошуку першого рядка вiдповiдi слiд реалiзувати код, що знаходить
номер купе за номером мiсця, й порiвняти результати для двох введених мiсць. Можна, наприклад,
подiлити (дробово) на 4, потiм заокруглити вгору (мовами C/C++, (int)(ceil(p/4.0))). Мовами,
де стандартного аналога ceil нема, це можна виразити, наприклад, формулою (p+3) div 4, де
div — цiлочисельне дiлення. Див. також стор. 22.

Очевидно, мiсця́ з непарними номерами нижнi, а з па́рними верхнi, тобто при p%2==0 (на
Pascal, p mod 2=0) HIGH, iнакше LOW. Є й iншi способи перевiрки парностi, як-то функцiя odd(p)

(Pascal) чи порiвняння (p&1)==1 (C/C++/Java/C#/Python), воно ж (p and 1)=1 (Pascal), що дають
true при непарному p; це працює, спираючись на т. зв. побiтовий and, деталi знайдiть самостiйно).

Складнiсть усього разом узятого алгоритму очевидно Θ(1).
У ideone.com/0iknfP визначення номера купе i виведення LOW/HIGH оформленi як пiдпрогра-

ми. Це не обов’язково, але дозволяє уникнути деяких прикрих помилок, як-то «помили́вся у формулi
визначення номера купе, скопiював неправильну, потiм для одного з мiсць виправив, а для iншого
забув». Тому, винесення таких дiй у пiдпрограми вважається правильним стилем i прикладом т. зв.
«повторного використання коду» (code reusing).

Задача B. «Гра»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

В дитячiй грi по колу розташованi ку́льки, кожна з них має номер
вiд 1 до 𝑁 (16𝑁6100). По черзi з кола забирають кожну 𝐾-ту ку́льку.
Це вiдбувається до тих пiр, поки в колi не залишиться остання ку́лька.
Напишiть програму game, яка б визначала номер останньої ку́льки, що
залишилась. При вхiдних даних 7 3 кульки забираються у послiдовностi
№ 3, № 6, № 2, №7, №5, №1.

Вхiднi данi. 𝑁 , 𝐾.
Результати. Номер кульки, що залишилась.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

7 3 4

Розбiр задачi. Наголосимо, що приклад з умови «№3, №6, №2, № 7, № 5, №1» якраз вiдпо-
вiдає описаним словами правилам:
� Маємо («закручену») послiдовнiсть 1 2 3 4 5 6 7. Рахуємо, починаючи з №1, доки не дiйдемо до 3,
тобто кажемо «1» на №1, «2» на №2, «3» на №3. Значить, прибрати з кола слiд ку́льку №3.

� Маємо («закручену») послiдовнiсть 1 2 4 5 6 7, i обрахунки починаються з ку́льки №4 (насту-
пної пiсля щойно прибраної ку́льки №3). Тобто, кажемо «1» на №4, «2» на №5, «3» на №6, i
прибираємо з кола ку́льку №6.

� «Закручена» послiдовнiсть 1 2 4 5 7, починаємо з ку́льки №7 — кажемо «1» на №7, «2» на №1,
«3» на №2, i прибираємо ку́льку №2.

� «Закручена» послiдовнiсть 1 4 5 7, починаємо з ку́льки №4 — кажемо «1» на №4, «2» на №5,
«3» на №7, i прибираємо ку́льку №7.

� «Закручена» послiдовнiсть 1 4 5, починаємо з ку́льки №1 — кажемо «1» на №1, «2» на №4, «3»
на №5, i прибираємо ку́льку №5.
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� «Закручена» послiдовнiсть 1 4, починаємо з ку́льки №1 — кажемо «1» на №1, «2» на №4, «3»
на №1 i прибираємо ку́льку №1.
Лишається єдина ку́лька №4, вона й буде вiдповiддю.

На жаль, деякi учасники це не зрозумiли, стверджуючи, нiби ку́льки слiд забирати у порядку «№3, №6,
№ 2, № 5, № 1, № 4, № 7». Хоча це протирiчить тому, що ку́льки забирають з кола. I взагалi, приклади
для того й наводять, щоб учасники могли звiрити з ними своє розумiння задачi; невiдповiднiсть
прикладу словесному опису — ненормальна ситуацiя, що трапляється дуже рiдко, i тут її не було.

Щодо власне розв’язку — при 𝑁 6 100 годиться який-небудь спосiб «у лоб». Наприклад,
пiдтримувати масив iз номерами ще не забраних ку́льок, якось так:

1. Заповнити масив як for i:=1 to N do who[i]:=i;
2. встановити поточну позицiю на початковий iндекс 1;
3. 𝑁 − 1 раз повторити такi дiї:
(a) обчислити, яка позицiя знаходиться на 𝐾 − 1 правiше поточної (з урахуванням «закiльцовано-

стi» послiдовностi), i перейти туди;
(b) видалити елемент у поточнiй позицiї (зi зсувом «хвоста»).

Повторювати треба 𝑁 − 1 раз, бо один останнiй елемент лишається. Змiнювати позицiю вiд
поточної треба на 𝐾 − 1, бо сама поточна — вже або перша, а не нульова́ (на першiй iтерацiї циклу),
або перша пiсля щойно видаленої (на подальших iтерацiях), тож лишається зсув на 𝐾 − 1.

Приклади реалiзацiї щойно наведеного алгоритму: ideone.com/sRGzzS (Pascal), ideone.com/
0tr18C (C++ з активним використанням STL). Звернiть увагу, що в обох реалiзацiях при обчисленнi
нової поточної позицiї береться залишок вiд дiлення на поточну (не початкову!) кiлькiсть ку́льок
(наприклад, p:=(p+(k-1)) mod n), i такий пiдхiд значно кращий, нiж щось у стилi “p:=p+(k-1); if

p>N then p:=p-N;”, бо кiлькiсть ку́льок зменшується аж до однiєї (ну, двох, якщо рахувати перед
останнiм вилученням), так що 𝐾 запросто може багатократно перевищувати зменшене 𝑁 . (Власне,
в умовi взагалi нема обмеження на𝐾; раптом з самого початку𝐾>𝑁? Це, в принципi, недолiк умови;
але, оскiльки все одно є причини бра́ти mod N, несуттєвий.) Складнiсть цього алгоритму становить
𝑂(𝑁2) (кожен зсув потребує 𝑂(𝑁) дiй), що для 16𝑁 6 100 цiлком прийнятно (навiть «iз запасом»).

Є й iншi простi способи, прийнятнi при 𝑁 6 100. Наприклад, при вилученнi ку́льки можна не
зсовувати хвiст масиву, а ставити якесь спецiальне число (як-то –1), яке позначало б «видалено».
Тодi, щоб знайти число, яке видалятимуть наступним, треба послiдовно перебирати елементи масива,
вiдраховуючи 𝐾 (чи 𝐾 mod𝑁𝑐𝑢𝑟𝑟) ще не видалених i пропускаючи вже видаленi.

Ця задача має назву («Йосипа Флавiя», рос. «Иосифа Флавия», англ. «Josephus problem»),
i для неї вiдомi ефективнiшi алгоритми. Охочi можуть знайти їх, але вони складнiшi й були б акту-
альними лише для значно бiльших 𝑁 .

Задача C. «Сучасне мистецтво»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Галерея готує показ творiв сучасного мистецтва кiлькох митцiв i розглядає рiзнi шляхи оформ-
лення виставки. Так як це сучасне мистецтво, всi твори одного художника мало чим вiдрiзняються
один вiд одного.

Наприклад, припустимо, що є один твiр митця А, два твори митця В i один твiр митця С. Тодi
є 12 рiзних шляхiв оформити виставку в галереї:

1. ABBC
2. ABCB

3. ACBB
4. BABC

5. BACB
6. BBAC

7. BBCA
8. BCAB

9. BCBA
10. CABB

11. CBAB
12. CBBA

Список наведений в алфавiтному порядку.
Напишiть програму, що визначає 𝑛-ий спосiб оформлення виставки, враховуючи що всi спосо-

би слiдують в алфавiтному порядку.
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Ваша програма приймає на вхiд 5 цiлих чисел: 𝑎, 𝑏, 𝑐 i 𝑑 (кожне вiд 0 до 5 включно), що
визначають кiлькiсть робiт митцiв A, B, C i D вiдповiдно, i останнє число 𝑛 (16𝑛6234) — 𝑛-ий спосiб
оформлення виставки. Гарантується, що хоча б один митець виставляє свою роботу в галереї. Також
гарантується, що 𝑛 не перевищує загальної кiлькостi способiв.

Як результат ваша програма має вивести рядок (iз лiтер A, B, C, D), що визначає 𝑛-ий спосiб
оформлення виставки.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

1 2 1 0 8 BCAB

Розбiр задачi. Задача має багато спiльного з задачею «Генератор паролiв» (стор. 48–50).
Тут теж варто знайти, скiльки всього можливих послiдовностей починається з ‘A’ i або побачити,
що задане у вхiдних даних 𝑛 6 цiєї кiлькостi (тодi послiдовнiсть-вiдповiдь починається з ‘A’ i слiд
продовжити пiдбирати лiтери на подальших позицiях), або, у протилежному випадку, слiд вiдняти з
заданого у вхiдних даних 𝑛 кiлькiсть цих послiдовностей (що починаються з ‘A’) i зробити те са́ме
щодо послiдовностей, що починаються з ‘B’, ‘C’, ‘D’.

Тож треба знаходити кiлькiсть послiдовностей, що починаються з такої-то послiдовностi лiтер
(i тому вiдомо, з яких лiтер у яких кiлькостях складаються можливi продовження). Виборки, де всi
елементи розставляють усiма можливими порядками, не змiнюючи набiр цих елементiв, називають
перестановками (permutations). Якщо у наборi елементiв, якi переставляють, є однаковi (наприклад,
“ABCB”, причому, якщо обмiняти мiсцями одне ‘B’ з iншим ‘B’, це вважається тим самим способом),
то виборки називають перестановками з повтореннями, i їх кiлькiсть може бути виражена як

𝑃 (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛) =
(𝑘1 + 𝑘2 + · · ·+ 𝑘𝑛)!

𝑘1! · 𝑘2! · . . . · 𝑘𝑛!
,

де “!” означає факторiал, 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛 — кiлькостi елементiв кожного типу. (Звiдки береться ця
формула? Пропонуємо знайти у лiтературi чи Iнтернетi; при розв’язуваннi задачi це не потрiбне,
досить знати саму́ формулу; але виведення i допомагає її запам’ятати, i може бути корисним у iнших
ситуацiях.) В цiй задачi, формула набуває вигляду 𝑃 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑)= (𝑎+𝑏+𝑐+𝑑)!

𝑎!·𝑏!·𝑐!·𝑑! .
Лишається тiльки поєднати розглянутi мiркування. Зробiть це самостiйно. А для контролю

правильностi розглянемо приклад 𝑎=1, 𝑏=2, 𝑐=3, 𝑑=4, 𝑛=2015.
При початку на ‘A’, можливих продовжень 𝑃 (0, 2, 3, 4), бо якщо взяти на першу позицiю ‘A’, на подаль-

шi позицiї не лишається жодної ‘A’, 𝑏=2 штук ‘B’, 𝑐=3 штук ‘C’, 𝑑=4 штук ‘D’. (0+2+3+4)!
0!·2!·3!·4! =1260< 2015, тобто

вiдповiдь починається не на ‘A’, а на одну з подальших лiтер, i номер вiдповiдi серед тих подальших дорiвнює
2015− 1260=755.

При початку на ‘B’, можливих продовжень 𝑃 (1, 1, 3, 4), бо якщо взяти на першу позицiю ‘B’, на подаль-

шi позицiї лишається 𝑎=1 штука ‘A’, 𝑏=1 штука ‘B’, 𝑐=3 штук ‘C’, 𝑑=4 штук ‘D’. (1+1+3+4)!
1!·1!·3!·4! =2520> 755,

тобто вiдповiдь починається якраз на ‘B’, i треба шукати подальшi лiтери.

При початку на “BA”, можливих продовжень 𝑃 (0, 1, 3, 4), бо якщо взяти на першi двi позицiї “BA”, на

подальшi позицiї лишається 𝑎=0 штук ‘A’, 𝑏=1 штука ‘B’, 𝑐=3 штук ‘C’, 𝑑=4 штук ‘D’. (0+1+3+4)!
0!·1!·3!·4! =280< 755,

тобто вiдповiдь починається не на “BA”, а має на другiй позицiї одну з подальших лiтер, i номер вiдповiдi серед
тих подальших дорiвнює 755− 280=475.

При початку на “BB”, можливих продовжень 𝑃 (1, 0, 3, 4)=280< 475, тож вiдповiдь починається не на
“BB”, а має на другiй позицiї одну з подальших лiтер, i номер серед тих подальших рiвний 475− 280=195.

При початку “BС”, можливих продовжень 𝑃 (1, 1, 2, 4)= (1+1+2+4)!
1!·1!·2!·4! =840> 195, тож вiдповiдь почина-

ється якраз на ‘BC’.

При початку “BСA”, можливих продовжень 𝑃 (0, 1, 2, 4)= (0+1+2+4)!
0!·1!·2!·4! =105< 195, тож вiдповiдь має на

третiй позицiї одну з подальших лiтер, номер серед подальших 195− 105=90.

При початку “BСB”, можливих продовжень 𝑃 (1, 0, 2, 4)=105> 90, тож вiдповiдь починається на ‘BCB’.

При початку “BСBA”, можливих продовжень 𝑃 (0, 0, 2, 4)= (0+0+2+4)!
0!·0!·2!·4! =15< 90, тож вiдповiдь має на

четвертiй позицiї одну з подальших лiтер, номер серед подальших 90− 15=75.

Тепер треба правильно врахувати (наприклад, передбачити if для таких ситуацiй), що лiтер ‘B’ спо-
чатку було лише 𝑏=2 й тому початок “BСBB” взагалi неможливий (кiлькiсть=0) i тому треба продовжити,
перейшовши до “BСBC”.

I так далi. Остато́чна вiдповiдь — “BCBDDCDCAD”.
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У текстi це займає багато мiсця, але виконується такий алгоритм дуже швидко — сумарна кiль-
кiсть обчислень формули 𝑃 (. . . ) не перевищує 4× (𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑑) (бо кiлькiсть розрядiв 𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑑,
у кожному пробуються, щонайбiльше, ‘A’, ‘B’, ‘C’, ‘D’), тож загальна кiлькiсть дiй може бути виражена
як 𝑂((𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑑)2) навiть при не найкращiй реалiзацiї самої формули, яка щоразу заново пере-
обчислює факторiали; якщо ж зберiгати готовi факторiали, можна оптимiзувати усю разом узяту
програму до Θ(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑑) (втiм, при настiльки малих 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 це несуттєво).

Як легко й просто набрати 60% балiв (лише C++). У бiблiотецi algorithm мови C++ є
функцiя next_permutation, яка дозволяє послiдовно перебирати перестановки у порядку зростання
(що й треба у цiй задачi), i яка правильно працює з будь-якими перестановками (з повтореннями
чи без). Так що можна сформувати string s зi значенням “AA . . . A⏟  ⏞  

𝑎 штук

BB . . . B⏟  ⏞  
𝑏 штук

CC . . . C⏟  ⏞  
𝑐 штук

DD . . . D⏟  ⏞  
𝑑 штук

” i 𝑛−1 ра-

зiв застосувати next_permutation(s.begin(), s.end());. Складнiсть такого алгоритму становить
Θ(𝑛) (причому, next_permutation, хоч i має амортизовану складнiсть Θ(1), не дуже швидка), тож
вiн нiяк не може бути досить ефективним при 𝑛≈𝑃 (5, 5, 5, 5)= 20!

5!·5!·5!·5! ≈ 1,173 · 1010. В умовi задачi
нема розбаловки, тож не ясно, що це са́ме 60%; але очевидно, що якiсь бали мусять бути.

А iншi? Автори збiрника не впевненi, чи достатньо дослiдили бiблiотеки iнших мов програ-
мування, але хоч трохи схожi засоби вдалося знайти лише у Python (клас permutations модуля
itertools). Причому, цей клас не так, як треба, працює з повтореннями елементiв, тож невiдомо,
як використати його краще, нiж a = list(set(permutations(s))), a.sort(), тобто спочатку зге-
нерувати геть усi перестановки (звичайнi), потiм використати set, щоб позбутися повторень, потiм
перетворити у масив (list) i вiдсортувати. Все це, звiсно, працює набагато довше, головним чином,
тому́, що на промiжному етапi генеруються перестановки без повторень, а їх може бути значно бiльше:
наприклад, при 𝑎= 𝑏=4, 𝑐= 𝑑=3 маємо 14!≈ 8,7·1010 (причому їх треба ще й одночасно тримати у
пам’ятi) проти 14!

4!4!3!3! ≈ 4,2·106 (що для комп’ютера небагато, причому вони перебираються одна за
одною, не займаючи багато пам’ятi). Цей спосiб набирає 40% балiв.

А ще iншi? На жаль, для ще iнших мов програмування важко запропонувати простий спосiб
набрати навiть таку частину балiв. Це сумно, але: (1) 100%-й алгоритм можна написати будь-якою з
доступних мов програмування; (2) нiкому з учасникiв не заборонялося вчити й використовувати C++.

Писати власний аналог next_permutation не доцiльно, бо потребу́є майже стiльки ж зу-
силь, як ефективний розв’язок початкової задачi, а принести може, щонайбiльше, тi ж 60% балiв.
Тим не менш, кому цiкаво, може знайти у лiтературi чи Iнтернетi алгоритми генерацiї перестано-
вок. Є кiлька рiзних класичних алгоритмiв такої генерацiї. I однi з них (якi визначають, що помiняти
у поточнiй перестановцi, щоб перейти до наступної) оптимiзованi пiд вiдносно швидшу органiзацiю
перебору усiх пiдряд перестановок (у next_permutation са́ме такий). А iншi (зокрема, рекурсивнi)
дозволяють вписування додаткових умов, щоб пропускати непотрiбнi. Говорячи про цю задачу, такi
модифiкацiї можна кiнець кiнцем перетворити до рекурсивної версiї рекомендованого способу.

Задача D. «Кiлькiсть дiльникiв на промiжку»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Напишiть програму, яка знайде суму кiлькостей дiльникiв усiх чисел у промiжку вiд 𝐴 до 𝐵
(обидвi межi включно, 𝐴 6 𝐵).

Вхiднi данi. У єдиному рядку через пробiл заданi два натуральнi числа 𝐴 та 𝐵, якi являють
собою межi промiжку.

Результати. Виведiть у одному рядку єдине число — суму кiлькостей дiльникiв усiх чисел
промiжку.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

119 122 27
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Примiтка. Число 119 має 4 дiльники (1, 7, 17, 119); число 120 має 16 дiльникiв (1, 2, 3,
4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120); число 121 має 3 дiльника (1, 11, 121); число 122 має
4 дiльники (1, 2, 61, 122). Звiдси вiдповiдь 4+16+3+4 = 27.

Оцiнювання. 40% балiв припадає на тести, в яких 16𝐴6𝐵6 1000. Ще 20% балiв припа-
дає на тести, в яких 16𝐴6𝐵6 107. Ще 10% балiв припадає на тести, в яких 1086𝐵6 109, але
𝐵− 1006𝐴6𝐵. Решта 30% балiв припадає на тести, де виконуються обмеження 16𝐴6𝐵6 1012 i
не виконуються обмеження попереднiх блокiв. Писати треба одну програму, а не рiзнi програми для
рiзних випадкiв; єдина мета цього перелiку рiзних блокiв обмежень — дати уявлення про те, скiльки
балiв можна отримати, якщо розв’язати задачу правильно, але не ефективно.

Розбiр задачi. Розв’язок на 40–50%%. Для отримання 40% res:=0;
for c:=a to b do

for p:=1 to c do
if c mod p = 0

then
res:=res+1;

балiв досить реалiзувати те, що написано в умовi. Наприклад, див. праворуч.
Але складнiсть такого алгоритма Θ((𝐵−𝐴+1)×𝐵), тож вiн отримує вердикт
«Перевищено час роботи» на тестах усiх блокiв, крiм 1-го (16𝐴6𝐵6 1000).

Враховуючи мiркування зi стор. 30 про те, чому для знаходження дiль-
никiв 𝑁 достатньо перебирати «претендентiв» до

√
𝑁 (а не до 𝑁), цей алгоритм можна модифi-

кувати, лишивши незмiнним зовнiшнiй цикл, але зменшивши дiапазон внутрiшнього до
√
𝑐. Це дає

складнiсть Θ((𝐵−𝐴+1)×
√
𝐵), що допусти́мо як для 1-го блоку, так i 3-го.

Повний розв’язок. Не варто дотримуватися (нав’язуваної примiткою з умови) тактики «зна-
йти кiлькостi дiльникiв кожного числа́ й додати». Кiлькостi дiльникiв окремих чисел не питають, тож
можна рахувати вiдповiдь якось iнакше. Наприклад, у iншому порядку. В усiх подальших алгоритмах,
кiлькостi дiльникiв легше не шукати на промiжку вiд 𝐴 до 𝐵, а знайти один раз на промiжку вiд 1
до 𝐵, iнший — вiд 1 до (𝐴− 1), й вiдняти дру́гий результат з першого (див. також стор. 20).

Число 1 є дiльником усiх чисел, тож дiльник 1 приносить у шукану суму стiльки, скiльки чисел
у промiжку. Число 2 є дiльником усiх парних чисел, тож приносить у шукану суму стiльки, скiльки на
промiжку парних чисел. I т. д. А серед усiх чисел вiд 1 до 𝑁 є рiвно N div k чисел, кратних 𝑘.

На перший погляд, так треба перебирати всi дiльники аж до 𝑁 (яке один раз дорiвнює 𝐴− 1,
iнший раз 𝐵), i алгоритм матиме складнiсть Θ(𝐴+𝐵) = Θ(𝐵), що не досить ефективно нi для 4-го
блоку тестiв, нi навiть для 3-го.

Але це можна оптимiзувати, використавши властивiсть «якщо 𝑝 є дiльником 𝑁 , то (𝑁/𝑝) теж
є дiльником 𝑁 , а з чисел 𝑝 та 𝑁/𝑝 хоча б одне 6

√
𝑁». Приблизно так: перебравши дiльники лише

до
√
𝑁 , подвоїти результат, щоб урахувати дiльники, бiльшi

√
𝑁 . Це не зовсiм правда, бо враховує

деякi дiльники двiчi; але цю похибку можна компенсувати, й отримати правильний алгоритм пiдзадачi
складностi Θ(

√
𝑁) (отже, складнiсть усiєї задачi буде Θ(

√
𝐴+

√
𝐵) = Θ(

√
𝐵)).

1
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Розглянемо всi дiльники
всiх чисел до 32. Круже́ч-
ки позначають, що число
«№ рядка» є дiльником
числа́ «№ стовпчика». Чорний (�) кру-
жечок — дiльник менший кореня вiдповiдно-
го числа, бiлий (�) — бiльший, напiвзаповнений —
рiвний. Вертикальнi лiнiї виражають попарний зв’язок
мiж 𝑝 та 𝑁/𝑝. Штрихова горизонтальна лiнiя мiж 5 та 6 ви-
ражає перебiр дiльникiв до ⌊

√
𝑁⌋ (воно ж trunc(sqrt(N)) чи

floor(sqrt(1.0*N))). Очевидно, cумарну кiлькiсть дiльникiв можна
виразити як кiлькiсть чорних кружечкiв, помножену на 2, плюс кiлькiсть на-
пiвзаповнених. А для пошуку цих кiлькостей достатньо перебрати рядки з 1-го
по ⌊

√
𝑁⌋-й, вiдзначаючи, що кiлькiсть усiх кружечкiв у рядку № i (при 16 i6 ⌊

√
𝑁⌋)

становить N div i, i серед них є рiвно 1 напiвзаповнений та рiвно (i− 1) бiлий (що дає
кiлькiсть чорних (N div i) - i). Завершiть цi мiркування самостiйно та запрограмуйте їх.

Насамкiнець, можлива ситуацiя, коли учасник олiмпiади придумав i реалiзував як алгоритм,
що проходить 1-й та 2-й блоки тестiв, так i алгоритм, що проходить 1-й та 3-й блоки, але не вмiє
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розв’язати задачу повнiстю. Чи може такий учасник гарантувати собi 70% балiв, узявши однiєю
програмою бали i за 2-й, i за 3-й блоки? Запросто, якщо зробить так: прочитавши 𝐴 та 𝐵, знайде, яке
зi значень (𝐴+𝐵) чи ((𝐵−𝐴)×

√
𝐵) менше, i залежно вiд цього викличе одну чи iншу пiдпрограму,

що реалiзує вiдповiдний алгоритм.

III (обласного) етапу 2015/16 н. р. нема

У 2015/16 навч. роцi III (обласний) етап у Черкаськiй областi вiдбувався у Черкасах, але на за-
дачах iнших авторiв, iншiй системi (ejudge, але не ejudge.ckipo.edu.ua), та й про його дорiшування
авторам цього збiрника нiчого не вiдомо. Тому, вiн до збiрника не включений.

3.11 Обласна iнтернет-олiмпiада 2016/17 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №19).

Задача A. «Квартира»

Розглянемо 9-поверховий житловий будинок, в якому кiлька пiд’їздiв, i кожен поверх кожного
пiд’їзду мiстить рiвно 4 квартири. Таким чином, 1-й поверх 1-го пiд’їзду мiстить квартири №№1, 2,
3, 4; 2-й поверх 1-го пiд’їзду — квартири №№5, 6, 7, 8; . . . ; 9-й поверх 1-го пiд’їзду — квартири
№№33, 34, 35, 36; 1-й поверх 2-го пiд’їзду — квартири №№37, 38, 39, 40, i так далi.

Напишiть вираз, котрий за номером пiд’їзду, номером поверху та «локальним» номером квар-
тири у межах сходової клiтки обчислюватиме «глобальний» номер квартири у будинку. Номер пiд’їзду
повинен бути позначений обов’язково змiнною pid, його значення гарантовано будуть вiд 1 до 20.
Поверх повинен бути позначений обов’язково змiнною pov, його значення гарантовано будуть вiд 1
до 9. Номер квартири у межах сходової клiтки повинен бути позначений обов’язково змiнною kv, його
значення гарантовано будуть вiд 1 до 4.

Ще раз: у цiй задачi (єдинiй з перелiку) треба здати не програму, а вираз: вписати його (сам
вираз, не назву файлу) у вiдповiдне поле перевiряючої системи i вiдправити на перевiрку. Правила
запису виразу — спiльнi для бiльшостi мов програмування: можна використовувати десятковi чи́сла,
арифметичнi дiї “+” (плюс), “-” (мiнус), “*” (множення), круглi дужки “(” та “)” для групування та
змiни порядку дiй. Дозволяються пропуски (пробiли), але, звiсно, не всере́динi чисел i не всере́динi
iмен змiнних.

Наприклад: можна здати вираз pid * pov * kv i отримати 26 балiв з 200, бо вiн неправиль-
ний, але все ж iнодi вiдповiдь збiгається з правильною. А «цiлком аналогiчний» вираз a*b*c буде
оцiнений на 0 балiв, бо змiннi повиннi називатися pid, pov, kv, а не a, b, c.

Розбiр задачi. Розглянемо квартири 1-го пiд’їзду, розмiщенi одна над одною (з однаковим
«локальним» номером). Кожен поверх збiльшує шуканий номер квартири на 4: над 1-ю, на 2-у поверсi
розмiщена 5-а, на 3-у 9-а, i т. д. Це саме справедливо i для iнших квартир тих самих сходових клiтин:
над 2-ю, на 2-у поверсi розмiщена 6-а, на 3-у 10-а, i т. д. Тобто, в номерi квартири присутнiй доданок
4*(pov-1) («–1», бо рахується кiлькiсть поверхiв пiд поверхом pov).

Аналогiчно, кожен з менших за номером пiд’їздiв додає у номер квартири 4×9=36: квартира,
що розмiщена так само й на такому само поверсi, як 1-а, але у 2-му пiд’їздi, має номер 37; у 3-му —
номер 73, тощо.

Вiдповiддю може бути, наприклад, “36*(pid-1) + 4*(pov-1) + kv” (що вельми перегу-
кується з мiркуваннями зi стор. 22 про те, що формули були б зручнiшi, якби нумерацiя була з 0,
а не з 1). Формулу-вiдповiдь можна (це теж оцiнюється на повнi бали) й замiнити на будь-який iнший
еквiвалентний вигляд, як-то “kv + (pid*9+pov)*4 - 40” чи ще якийсь.
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Задача B. «Максимальний добуток»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Дано чотири цiлi числа́. Виведiть два з них, добуток яких максимальний.
Вхiднi данi. Рiвно чотири числа́, що задаються кожне в окремому рядку. Серед цих чисел

можуть (але не зобов’язанi) бути рiвнi.
Результати. Рiвно два (кожне в окремому рядку) з 4-х уведених чисел, якi дають

максимальний добуток. Це повиннi бути рiзнi введенi елементи. Iнакше кажучи, повторити обидва
рази одакове значення можна лише якщо це са́ме значення зустрiчалося двiчi (або ще бiльше разiв)
у вхiдних даних.

Якщо можливi рiзнi правильнi вiдповiдi — виводьте будь-яку одну з них.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

17
7
42
23

42
23

Вхiднi данi Результати

42
17
42
23

42
42

Оцiнювання. 25% балiв припадає на тести, де значення кожного з чисел у межах вiд 1 до 100.
Ще 25% балiв припадає на тести, де значення кожного з чисел не перевищує 100 за модулем, але
чи́сла можуть бути довiльних знакiв. Ще 25% балiв припадає на тести, де значення кожного з чисел
у межах вiд 1 до 109. Решта 25% балiв припадає на тести, де значення кожного з чисел не перевищує
109 за модулем, але чи́сла можуть бути довiльних знакiв.

Здавати потрiбно одну програму, а не чотири; рiзнi обмеження вказанi, щоб пояснити, скiльки
балiв можна отримати, розв’язавши задачу не повнiстю.

Розбiр задачi. Навiщо там вiд’ємнi чи́сла? Добуток двох вiд’ємних чисел дода-
тнiй, так що вiдповiдь може (але не зобов’язана) являти собою два вiд’ємних числа́. наприклад, для
четвiрки чисел 2, 3, –50, –60 найбiльшим можливим добутком є (−50)× (−60)=3000.

Навiщо вказанi дiапазони значень? При значеннях до 100, добуток помiщається у майже
будь-який числовий тип (крiм однобайтових, як-то byte), так що можна й не придiляти особливої
уваги типу. При значеннях до 109, добуток гарантовано помiщається лише у 64-бiтових типах (Int64
у Pascal, long long у C/C++, тощо). Див. також стор. 13. Втiм, пiсля переходу навеснi 2019 р. з
32-бiтової на 64-бiтову архiтектуру сервера значна частина розв’язкiв, якi ранiше набирали неповний
бал са́ме з цiєї причини, почали набирати повний бал. Що, втiм, нiя́к не заважає тому, щоб аналогiчна
проблема виникала на якiйсь iншiй системi автоматичної перевiрки. . .

«Лобовий» повний розв’язок. Можна просто перебрати всi шiсть варiантiв пар i вибрати
з них максимальний за звичайними правилами пошуку максимума. Якщо скласти чи́сла у масив, пе-
ребiр буде дещо приємнiшим та «бiльш алгоритмiчним», див. ideone.com/yQlAq0. Але, раз кiлькiсть
чисел рiвно 4, то можна обiйтися й без масиву i навiть без циклiв, див. ideone.com/VYnuIW.

Альтернативний розв’язок. При виборi пари з конкретно 4-х чисел, цей спосiб не кращий,
а просто iнший. Можна довести (пропонуємо читачам зробити це доведення самостiйно), що макси-
мальний добуток завжди дають або два максимальнi числа́, або два мiнiмальнi (якщо вони вiд’ємнi й
великi за модулем). Iншими словами: якщо вiдсортувати масив, то вiдповiдь утворять або останнiй та
передостаннiй елементи, або перший та дру́гий. Якщо мова програмування має готове (бiблiотечне)
сортування, це досить зручно (див. ideone.com/exmAiY), а за умови ефективного сортування ще й
швидше за попередiй спосiб (ця вiдмiннiсть стає помiтною при кiлькостях чисел вiд кiлькох десяткiв
тисяч). Можна пробувати й додатково прискорити цей пiдхiд, бо навiть ефективне сортування вiдбу-
вається повiльнiше, нiж вибiр самих лише максимального, наступного максимального, мiнiмального
та наступного мiнiмального елементiв. Але це громiздко, в ньому легко помили́тися, тож писати таке
було б варто лише якби чисел було дуже багато (сотнi тисяч чи ще бiльше).
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Задача C. «Гра “Вгадай число”»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 256 мегабайтiв

Напишiть програму, яка гратиме у гру “Вгадай число”: визначатиме загадане суперником цiле
число iз заданого дiапазону на основi запитiв до суперника.

У кожному запитi Ваша програма повинна виводити слово try та одне цiле число, що тра-
ктується як запитання «Загадане число . . . ?». Суперник на це вiдповiдає (гарантовано чесно) одне
з трьох: або, що са́ме це число й загадане, або, що загадане число бiльше, або, що загадане число
менше. Ваша програма повинна продовжувати (або завершити) гру, враховуючи отриманi вiдповiдi.
Кiлькiсть спроб вгадування (незалежно вiд величини промiжку) — до 50 (п’ятдесяти), включно. При
перевищеннi цього лiмiту, Вашiй програмi присуджується технiчна поразка (вона не отримує балiв за
вiдповiдний тест).

Тобто, ця задача є iнтерактивною: Ваша програма не отримає всiх вхiдних даних на початку,
а отримуватиме по мiрi виконання доуточнення, котрi залежатимуть вiд попереднiх дiй Вашої про-
грами. Тим не менш, ї ї перевiрка теж вiдбувається автоматично. Тому, у цiй Вашiй програмi, як i
в програмах–розв’язках iнших задач, теж слiд не «органiзовувати дiалог iнтуїтивно зрозумiлим чи-
ном», а чiтко дотримуватися формату. Тiльки це не формат вхiдного та вихiдного файлiв, а формат
спiлкування з програмою, котра грає роль суперника.

Вхiднi данi. На початку, один раз, на вхiд Вашiй програмi подаються записанi в один рядок
через пропуск (пробiл) два цiлi числа́ 𝑎, 𝑏 (−2 · 1096 𝑎6 𝑏6 2 · 109) — межi промiжку. Це означає,
що загадане цiле число гарантовано перебуває в межах 𝑎6𝑥6 𝑏. На кожному наступному кроцi, на
вхiд Вашiй програмi подається рядок, що мiстить рiвно один з трьох символiв:

� = означає, що останнє виведене Вашою програмою число i є загаданим;
� + означає, що загадане число бiльше, нiж виведене Вашою програмою;
� - означає, що загадане число менше, нiж виведене Вашою програмою.

Результати. Поки Ваша програма «не впевнена», яке число загадане, вона повинна по-
вторювати виведення в один рядок через пропуск (пробiл або табуляцiю) сло́ва “try” (маленькими
латинськими буквами, без лапок) та одного цiлого числа́ — чергової спроби вгадування. Кожне число-
спроба повинно бути в межах 𝑎6𝑥6 𝑏 (див. вище). Настiйливо рекомендується пiсля кожного такого
виведення робити дiю flush(output) (Pascal), вона ж cout.flush() (C++), вона ж fflush(stdout)

(C), вона ж sys.stdout.flush() (Python), вона ж System.out.flush() (Java). Це iстотно зменшує
ризик, що промiжна вiдповiдь «застряне» десь по дорозi, не дiйшовши до програми-суперника.

Коли Вашiй програмi «стає абсолютно очевидно», яке число загадане, вона повинна припини-
ти основну частину гри i вивести в один рядок через пропуск (пробiл або табуляцiю) слово “answer”
(маленькими латинськими буквами, без лапок) та вгадане число. Пiсля цього слiд остато́чно завер-
шити роботу, не виводячи жодного iншого символа.

Приклад:

Вхiднi данi Результати Примiтки

1 100

+

-

-

-

=

try 10

try 20

try 19

try 18

try 17

answer 17

1) Програма-суперник з самого початку загадала 17.
2) Щоб було виднiше, в якому порядку вiдбуваються введення та
виведення, у прикладi використано роздiлення порожнiми рядками.
При фактичнiй перевiрцi програма-суперник не виводитиме нiяких
порожнiх рядкiв i не чекатиме їх вiд Вашої програми.
3) Ваша програма не зобов’язана грати за стратегiєю, що
наведена у цьому прикладi. Це лише приклад можливої роботи
програми, що успiшно завершує конкретно цю гру.

Розбiр задачi. Перш за все, рекомендуємо перечитати все, що сказано на стор. 9 про те, як
неправильнi розв’язки iнтерактивних задач провокують вердикт “Wall Time Limit Exceeded”. Перехо-
дячи ж до сутi конкретно цiєї задачi, наведена у прикладi «стратегiя» фактично такою не є. Хоч за її
допомогою i зручно вгадати 17, але як щодо 91? А щодо 987987981?
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Насправдi це широковiдома класична задача, яку слiд розв’язувати так званим бiнарним
пошуком (вiн же бiнпошук, вiн же двiйковий пошук, вiн же дихотомiя). Коротко суть описана
на стор. 33, детальнiше рекомендуємо знайти в Iнтернетi або лiтературi. До речi, на цьому ж сайтi
ejudge.ckipo.edu.ua є змагання 53 «Дорiшування теми “Бiнарний та тернарний пошуки” Школи
Бобра (23.10.2016)», в якому є i теоретичнi матерiали, i комплект задач.

Так що наведемо, без детальних пояснень, посилання на готовий розв’язок ideone.com/

C5i8Wc та зауваження щодо деяких тонкостей.
Нехай ме́жi промiжку називаються left та right. Є два поширенi способи вибирати середи́ну

промiжку mid: (1) mid := (left+right) div 2; (2) mid := left + (right-left) div 2. Для
знакових left та right, кожен з них може призвести до переповнень (див. також стор. 13). Тiльки
(left + right) div 2 переповнюється тодi, коли обидва значення left та right дуже великi за
модулем i одного знаку, а left + (right - left) div 2 — коли left дуже велике за модулем
вiд’ємне, а right дуже велике додатнє. Так що треба або рахувати у ширшому типi, або робити
розгалуження, щоб вибрати ту з формул, яка краща для поточних значень left та right.

Ще один тонкий момент — уникнути зациклювань. Вони можливi, зокрема (але не тiльки)
якщо при отриманнi вiд суперника вердикту “+” робиться присвоєння left:=mid. Такий алгоритм
успiшно звужує промiжок вiд величезного до невеликого, але при, наприклад, left=3, right=
=4 i загаданому числi 4 однi й тi самi присвоєння mid := (left+right) div 2=(3 + 4) div 2=3,
left:=mid=3 повторюватимуться вiчно (ну, або доки програму не завершать за те, що вона за 50 за-
питiв так i не добилася вердикту “=”). Конкретно для цiєї задачi зручно гарантовано позбутися заци-
клювань за рахунок того, що при вердиктi “+” робити left:=mid+1, а при “-” робити right:=mid-1.
Тобто, зменшувати промiжок одночасно i за рахунок присвоєння межi значення середи́ни, i за рахунок
виключення само́ї цiєї середи́ни, яка теж не є шуканою вiдповiддю (бо не отримала вердикту “=”).
Але, на жаль, при багатьох iнших застосуваннях бiнпошуку така iдея просто неправильна.

Ще одна тонкiсть — якщо сума left+right одночасно i непарна, i вiд’ємна, вищезгаданi фор-
мули mid := (left+right) div 2 та mid := left + (right-left) div 2 не взаємозамiннi навiть
при вiдсутностi переповнень. Перша з них заокруглює до нуля, дру́га — у менший бiк. Зокрема, якщо
при вердиктi “+” робити left:=mid+1, а при “-” робити right:=mid (без «–1»), то перша з них може
зациклити алгоритм, а дру́га не мiстить такого ризику.

Задача D. «Кiлькiсть прямокутникiв»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

На перервi Андрiйку нема чого робити, друзi пiшли за шаурмою, а дiвчинка, яка йому подо-
бається, пiшла гуляти з iншими хлопчиками. Однак щоб не сумувати вiн вирiшив сумувати, тобто
рахувати. Вiн хоче знайти кiлькiсть рiзних прямокутникiв на своєму листочку в клiтинку.

Вхiднi данi. В єдиному рядку задано 2 числа́ — кiлькiсть клiтинок на листочку по ширинi та
висотi. Кожен з розмiрiв завжди не менший 1, обмеження на максимальний розмiр наведенi далi.

Результати. Виведiть кiлькiсть рiзних прямокутникiв.
Приклади:

Вхiднi данi Результати

2 2 9

3 2 18

Повний перелiк усiх прямокутникiв тесту №1

Оцiнювання. 20% балiв припадатиме на тести, в яких обидва розмiри не перевищують 4.
Ще 30% балiв припадатиме на тести, в яких бiльший з розмiрiв у межах вiд 17 до 42. Ще 20% балiв
припадатиме на тести, в яких бiльший з розмiрiв у межах вiд 12345 до 54321. Решта 30% балiв
припадатиме на тести, в яких бiльший з розмiрiв у межах вiд 107 (десяти мiльйонiв) до 109 (мiльярда).

Здавати потрiбно одну програму, а не чотири; рiзнi обмеження вказанi, щоб пояснити, скiльки
балiв можна отримати, розв’язавши задачу не повнiстю.
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Розбiр задачi. Смисл окремого блоку 1 (розмiри до 4) хiба що в тому, що для нього можна
порахувати все вручну i понаписувати у програму готовi вiдповiдi (вибираючи потрiбну if-ами). Якщо
ж робити реальний алгоритмiчний розв’язок, блок 2 (розмiри до 42) нiчим не складнiший за блок 1.

Аналiзуючи наведений у прикладi повний перелiк усiх прямокутникiв, можна побачити, що
у перших трьох використовується дiапазон 𝑦-координат вiд 0 до 1, у наступних трьох вiд 0 до 2 i
в останнiх трьох вiд 1 до 2. Аналогiчно, всере́динi кожної з цих трiйок перший прямокутник має
дiапазон 𝑥-координат вiд 0 до 1, дру́гий (кожної трiйки) — вiд 0 до 2, третiй — вiд 1 до 2.

Розв’язок для блокiв 1–2. Можна продовжити аналiз того ж перелiку, i помiтити, що «вiд 0
до 1» та «вiд 0 до 2» являють собою початок 0 i всi можливi (обидва) кiнцi, «вiд 1 до 2» — початок 1
i єдиний можливий кiнець. Тобто, всi можливi дiапазони окремо взятої координати можна перебрати
двома вкладеними циклами, де зовнiшнiй перебирає можливi початки, внутрiшнiй — можливi кiнцi.
Неважко переконатися, що це пiдтверджується також i при бiльших розмiрах листочка.

Що можна перетворити у перебiр усiх можливих прямо- read(xsz, ysz);
res:=0;
for ymin:=0 to ysz-1 do

for ymax:=ymin+1 to ysz do
for xmin:=0 to xsz-1 do

for xmax:=xmin+1 to xsz do
res:=res+1;

кутникiв чотирма вкладеними циклами, наведеними праворуч:
першi два цикли перебирають початки та кiнцi дiапазонiв 𝑦-коор-
динати, наступнi (вкладенi) два — аналогiчно для 𝑥-координати.

Тiльки цей спосiб, хоч i правильний, не ефективний. Та-
кi цикли працюють надто довго не лише для блоку 4 (розмiри
до 109), але i для блоку 3 (розмiри до 54321). Причому, питають-то лише кiлькiсть, а не самi прямо-
кутники! Отже, насправдi не варто будувати (перебирати) кожен прямокутник окремо.

Аналiз засобами комбiнаторики. Важливе спостереження № 1: раз кожен можливий дi-
апазон 𝑦-координат можна поєднувати з кожним можливим дiапазоном 𝑥-координат — достатньо
порахувати кiлькостi можливих дiапазонiв для кожної з координат окремо, й перемножити цi кiлько-
стi. Це просто-таки еталонний приклад так званого правила добутку комбiнаторики.

Важливе спостереження № 2: дiапазони однiєї окремо взятої координати є парами чисел вiд 0
до максимального значення (розмiру за цiєю координатою). Причому, це пари рiзних елементiв (при
однакових, прямокутник вироджується у вiдрiзок чи точку, а з прикладу видно, що це не рахується);
причому, цi пари не впорядкованi (обмiн мiсцями, як-то (0;2)↔(2;0), не утворює нового дiапазону).
Отже, цi пари являють собою сполучення (вони ж сполуки, вони ж комбiнацiї) без повторень по 2, i
їхню кiлькiсть можна знайти за формулою 𝐶2

𝑠+1=
(𝑠+1)(𝑠+1−1)

1·2 = (𝑠+1)𝑠
2 (де 𝑠 — розмiр за вiдповiдною

координатою; 𝑠+1, а не 𝑠, бо до можливих значень координати включаються i 0, i 𝑠).

Отже, вiдповiддю задачi є
𝑥(𝑥+ 1)𝑦(𝑦 + 1)

4
(де 𝑥 та 𝑦 — вхiднi данi).

А в чому тодi вiдмiннiсть мiж блоками тестiв 3 та 4? Частково — для блоку 3 ще про-
ходять деякi розв’язки, де частина з цих спостережень зроблена, а частина нi (наприклад, позбулися
вкладених циклiв, але, не зумiвши перетворити у пряму аналiтичну формулу, один цикл лишили).

Але це не все. Пiдставивши у формулу максимальнi значення 𝑥= 𝑦=109, легко бачити, що при
них вiдповiдь перевищуватиме 1

4 · 10
36, що за межами стандартних типiв даних. Так що для отриман-

ня повних балiв треба використати т. зв. довгу арифметику — подавати чи́сла, наприклад, масивами
цифр i виконувати арифметичнi дiї не стандартними процесорними командами, а виконанням алго-
ритмiв, подiбних до множення у стовпчик. Правда, тут не обов’язково писати повноцiнну довгу ари-
фметку: окремо взятi 𝑥(𝑥+1)

2 та 𝑦(𝑦+1)
2 цiлком можна обчислити у стандартному 64-бiтовому типi, тож

лишається тiльки перетворити один з цих добуткiв у довге число й помножити його на 64-бiтове (єди-
на дiя довгої арифметики). Приклад саме такої програми (мовою Pascal) див. ideone.com/ug49QD.

При бажаннi можна обiйтися без власноручного написання навiть i окремих операцiй довгої
арифметики. У перелiку мов програмування є Python, в якому довга арифметика вбудована i виклика-
ється автоматично, а також Java, де довга арифметика не настiльки зручна, але є (клас BigInteger).
(C# теж має клас BigInteger, але там усе сумнiше, бо засоби, якими C#-BigInteger пiдключається
на локальному Windows-комп’ютерi, не працюють на Linux-серверi ejudge, i авторам збiрника невiдомо
нi як їх пiдключити там, нi, навiть, чи можливо це взагалi.)
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Розв’язок мовою Python наведено праворуч. Це
повний текст повнобального розв’язку всiєї задачi. Ра-
зiв так у 15 коротший, нiж мовою Pascal.

x, y = map(int, input().strip().split())
print((x*(x+1)*y*(y+1))//4)

Можна заявити, нiби це порушує права учасникiв, що пишуть iншими мовами. Але: (1) Нiхто
нiкому не забороняв вивчити i використати Python. Хто бiльше знає — має бiльше шансiв на пере-
могу, що тут несправедливого? (2) Довгу арифметику можна написати будь-якою з дозволених мов
програмування (зокрема, див. посилання вище). Питання лише в тому, чи це зручно й легко, чи дещо
довше й важче. Ситуацiї, коли мовою C++ можна використати бiблiотечну функцiю, а мовою Pascal
доводиться реалiзовувати алгоритм самому, вже згадувалися у цьому збiрнику дуже багато разiв; ну,
а тут виграш має iнша мова. (3) Довга арифметика потрiбна лише у останньому 4-му блоцi тестiв.

Мова Python не є унiверсально-найкращою для олiмпiад. Просто розглянута така задача, що
для неї Python має велику перевагу. У багатьох iнших ситуацiях Python програє́ (зокрема, тому́, що
програми мовою Python виконуються помiтно повiльнiше, нiж мовами С/С++ чи Pascal). Цiкавою є,
зокрема, ситуацiя з задачею «Остання ненульова цифра» (стор. 89–92), в якiй водночас i суперзручна
довга арифметика мови Python дозволяє легко отримати 60% балiв за те, що iншими мовами набирає
20–34% балiв, i набрати мовою Python бiльше, нiж 80% балiв, значно важче, нiж iншими мовами.

3.12 II (районний/мiський) етап 2016/17 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №56).

Задача A. «Квартали»

𝑎 𝑏 𝑎 𝑏 𝑎 𝑏 𝑎 𝑏 𝑎
𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑛 кварталiв

𝑚
к
в
а
р
т
а
л
iв

Мiсто з квадратними кварталами має
вигляд прямокутника, розмiр якого зi сходу на
захiд 𝑛 кварталiв, а з пiвночi на пiвдень —
𝑚 кварталiв. Як мiж кварталами, так i по кра-
ям мiста прокладенi вулицi ширини 𝑎. Самi
квартали (без вулиць) мають розмiр 𝑏× 𝑏.

Напишiть вираз, залежний вiд a, b,
n, m, за яким можна обчислити сумарну площу
всiх дорiг. Правила запису виразу спiльнi для
бiльшостi мов програмування: дозволенi деся-
тковi цiлi числа, операцiї + (плюс), – (мiнус),
* (помножити), круглi дужки для задання по-
рядку дiй; множення треба писати явно (тобто,
не можна писати добуток як mn, лише як m*n).

Здати треба вираз, а не програму.
В ejudge треба вписати у вiдповiдне поле сам вираз, не створюючи нiякого файлу-розв’язку. Змiннi
a, b, n, m з умови задачi повиннi називатися саме a, b, n, m, перейменовувати не можна.

Приклад: на рисунку зображено мiсто, де 𝑎=2, 𝑏=8, 𝑛=4, 𝑚=3; для такого мiста, шукана
загальна площа дорiг дорiвнює 576.

Розбiр задачi. Найлегше, мабуть, вiдняти з площi всього мiста (дорiг та кварталiв) площу
кварталiв. Розмiр мiста «по горизонталi» (зi сходу на захiд) становить (n+1)*a + n*b, бо квар-
талiв 𝑛, вулиць (𝑛+1) (мiж усiма сусiднiми кварталами та по обидва боки). Аналогiчно, розмiр
«по вертикалi» становить (m+1)*a + m*b. Кварталiв же m*n штук, кожен площею b*b. Що дає фор-
мулу “((n+1)*a + n*b) * ((m+1)*a + m*b) - n*m*b*b”.

Є й iншi вiдповiдi, як-то “n*m*a*b*2 + (n+m)*a*b + (n+1)*(m+1)*a*a” чи “(n*(a+b)+a) *
(m*(a+b)+a) - n*m*b*b”. Зараховується будь-яка правильна.
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Задача B. «Квадрат i круг»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 128 мегабайтiв

Є круг радiуса 𝑅 та квадрат зi стороною 𝑎. Напишiть програму, яка визначатиме, яка з трьох
ситуацiй має мiсце:
1. круг можна покласти на квадрат, i круг не звисатиме за межi квадрату;
2. квадрат можна покласти на круг, i квадрат не звисатиме за межi круга;
3. як не клади, верхня фiгура звисатиме за межi нижньої.

Вхiднi данi. Перший рядок мiстить єдине число 𝑅 — радiус круга. Дру́гий рядок мiстить
єдине число 𝑎 — сторону квадрата. Кожен з розмiрiв є цiлим числом у межах вiд 1 до 12345.

Результати. Виведiть єдине число 1, 2 або 3 на позначення того, яка з ситуацiй (згiдно з
вищезгаданим перелiком) має мiсце.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

10
20

1

10
11

2

10
17

3

𝑅=10, 𝑎=20 𝑅=10, 𝑎=11 𝑅=10, 𝑎=17
ситуацiя №1 ситуацiя №2 ситуацiя №3

Розбiр задачi. Враховуючи приклад №1 (з умови), очевидно, що ситу-

𝑅𝑅

𝑎ацiя №1 має мiсце тодi й тiльки тодi, коли сторона квадрата бiльша-або-рiвна
подвоєного радiусу (дiаметра) круга.

Лишилося проаналiзувати аналогiчний «переломний момент», що роздi-
ляє ситуацiї № 2 та №3; вiн зображений на рис. праворуч. Бачимо прямокутний
трикутник, катети якого є одночасно радiусами i половинками дiагоналей ква-
драта, гiпотенуза — стороною квадрата. Отже, сам «переломний момент» має
мiсце при 𝑅2+𝑅2 = 𝑎2, або 𝑎 = 𝑅 ·

√
2, а ситуацiя №2 — при 𝑎 6 𝑅 ·

√
2.

Що може бути перетворено у, наприклад, фрагмент коду, на- read(r, a);
if a >= r*2 then

writeln(1)
else if a <= r*sqrt(2) then

writeln(2)
else

writeln(3)

ведений праворуч. Звiсно, можуть бути й iншi правильнi перевiрки.
Можна замiнити a<=r*sqrt(2) на a*a<=r*r*2, але тодi стає важли-
вим не допустити переповнень (якi можуть виникнути, а можуть
i не виникнути, для типу integer при перевiрцi пiд fpc; див. та-
кож стор. 13 та 10). Писати замiсть виразу sqrt(2) значення, як-то
1.41421356 — не найкраща iдея, бо написати багато правильних знакiв важче, нiж sqrt(2), а пишучи
мало знакiв (наприклад, 1.414) можна отримати неправильну вiдповiдь са́ме через цю неточнiсть.

Задача C. «Сповзання кубикiв»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 128 мегабайтiв

Є 𝑁 стовпчикiв, утворених кубиками: 1-й стовпчик являє собою 𝑎1 поставлених один на iншого
кубикiв, 2-й — 𝑎2 кубикiв, тощо. Усi цi кубики однаковi.

Все це разом узяте акуратно нахиляють праворуч — так, що деякi з кубикiв зiсковзують зi
своїх стовпчикiв i сповзають у правiшi.

Вважаємо (хоч це й не зовсiм вiдповiдає реальним законам фiзики), що при сповзаннi кубики
нiколи не летять, перекидаючись, а лише змiщуються на правiшi позицiї.

Напишiть програму, яка за початковою конфiгурацiєю (а са́ме, кiлькостями кубикiв у кожному
стовпчику) знаходитиме кiнцеву (а са́ме, кiлькостi кубикiв у кожному стовпчику та кiлькостi кубикiв
у кожному рядку).
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3 2 1 2 ⇒ ? ? ? ? ⇒ 1 2 2 3

4

3

1

Вхiднi данi. 1-й рядок мiстить єдине число 𝑁 (26𝑁 6 123456) — кiлькiсть стовпчикiв.
2-й рядок мiстить (роздiленi пробiлами) 𝑁 натуральних чисел 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑁 — кiлькостi куби-
кiв 1-му, 2-му, . . . , 𝑁 -му стовпчиках (злiва направо). Кожна з цих кiлькостей перебуває у межах
16 𝑎𝑗 6 123456.

Результати. Виведiть у першому рядку роздiленi пробiлами кiнцевi кiлькостi кубикiв по стов-
пчикам (злiва направо), а у другому рядку — кiнцевi кiлькостi кубикiв по рядкам (усiм непорожнiм,
знизу догори). Нi кiлькiсть стовпчикiв, нi кiлькiсть рядкiв виводити не треба.

Приклади:
Вхiднi данi Результати

4
3 2 1 2

1 2 2 3
4 3 1

Вхiднi данi Результати

7
4 1 1 1 2 1 1

1 1 1 1 1 2 4
7 2 1 1

Примiтка. 1-й приклад входу/виходу вiдповiдає наведеним рисункам.

Оцiнювання. 20% балiв припадає на тести, в яких кiлькiсть стовпчикiв 𝑁 =4, максимальне
серед усiх 𝑎𝑗 дорiвнює 3. Ще 20% балiв — тести, де 26𝑁 6 123, 16 max(𝑎𝑗)6 123; ще 20% балiв —
тести, де 26𝑁 6 123, 16 max(𝑎𝑗)6 123456; ще 20% балiв — тести, де 26𝑁 6 123456, 16 max(𝑎𝑗)6
6 123; решта 20% балiв — тести, де 26𝑁 6 123456, 16 max(𝑎𝑗)6 123456.

Писати треба одну програму, а не рiзнi програми для рiзних випадкiв; єдина мета цього пере-
лiку рiзних блокiв обмежень — дати уявлення про те, скiльки балiв можна отримати, якщо розв’язати
задачу правильно, але не ефективно.

Якщо якийсь один з рядкiв-вiдповiдей (або увесь перший рядок вiдповiдi, тобто кiлькостi
кубикiв по стовпчикам, або увесь другий рядок вiдповiдi, тобто кiлькостi кубикiв по рядкам) повнiстю
правильний, а iнший нi, програма отримуватиме за вiдповiдний тест 40% балiв.

Розбiр задачi. Знаходження 1-ї вiдповiдi. З «при сповзаннi кубики нiколи не
летять, перекидаючись» випливає, що вони лише змiщуються на правiшi позицiї, тобто нiякий кубик
не мiняє своєї висоти. Кубикам, що лежать на днi, сповзати нема куди (з 16 𝑎𝑗 слiдує, що увесь нижнiй
ряд зайнятий). Будь-який iнший кубик на початку лежав на нижчому, а не висiв у повiтрi; от i при
нахилi вiн або сповзає разом iз нижчим, на якому лежить, або, якщо той нижчий впирається у правого
сусiда, а сам поточний нi, то поточний зсувається праворуч, на нового нижчого, теж не змiнюючи
своєї висоти. (Ситуацiя, що поточний впирається у правого сусiда, а нижчий нi, неможлива, бо для
цього треба, щоб кубик праворуч до того вже висiв у повiтрi, що неможливо.)

Звiдси, для простого часткового випадку, коли стовпчикiв лише два i 𝑎1>𝑎2 (на початку
1-й стовпчик був вищим за 2-й), верхнi 𝑎1− 𝑎2 кубикiв сповзають з 1-го на 2-й, пiсля чого вже 1-й
стовпчик виявляється нижчим (тiєї ж висоти́ 𝑎2, якої ранiше був 2-й), а 2-й вищим (висоти́ 𝑎1).
Якщо ж на початку 𝑎16 𝑎2, взагалi нiчого не змiнюється. В обох випадках, перший рядок вiдповiдi
являє собою вiдсортовану послiдовнiсть висот зi вхiдних даних.

Якщо стовпчикiв не два, а бiльше, то все одно кубики або не рухаються вiдносно дна, або
зсуваються послiдовно на наразi сусiднiй стовпчик (можливо, багатократно, але кожен з цих багатьох
разiв — на сусiднiй), i завжди призводить до того, що в кожнiй парi сусiднiх стовпчикiв висо́ти чи то
лишаються якi були, чи то обмiнюються мiсцями (бiльша йде праворуч, менша лiворуч). Так що
всi сповзання разом узятi, хоч i можуть вiдбуватися в iншому порядку, нiж сортування, в результатi
дають вiдсортовану послiдовнiсть висот.

Отже, 1-й рядок вiдповiдi зручно отримати, не моделюючи весь процес сповзань, а застосу-
вавши ефективний алгоритм сортування (див. далi).
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Знаходження 2-ї вiдповiдi. Щоб не плутати вже вiдсортовану (для 1-ї вiдповiдi) послiдов-
нiсть висот iз початковою, будемо в цьому текстi називати вiдсортовану послiдовнiсть ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑁
(хоча технiчно це той самий масив у рiзнi моменти часу). Усi рядки з №1 по №ℎ1 заповненi повнiстю
(бо ℎ1 — мiмiнальна з усiх висот), тобто можна вивести у 2-й рядок вiдповiдi ℎ1 штук значень 𝑁
(де 𝑁 — загальна кiлькiсть стовпчикiв). Потiм ℎ2−ℎ1 рядкiв мiстять 𝑁 − 1 кубикiв, причому це так
i при ℎ2>ℎ1 (тодi у кожному з рядкiв вiд № (ℎ1+1) до №ℎ2 включно пiсля зсувiв рiвно один крайнiй
лiвий стовпчик вiльний, а решта зайнятi, бо рiвно один крайнiй лiвий стовпчик має строго меншу
висоту, а решта бiльшу-або-рiвну), i при ℎ2=ℎ1 (тодi у вiдповiдь не потрапляє жодне значення 𝑁 − 1,
i це теж правильно, бо тодi на всiх висотах по ℎ1 включно по 𝑁 кубикiв, а починаючи з висоти́ ℎ1+1
строго менше нiж 𝑁 − 1 кубик). Аналогiчне мiркування можна повторити багатократно й отримати,
що далi є рiвно ℎ3−ℎ2 значень 𝑁 − 2, рiвно ℎ4−ℎ3 значень 𝑁 − 3, . . . , рiвно ℎ𝑁 −ℎ𝑁−1 значень 1.

Асимптотична складнiсть визначається, в основному, використаним сортуванням. Бульба-
шка, вибiр та iншi простi методи сортування мають складнiсть 𝑂(𝑁2) i не мають шансiв укластися
в обмеження часу на всiх тестах. Сортування злиттям, сортування Хоара (QuickSort) та пiрамiдальне
сортування мають складнiсть Θ(𝑁 log𝑁) що при 𝑁 6 123456 цiлком прийнятно. (Хто не знає цих
алгоритмiв — знайдiть у лiтературi або в Iнтернетi; сортування Хоара, хоч i називається QuickSort,
насправдi має складнiсть Θ(𝑁 log𝑁) не завжди, а тiльки у бiльшостi випадкiв, iнодi погiршуючись
аж до 𝑁2; ця задача не мiстить спецiальних анти-quicksort-iвських тестiв, тому са́ме тут це не важли-
во, але для розумiння загальної картини варто це знати.)

Можна й скористатися бiблiотечним сортуванням, якщо таке є (функцiя sort бiблiотеки
algorithm мови C++, або метод Arrays.sort мови Java, або метод sort пiтонiвського list-а, тощо),
не розбираючись, як це влаштовано всере́динi. Так робити не заборонено. Iнша справа, що знання
про те, як насправдi влаштованi цi пiдпрограми, можуть знадобитися в якихось iнших ситуацiях.

Альтернативний розв’язок: асимптотика Θ(𝑁 + max 𝑎𝑗) та отримання 2-ї вiдповiдi
навiть без 1-ї. В цiй задачi можна застосувати сортування пiдрахунком (counting sort). Його суть
така: заводиться масив num, iндекси якого вiдповiдають висо́там, а значення — кiлькостi стовпчикiв
вiдповiдної висоти́ (технiчно — усi елементи iнiцiалiзуються нулями, а при читаннi вхiдних даних,
замiсть read(a[i]), робляться дiї read(a); num[a]:=num[a]+1).

1-а вiдповiдь (саме сортування пiдрахунком) формується як «num[1] штук одиниць, потiм
num[2] штук двiйок, тощо» (до речi, це дещо схоже на формування 2-го рядка вiдповiдi ранiше
розглянутим способом, так що знання сортування пiдрахунком може бути корисним як для того, щоб
використати його тут, так i для придумування вищезгаданого знаходження 2-ї вiдповiдi 1-м способом).

А 2-у вiдповiдь можна отримати так: сформувати num_gr_eq[max_a_j]:=num[max_a_j];
for j:=max_a_j-1 downto 1 do

num_gr_eq[j]:=num_gr_eq[j+1]+num[j];
на основi масиву num масив num_gr_eq, тобто «кiлькiсть
бiльших-або-рiвних» (наприклад, способом, показаним у
кодi праворуч), i просто вивести усi елементи num_gr_eq чи то до кiнця, чи то доки вони ненульов́i.

Легко бачити, що асимптотика такого пiдходу Θ(𝑁 + max 𝑎𝑗), що формально краще за
Θ(𝑁 log𝑁). Втiм, на практицi рiзниця мiж ними невелика й у значнiй мiрi нiвелюється часом чи-
тання вхiдних даних. Так що питання бiльше в тому, що зручнiше писати. Якщо є зручне готове
бiблiотечне сортування — мабуть, краще використати його i знаходження 2-ї вiдповiдi через 1-у.

Задача D. «Кратний куб»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 128 мегабайтiв

Напишiть програму, яка для заданого натурального числа 𝑘 знаходитиме, куб якого наймен-
шого натурального числа кратний цьому 𝑘.

Вхiднi данi. Єдине число 𝑘.
Результати. Виведiть єдине число — мiнiмальне натуральне (цiле строго додатне), куб (третя

степiнь) якого дiлиться нацiло (без остачi) на 𝑘.
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Приклад:
Вхiднi данi Результати

12 6

Примiтка. Нi 13=1, нi 23=8, нi 33=27, нi 43=64, нi 53=125 не дiляться на 12 нацiло, а 63=216
дiлиться. Тобто, 63 є найменшим натуральним кубом, кратним 12.

Оцiнювання. 20% балiв припадає на тести, в яких 26 𝑘6 100; ще 20% балiв — на 105<𝑘<
< 106; ще 20% балiв — на 107<𝑘< 108; ще 20% балiв — на 1010<𝑘< 1012; решта 20% балiв — на
1015<𝑘< 1018.

Писати треба одну програму, а не рiзнi програми для рiзних випадкiв; єдина мета цього пере-
лiку рiзних блокiв обмежень — дати уявлення про те, скiльки балiв можна отримати, якщо розв’язати
задачу правильно, але не ефективно.

Розбiр задачi. «Лобовий» розв’язок (перебирати послiдовно 1*1*1, 2*2*2, 3*3*3, тощо, аж
доки не подiлиться на введене 𝑘) благополучно i гарантовано проходить першi два блоки тестiв, але
у наступних блоках — лише деякi окремi тести, бо для бiльших 𝑘 цей пiдхiд має вiдразу двi проблеми:

1. Значення куба може не помiщатися у стандартнi типи даних, наприклад при використаннi 64-
бiтового беззнакового цiлого (QWord (Pascal), unsigned long long (C/C++)) — починаючи з
26422463 = 18446745128696702936 > 18446744073709551616 = 264. (Якщо взяти менший тип,
як-то 32-бiтовий, межа буде переходитися ранiше, й проблеми виникнуть вже у 2-му блоцi тестiв.)

2. Навiть якби перша проблема була вирiшена (чи то використанням мови Java або Python, що
мають вбудовану довгу арифметику, чи то написанням довгої арифметики вручну), такий перебiр
не помiстився б у обмеження часу, причому для деяких з тестiв — у мiльярди чи трильйони разiв.

Повний розв’язок. Якби провести факторизацiю (розкладення числа́ на простi множники),
можна було б по кожному степеню простого множника 𝑝

𝑘𝑗
𝑗 сказати, що вiдповiдь повинна мiстити

цей простий множник
⌈︁
𝑘𝑗
3

⌉︁
разiв (де ⌈𝑥⌉ — заокруглення вгору, воно ж стеля; наприклад,

⌈︀
1
3

⌉︀
=

=
⌈︀
2
3

⌉︀
=

⌈︀
3
3

⌉︀
=1,

⌈︀
4
3

⌉︀
=

⌈︀
5
3

⌉︀
=

⌈︀
6
3

⌉︀
=2, тощо). Наприклад, 2016=25×32×71, значить 2 треба брати

у степенi
⌈︀
5
3

⌉︀
=2, 3 у степенi

⌈︀
2
3

⌉︀
=1 i 7 у

⌈︀
1
3

⌉︀
=1, тож вiдповiддю для 2016 є 22·31·71=84. Технiчно

для заокруглення вгору у багатьох мовах програмування є бiблiотечна функцiя ceil (чи Ceiling);

iнший спосiб — виражати
⌈︁
𝑘𝑗
3

⌉︁
як (k_j+2) div 3 (де div— цiлочисельне дiлення, як-то 17 div 3 = 5).

Як робити факторизацiю, написано у багатьох джерелах, зокрема — теорiї до змагання №49
«День Iллi Порубльова “Школи Бобра” (2015, деякi теми теорiї чисел)» цього ж сайту ejudge.ckipo.
edu.ua (зайти у змагання №49 i у повiдомленнях журi знайти посилання на розбiр). Але проблема
в тiм, що «чесна» факторизацiя числа́ 𝑁 працює за час 𝑂(

√
𝑁), що при 𝑁 ∼ 1018 забагато.

Тут треба помiтити, що увесь промiжок вiд 3
√
𝑁 до

√
𝑁 перебирається з єдиною метою: роз-

рiзнити ситуацiю «число 𝑁 є простим» вiд ситуацiї «число 𝑁 є добутком двох простих, не дуже
далеких вiд

√
𝑁». А з точки зору са́ме цiєї задачi їх можна i не розрiзняти: хоч 𝑧= 𝑝1, хоч 𝑧= 𝑝11×𝑝12

однаково означають, що у вiдповiдь входитиме саме́ число 𝑧, яке дослiджуємо. Так що верхню ме-
жу перебору можна знизити з

√
𝑁 до 3

√
𝑁 , а 3

√
1018=106 для комп’ютера небагато. Звiсно, треба

окремо перевiрити, чи не є поточне число точним квадратом, бо спостереження щодо «хоч 𝑧= 𝑝1,
хоч 𝑧= 𝑝11×𝑝12» справедливе лише при 𝑝1 ̸= 𝑝2.

III (обласного) етапу 2016/17 н. р. нема

У 2016/17 навч. роцi III (обласний) етап у Черкаськiй областi вiдбувався у Черкасах, але на за-
дачах iнших авторiв, iншiй системi (ejudge, але не ejudge.ckipo.edu.ua), та й про його дорiшування
авторам цього збiрника нiчого не вiдомо. Тому, вiн до збiрника не включений.
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3.13 Обласна iнтернет-олiмпiада 2017/18 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №21).

Задача A. «Патрульнi групи–1»

Патрульна група повинна складатися з одного командира та рiвно двох рядових. Загальна
кiлькiсть офiцерiв, якi можуть виконувати обов’язки командира патрульної групи, становить c. За-
гальна кiлькiсть рядових, з яких можуть вибиратися пiдлеглi патрульнi, становить r. Офiцер не може
виконувати обов’язки рядового, а рядовий не може виконувати обов’язки командира групи.

Напишiть вираз, котрий знаходитиме, яку максимальну кiлькiсть патрульних груп можна сфор-
мувати одночасно.

Кiлькiсть офiцерiв, якi можуть виконувати обов’язки командира патрульної групи, повинна
позначатися обов’язково змiнною k. Загальна кiлькiсть рядових, з яких можна вибирати пiдлеглих
патрульних, повинна позначатися обов’язково змiнною r. Обидвi кiлькостi гарантовано натуральнi
(цiлi додатнi).

У цiй задачi треба здати не програму, а вираз: вписати його (сам вираз, не назву файлу)
у вiдповiдне поле перевiряючої системи i вiдправити на перевiрку. Правила запису виразу: можна
використовувати десятковi чи́сла, арифметичнi дiї “+” (плюс), “-” (мiнус), “*” (множення), “/” (дiле-
ння дробове, наприклад, 17/5=3,4), “//” (дiлення цiлочисельне, наприклад, 17//5=3), круглi дужки
“(” та “)” для групування та змiни порядку дiй, а також функцiї min та max. Формат запису функцiй:
пiсля min або max вiдкривна кругла дужка, потiм перелiк (через кому) виразiв, вiд яких береться
мiнiмум або максимум, потiм закривна кругла дужка. Дозволяються пропуски (пробiли), але, звiсно,
не всере́динi чисел i не всере́динi iмен min та max.

Наприклад: можна здати вираз r/k i отримати 4 бали зi 100, бо вiн неправильний, але все ж
iнодi вiдповiдь випадково збiгається з правильною. А «цiлком аналогiчний» вираз b/a буде оцiнений
на 0 балiв, бо змiннi повиннi називатися k та r, а не a та b.

Для кращого розумiння умови задачi та сутi ї ї вiдмiнностi вiд наступної, наведемо також
приклад: при k=3, r=3 числова вiдповiдь дорiвнює 1, бо хоч i є аж три можливих командири, але
трьох рядових не вистачає на формування навiть двох груп по двоє рядових у кожнiй.

Розбiр задачi. На жаль, в умовi була допущена помилка: кiлькiсть командирiв (офiцерiв) у
одному мiсцi називається c, в iнших k. На щастя, цю помилку було досить швидко помiчено, причому
її вдалося швидко нiвелювати шляхом того, щоб вважати правильними i розв’язки, де ця змiнна
називається k, i розв’язки, де вона називається c. Це саме стосується й наступної задачi.

З останнього абзацу умови та здорового глузду легко побачити, що треба подивитися, скiльки
груп можна сформувати, беручи до уваги лише обмеження за кiлькiстю командирiв, скiльки — лише
за кiлькiстю рядових, i взяти мiнiмум. Тобто, виходить min(k, r//2), бо всi k офiцерiв цiлком можуть
одночасно взяти по групi, а з r рядових гарантовано можна сформувати r//2 груп, i нiяк не можна
сформувати (одночасно!) ще бiльше.

Задача B. «Патрульнi групи–2»

Патрульна група повинна складатися з одного командира та рiвно двох рядових. Загальна
кiлькiсть офiцерiв, якi можуть виконувати обов’язки командира патрульної групи, становить c. За-
гальна кiлькiсть рядових, з яких можуть вибиратися пiдлеглi патрульнi, становить r. Офiцер не може
виконувати обов’язки рядового, а рядовий не може виконувати обов’язки командира групи.

Напишiть вираз, котрий знаходитиме кiлькiсть способiв сформувати одну патрульну групу.
Кiлькiсть офiцерiв, якi можуть виконувати обов’язки командира патрульної групи, повинна

позначатися обов’язково змiнною k. Загальна кiлькiсть рядових, з яких можна вибирати пiдлеглих
патрульних, повинна позначатися обов’язково змiнною r. Обидвi кiлькостi гарантовано натуральнi
(цiлi додатнi).
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У цiй задачi треба здати не програму, а вираз: вписати його (сам вираз, не назву файлу)
у вiдповiдне поле перевiряючої системи i вiдправити на перевiрку. Правила запису виразу: можна
використовувати десятковi чи́сла, арифметичнi дiї “+” (плюс), “-” (мiнус), “*” (множення), “/” (дiле-
ння дробове, наприклад, 17/5=3,4), “//” (дiлення цiлочисельне, наприклад, 17//5=3), круглi дужки
“(” та “)” для групування та змiни порядку дiй, а також функцiї min та max. Формат запису функцiй:
пiсля min або max вiдкривна кругла дужка, потiм перелiк (через кому) виразiв, вiд яких береться
мiнiмум або максимум, потiм закривна кругла дужка. Дозволяються пропуски (пробiли), але, звiсно,
не всере́динi чисел i не всере́динi iмен min та max.

Наприклад: можна здати вираз r/k i отримати 2 бали зi 100, бо вiн неправильний, але все ж
iнодi вiдповiдь випадково збiгається з правильною. А «цiлком аналогiчний» вираз b/a буде оцiнений
на 0 балiв, бо змiннi повиннi називатися k та r, а не a та b.

Для кращого розумiння умови задачi та сутi ї ї вiдмiнностi вiд попередньої, наведемо також при-
клад: при k=3, r=3 числова вiдповiдь дорiвнює 9, i цими дев’ятьма способами сформувати одну гру-
пу є: (К1, Р1, Р2), (К1, Р1, Р3), (К1, Р2, Р3), (К2, Р1, Р2), (К2, Р1, Р3), (К2, Р2, Р3), (К3, Р1, Р2),
(К3, Р1, Р3), (К3, Р2, Р3) (де К1— 1-й командир, Р1 — 1-й рядовий, Р2 — 2-й рядовий, тощо).

Розбiр задачi. Щодо позначення кiлькостi офiцерiв, див. 1-й абзац розбору задачi A.
Знаючи комбiнаторику, легко побачити, що вiдповiддю задачi є 𝑘 ·𝐶2

𝑟 , що можна перетворити
до, наприклад, вигляду k*r*(r-1)//2.

Пояснимо, звiдки це береться. З прикладу видно, що будь-хто з офiцерiв К1, К2, К3 може
командувати будь-якою групою рядових ((Р1, Р2), (Р1, Р3), (Р2, Р3)). Навiть не знаючи, що це i є
комбiнаторне правило добутку, очевидно, що раз будь-якого офiцера можна призначити на будь-яку
групу рядових, то треба помножити кiлькiсть офiцерiв k на кiлькiсть можливих груп рядових. З цiєю
кiлькiстю трохи складнiше, але не набагато. Кожного з r рядових можна поєднувати в групу з будь-
яким з решти r-1 рядових (ну, не поєднувати ж з самим собою. . . ). Звiдси r*(r-1). Але цей добуток
рахує пари, де рядовi переставленi мiсцями (як-то (Р1, Р2) та (Р2, Р1)) як рiзнi, й це суперечить
при́кладу. Значить, треба компенсувати те, що кожна пара врахована двiчi, подiливши на 2.

Задача C. «День програмiста»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

День програмiста припадає на 256-й
день року, у невисокосний рiк це 13 вересня,
а у високосний — 12.

Аналогiчно пропонується розпiзнати чи-
сло та номер мiсяця, що припадає на будь-який
день за номером n у не високосному 2017 роцi.

Вхiднi данi. Єдине число вiд 1 до 365
— номер дня у роцi.

Результати. Два числа в один рядок
через пропуск — вiдповiднi день та мiсяць.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

256 13 9

Розбiр задачi. Тут зручно завести масив з кiлькостями днiв у мiсяцях {31, 28, 31, 30,

31, 30, 31, 31, 30, 31, 30, 31} i повторювати цикл «поки глобальний номер дня бiльший за
кiлькiсть днiв у поточному мiсяцi, вiдняти з номера дня кiлькiсть днiв у мiсяцi й перейти до на-
ступного мiсяця». Наприклад, для 100-го дня року буде так: 100> 31, тож вiднiмаємо 100− 31=69
i переходимо до наступного мiсяця (лютого); 69> 28, тож 69− 28=41 i переходимо до березня;
41> 31, тож 41− 31=10 i переходимо до квiтня; 106 30, отже цей день — 10 квiтня. Приклад реалi-
зацiї цiєї iдеї — ideone.com/OK0ghK.
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Можна також написати програму, яка значно активнiше використовує деяку бiблiотеку роботи
з календарем; див. ideone.com/b37OJg та мiркування щодо такого пiдходу в розборах задач «Висо-
коснi роки» (стор. 53) та «П’ять недiль у мiсяцi») (стор. 55–56). Втiм, са́ме в цiй задачi користь вiд
бiблiотечних засобiв сумнiвна: неясно, що легше, чи написати самому, чи розбиратися з неочевидними
деталями бiблiотечних засобiв.

Задача D. «Вiдстань мiж мiнiмумом та максимумом–1»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 2 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Напишiть програму, яка за заданим масивом цiлих чисел знайде мiсце мiнiмального її еле-
мента, максимального її елемента, та вiдстань (кiлькiсть промiжних елементiв) мiж ними. У випадку,
якщо масив мiстить однаковi мiнiмальнi та/або однаковi максимальнi елементи на рiзних позицiях,
слiд вибрати перший з мiнiмумiв та останнiй з максимумiв.

Вхiднi данi. Перший рядок мiстить єдине число 𝑁 (26𝑁 6 100) — кiлькiсть елементiв
масиву. Дру́гий рядок мiстить (роздiленi пробiлами) чи́сла–елементи масиву; значення цих чисел–
елементiв цiлi, вiд 1 до 100.

Результати. Виведiть єдине цiле число — вiдстань (кiлькiсть промiжних елементiв) мiж пер-
шим з мiнiмальних i останнiм з максимальних елементiв.

Приклади:

Вхiднi данi Результати Примiтки

8
3 9 7 5 2 8 6 4

2 Мiж елементами 2 та 9 два промiжнi елементи 5 та 7

8
4 3 2 1 8 7 6 5

0 Мiж елементами 1 та 8 нема промiжних елементiв

8
3 1 4 1 5 9 2 6

3 Мiж першим з елементiв 1 та єдиним (i тому останнiм)
елементом 9 три промiжнi елементи 4, 1, 5

8
1 1 1 1 1 1 1 1

6 Оскiльки всi елементи однаковi, кожен з них мiнiмальний
i максимальний; отже, першим мiнiмальним є перший з усiх
елементiв масиву, останнiм максимальним –- останнiй з усiх

Розбiр задачi. Тут досить акуратно внести дрiбнi змiни у if curr < min_val then begin
min_val := curr;
min_idx := i;

end;
if curr >= max_val then begin

max_val := curr;
max_idx := i;

end;

стандартнi («шкiльнi») алгоритми пошуку мiнiмуму й максимуму.
Щоб знаходити перший мiнiмум та останнiй максимум, мо-

жна або запускати цикли у рiзних напрямках (один злiва направо,
тобто вiд менших iндексiв до бiльших, iнший навпаки), або для ко-
жного поточного елемента дiяти, як у кодi праворуч (“<” для мiнi-
муму та “>=” для максимуму).

Остато́чну вiдповiдь можна виразити як abs(max_idx - min_idx) - 1: модуль, бо перший
мiнiмум може бути як лiвiше за останнiй максимум, так i правiше; мiнус 1, бо, наприклад, для сусiднiх
елементiв ця рiзниця дорiвнює 1, а промiжних елементiв мiж сусiднiми нема (0 штук). Приклади
реалiзацiї див. ideone.com/1wPo1q та ideone.com/b0AWG2 (обидвi мовою Pascal, перша без масиву,
дру́га з масивом).

Можна використати й бiблiотечнi засоби пошуку мiнiмума та максимума, але навряд чи це бу-
де простiше; наприклад, у ideone.com/5mEczH задача розв’язана через min_element та max_element
(бiблiотека algorithm з C++ STL), i потреба знайти перший мiнiмум та останнiй максимум призво-
дить до не дуже очевидних рiзних iтераторiв та рiзних перетворень їх у iндекси.

Задача E. «Вiдстань мiж мiнiмумом та максимумом–2»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 2 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Напишiть програму, яка за заданим масивом цiлих чисел знайде мiсце мiнiмального її еле-
мента, максимального її елемента, та вiдстань (кiлькiсть промiжних елементiв) мiж ними. У випадку,
якщо масив мiстить однаковi мiнiмальнi та/або однаковi максимальнi елементи на рiзних позицiях,
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слiд вибрати такий з мiнiмальних та такий з максимальних елементiв, щоб шукана вiдстань виявилася
мiнiмальною (див. також приклади 3 та 4).

Вхiднi данi. Перший рядок мiстить єдине число 𝑁 (26𝑁 6 106) — кiлькiсть елементiв
масиву. Дру́гий рядок мiстить (роздiленi пробiлами) чи́сла–елементи масиву; значення цих чисел–
елементiв цiлi, вiд 1 до 106.

Результати. Виведiть єдине цiле число — вiдстань (кiлькiсть промiжних елементiв) мiж най-
ближчими мiнiмальним i максимальним елементами.

Приклади:

Вхiднi данi Результати Примiтки

8
3 9 7 5 2 8 6 4

2 Мiж елементами 2 та 9 два промiжнi елементи 5 та 7

8
4 3 2 1 8 7 6 5

0 Мiж елементами 1 та 8 нема промiжних елементiв

8
3 1 4 1 5 9 2 6

1 Максимальний елемент (дев’ятка) єдиний; найближчою
до єдиної дев’ятки є остання з мiнiмальних елементiв
(одиниць); мiж ними один промiжний елемент 5

8
1 1 1 1 1 1 1 1

0 Оскiльки всi елементи однаковi, кожен з них мiнiмальний i
максимальний; мiж елементом i ним же самим нема промiжних

Оцiнювання. 20% балiв припадає на тести, в яких масив мiстить єдине мiнiмальне та єдине
максимальне значення; 80% — на тести, де i мiнiмальне, i максимальне повторюються. Розподiл
балiв за розмiрами тестiв такий: 20% балiв припадає на тести, де 26𝑁 6 100; 30% — на тести, де
4000<𝑁 6 104; 20% — на тести, де 5 · 104<𝑁 6 105; 30% — на тести, де 7 · 1056𝑁 6 106. Писати
рiзнi програми для рiзних випадкiв не треба; розподiли вказанi, щоб показати, скiльки приблизно
балiв можна отримати, розв’язавши задачу не повнiстю.

Розбiр задачi. Сформуємо два масиви: в одному всi iндекси, де зустрiчається мiнiмальне
значення, в iншому — всi, де максимальне. Наприклад,

початковий масив (iндекси) (0) (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16) (17) (18)

(вхiднi данi) (значення) 3 1 4 1 5 9 2 6 1 8 2 8 1 8 2 8 4 5 9

призводить до формування таких масивiв: мiнiмуми 1 3 8 12

максимуми 5 18
. Потiм пройдемо по цим ма-

сивам, використовуючи злиття, але не формуючи послiдовнiсть-результат, а шукаючи мiнiмум серед
усiх значень abs(a[i]-b[j]); потiм ще 1 вiдняти наприкiнцi, якщо тiльки це не буде ситуацiя, коли
вiдповiдь i так 0; на вiдмiну вiд попередньої задачi, це можливо (коли всi елементи рiвнi).

На основi цього можна отримати код ideone.com/PBDdKu (C++).
На стор. 34 є короткий опис злиття та рекомендацiї щодо iнших джерел.

3.14 II (районний/мiський) етап 2017/18 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №63).

Задача A. «Фарбування паралелепiпеда»

Є прямокутний паралелепiпед розмiрами 𝑥 см× 𝑦 см× 𝑧 см. Є три фарби, якi мають рiзну
цiну: найдешевша — цiну 𝑎 коп/см2, середня — цiну 𝑏 коп/см2, найдорожча — цiну 𝑐 коп/см2. Звернiть
увагу, що 𝑎 < 𝑏 < 𝑐, але нiякого аналогiчного спiввiдношення мiж 𝑥, 𝑦, 𝑧 не гарантовано, вони можуть
бути будь-якими.

Напишiть вираз, залежний вiд a, b, с, x, y, z, за яким можна обчислити мiнiмальну можливу
вартiсть (у копiйках) фарбування паралелепiпеда, щоб протилежнi гранi були пофарбованi в однаковi
кольори, а не протилежнi — у рiзнi. (Гранями паралелепiпеда є прямокутники, їх шiсть, i їх можна
розбити на три пари протилежних: наприклад, якщо покласти паралелепiпед на рiвну поверхню, можна
говорити про протилежну пару «верхня та нижня гранi», протилежну пару «лiва та права гранi», i
протилежну пару «передня та задня гранi».)
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Здати треба вираз, а не програму. В ejudge треба вписати у вiдповiдне поле сам вираз, не ство-
рюючи нiякого файлу-розв’язку. Змiннi a, b, с, x, y, z з умови задачi повиннi називатися саме a, b, с,
x, y, z, перейменовувати не можна. У виразi можна використовувати десятковi чи́сла, дiї “+” (плюс),
“-” (мiнус), “*” (множення), круглi дужки “(” та “)” для групування та змiни порядку дiй, а також
функцiї min та max. Формат запису функцiй: пiсля min або max вiдкривна кругла дужка, потiм перелiк
(через кому) виразiв, вiд яких береться мiнiмум чи максимум, потiм закривна кругла дужка. Пропуски
(пробiли) дозволяються, але не всере́динi чисел i не всере́динi iмен min та max.

Наприклад, можна здати вираз (a+b+c)*(min(x,y)+max(x,y,z)); вiн неправильний за сми-
слом, але змiннi названi правильно, функцiї використанi дозволеним способом, i вiн iнодi випадково
дає правильний результат; цей розв’язок оцiнюється на 11 балiв з 200 можливих.

Наприклад, при 𝑎=2, 𝑏=3, 𝑐=4, 𝑥= 𝑦= 𝑧=1 числовий результат має дорiвнювати 18 (на двi
протилежнi гранi розмiрами 1×1 йде фарба цiною 2, на ще двi протилежнi, теж 1×1, фарба цiною 3,
на ще двi протилежнi, теж 1×1, цiною 4; всього 2×2×1×1 + 2×3×1×1 + 2×4×1×1 = 4+6+8 = 18).
А, наприклад, при 𝑎=2, 𝑏=3, 𝑐=4, 𝑥=20, 𝑦=30, 𝑧=40 числовий результат має дорiвнювати 14400.

Розбiр задачi. Очевидно, що сумарна вартiсть буде мiнiмальною, якщо використати найдо-
рожчу фарбу (цiни c) для пари граней мiнiмальної площi, середньої цiни b для граней середньої площi,
найдешевшу (a) — для граней максимальної площi. При бажаннi, це твердження можна довести, але
ми доведення пропустимо; приклади аналогiчних доведень (звiсно, для iнших задач та розв’язкiв)
можна бачити, зокрема, на стор. 28, 39, 42.

Так що головна складнiсть — знайти, яка з площ максимальна, яка середня i яка мiнiмальна.
Для максимума це, очевидно, max(x*y, x*z, y*z); аналогiчно, для мiнiмума min(x*y, x*z, y*z).
Середню ж можна виразити, наприклад, як max(x,y,z)*min(x,y,z) (чому? бо, якщо довжи́ни всi
рiзнi, то є рiвно три довжини́: мiнiмальна, середня й максимальна, i з них можна утворити три
пари (мiнiмальна, середня), (мiнiмальна, максимальна), (середня, максимальна), i мiнiмальну площу
утоврює перша пара, максимальну — остання, так що для середньої площi лишається дру́га пара).
Ще один спосiб знайти середню площу (x*y + x*z + y*z) - max(x*y, x*z y*z) - min(x*y, x*z y*z).
(Якщо додати всi три й вiдняти з суми мiнiмум та максимум, залишиться середня.)

Насамкiнець, досi скрiзь шукали площу однiєї гранi, а сумарна площа пари протилежних граней
удвiчi бiльша. Це для першого способу дає вираз “a*2*max(x*y,x*z,y*z) + c*2*min(x*y,x*z,y*z) +

b*2*max(x,y,z)*min(x,y,z)”, а для дру́гого “a*2*max(x*y,x*z,y*z) + c*2*min(x*y,x*z,y*z) +

b*2*((x*y+x*z+y*z)-max(x*y,x*z,y*z)-min(x*y,x*z,y*z))”.
Ще один спосiб розв’язання задачi — iгноруючи мiркування першого абзацу, не шукати, яка

з площ мiнiмальна, середня та максимальна, а просто перебрати всi 3! = 6 варiантiв, якi гранi якою
фарбою фарбувати, й вибрати мiнiмум: “2 * min(a*x*y + b*x*z + c*y*z, a*x*y + c*x*z + b*y*z,

b*x*y+a*x*z+c*y*z, b*x*y+c*x*z+a*y*z, c*x*y+a*x*z+b*y*z, c*x*y+b*x*z+a*y*z)”.
(Само собою, зараховуються не лише цi вирази, а будь-якi правильнi.)

Задача B. «Точки та круг»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 128 мегабайтiв

На площинi задано круг з центром у початку координат та набiр точок. Напишiть програму,
що знаходитиме, як(а/i) з точок леж(и/а)ть ззовнi круга, але найближче до нього; якщо є рiзнi такi
точки, програма має знайти їх усi.

Вхiднi данi. Перший рядок вхiдних даних мiстить єдине цiле число 𝑁 (16𝑁 6 12345) —
кiлькiсть точок. Другий рядок мiстить єдине цiле число 𝑅 (16𝑅6 12345) — радiус круга. Кожен
з подальших 𝑁 рядкiв мiстить рiвно два цiлi числа — 𝑥- та 𝑦-координати вiдповiдної точки. Всi
координати є цiлими числами, якi не перевищують за абсолютною величиною (модулем) 12345.

Результати. Якщо шуканих точок не iснує (жодна з уведених точок не ззовнi круга), програма
має вивести єдиний рядок з єдиним числом 0.
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Iнакше, програма має вивести перелiк номерiв усiх тих точок, якi лежать ззовнi круга i мають
однакову мiнiмальну вiдстань вiд нього. Кiлькiсть точок у перелiку виводити не треба, сам перелiк
виводити у порядку зростання номерiв.

Приклади:

Вхiднi данi Результати Примiтки

2
50
30 40
17 23

0 Одна з точок

на межi круга,

iнша всерединi

нього, жодної

точки ззовнi

Вхiднi данi Результати Примiтки

5
10
30 40
40 30
-30 -40
777 555
0 -50

1 2 3 5 Зразу чотири з п’яти

точок мають однакову

мiнiмальну вiдстань

(50 до центру круга,

або 50–10=40 до

найближчої його

частини)

Розбiр задачi. Формула вiдстанi вiд початку координат до точки з координатами (𝑥; 𝑦) має
вигляд

√︀
𝑥2 + 𝑦2 i легко слiдує з теореми Пiфагора (вiдстань рахується уздовж гiпотенузи, де довжи́ни

горизонтального та вертикального катетiв рiвнi |𝑥| та |𝑦| вiдповiдно; |𝑥|2=𝑥2). Точка всере́динi кру́га
або на межi, коли

√︀
𝑥2 + 𝑦26𝑅, i поза ним, коли

√︀
𝑥2 + 𝑦2>𝑅. Для деяких поєднань мови програму-

вання та налаштувань компiлятора надiйнiше переписати цi формули як 𝑥2 + 𝑦26𝑅2 та 𝑥2 + 𝑦2>𝑅2,
щоб уникнути похибок (див. стор. 13), але для багатьох i так, i так правильно. Важливо також уникну-
ти переповнень (стор. 13), для чого варто подати координати та радiус у типi, який помiщає значення
не лише сами́х координат та радiусiв, а також i їхнiх квадратiв.

«Стандартний шкiльний» алгоритм пошуку мiнiмума велить спочатку взяти за мiнiмум пер-
ший елемент послiдовностi, далi порiвнювати кожен елемент з поточним мiнiмумом, i щоразу, коли
черговий елемент менший мiнiмума, виправляти це, змiнюючи значення мiнiмума на цей елемент.
У цiй задачi ситуацiя ускладнюється тим, що треба шукати мiнiмум не серед усiх, а лише серед тих,
якi строго бiльшi 𝑅 (чи 𝑅2 у варiантi, де не добувають корiнь). Це суттєво ускладнює етап «спочатку
взяти за мiнiмум перший елемент», бо 1-а (а також 2-а, 3-я, . . . ) точка може бути всере́динi ко́ла.
Це можна вирiшити будь-якою однiєю з двох вiдомих модифiкацiй алгоритму пошуку мiнiмуму.

(А) Зберiгати, крiм мiнiмума minSqrDist, ще бу́леву змiнну anyFound, що означає «чи зна-
йдено хоч одну точку за межами круга». Тодi можна написати так: if (currSqrDist>R*R) and

(not anyFound or (currSqrDist<minSqrDist)) then minSqrDist:=currSqrDist. Тобто, оновлю-
вати мiнiмум, коли поточна точка за межами круга i при цьому або перша така, або її вiдстань менша
за ранiше знайдену мiнiмальну.

(Б) Iнiцiалiзувати мiнiмум не першим значенням, а «плюс нескiнченiстю», яка конкретно у
цiй задачi може бути, наприклад, вигляду 2100100100: це число бiльше будь-якого реально можли-
вого, а отже при знаходженнi першої точки поза кругом обов’язково буде замiнене на вiдстань до
цiєї точки. «Головне» присвоєння набуває бiльш очевидного вигляду if (currSqrDist>R*R) and

(currSqrDist<minSqrDist) then minSqrDist:=currSqrDist.
В обох розглянутих пiдходах, першу точку слiд обробляти так само, як i всi подальшi.
Ще питання: якi тут потрiбнi масиви? Щоб зберiгати координати, можна використати або два

окремi масиви x та y, або масив записiв (структур) чи об’єктiв, де кожен елемент мiстить обидва по́ля
x та y. Але координати взагалi не дуже-то й треба складати у масив, їх цiлком можна читати й тут же
обробляти i забувати. А вiдстанi (чи квадрати вiдстаней), мабуть, легше все-таки зберегти у масивi.
Адже потрiбно вивести номери всiх потрiбних точок, а поки не завершено обробку всiх точок, не можна
бути впевненим, що поточна точка на мiнiмальнiй вiдстанi (бо пiзнiше може знайтися на ще меншiй).
Так що легше першим проходом знайти мiнiмальну вiдстань (чи її квадрат), а дру́гим повиводити
номери всiх точок на такiй вiдстанi. Приклади таких реалiзацiй мовою Pascal: ideone.com/wvA2kg
(пiдхiд А), ideone.com/YgNUld (пiдхiд Б).

В принципi можна й обiйтися зовсiм без масиву. Наприклад, так: щоразу, коли знаходиться
нова точка на такiй самiй наразi мiнiмальнiй вiдстанi, ї ї номер дописується у вихiдний файл, а що-
разу, коли мiнiмум оновлюється, бо нова точка має строго меншу вiдстань, файл результату очи-
щується й номер цiєї точки пишеться у щойно очищений файл. Зокрема, саме так органiзований
код ideone.com/jSPTGR, що використовує assign(output,’output.txt’) та rewrite(output), при
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здачi в ejudge.ckipo.edu.ua мовою fpc працює правильно. I ця реалiзацiя працювала б навiть при
кiлькостi точок 107 та обмеженнi пам’ятi 4Мб (втiм, зараз це не треба). Тут важливо, що програма
працює з файлом, а не екраном; через це, конкретно цей код (один з дуже небагатьох) не працює нi
безпосередньо на ideone.com, нi якщо здати його на ejudge.ckipo.edu.ua, прибравши оператори
assign. Мiркування «сказано “або екран, або output.txt”, значить нема нiякої вiдмiнностi» прави-
льне часто, але якщо з файлами намагаються працювати якось хитро, то не завжди. З цiєї ж причини
автори збiрника не гарантують, чи всiма мовами програмування доступний цей прийом.

Ще можна дiяти подiбно до попереднього абзацу, але номери точок, вiдстанi яких рiвнi по-
точному мiнiмуму, не писати у файл, а складати в деяку промiжну структуру. Мовою C++ найзру-
чнiшим здається vector (з використанням push_back та clear; див. ideone.com/D21hEr). Мовами
Java та C# — StringBuilder, де формувати зразу рядкове подання вiдповiдi, теж з очищенням
при знаходженнi ще меншого мiнiмуму; див. ideone.com/3VmbDa (Java; якщо замiнити Scanner на
StreamTokenizer, читання вiдбуватиметься швидше, див. також стор. 14). Але навряд чи якийсь з
цих способiв легший i простiший, нiж згадане першим використання масиву вiдстаней (чи квадратiв
вiдстаней) i двох проходiв. Казати ж «формувати вiдповiдь у StringBuilder краще тим, що потребу́є
менше пам’ятi, бо зберiгаються номери не всiх точок, а лише мiнiмальних (за вiдстанню)» — правда
лише частково, бо з тими обмеженнями, якi є, ця рiзниця неважлива, а якби задачу ставили у жорс-
ткому варiантi «107 точок, 4Мб пам’ятi», то, мабуть, дали б частину тестiв, де 9,99·106 з усiх 107

точок на однаковiй мiнiмальнiй вiдстанi, й пам’ятi на StringBuilder не вистачило б.
Само собою, в будь-якому розв’язку треба не забувати правильно виводити вiдповiдь 0.

Задача C. «Цiкавi числа»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 128 мегабайтiв

Напишiть програму, яка знаходитиме кiлькiсть «цiкавих» чисел, менших за задане чи-
сло 𝑁 . Число називається «цiкавим», якщо в ньому використовуються лише цифри 1, 2, 4 та 8
(не обов’язково усi; обов’язково, щоб не було iнших). Наприклад числа 12, 18, 8, 284 є цiкавими, а
числа 246, 143, 3, 487 — нi.

Вхiднi данi. В єдиному рядку задано єдине число 𝑁 (обмеження у роздiлi «Оцiнювання»).
Результати. Виведiть єдине число в єдиному рядку — кiлькiсть «цiкавих» чисел, менших 𝑁 .

Приклад:
Вхiднi данi Результати Примiтки

18 7 Цими сiмома числами є:
1, 2, 4, 8, 11, 12, 14.

Оцiнювання. 20% балiв припадає на тести, де 𝑁 =10𝑇 , 16𝑇 6 18. Ще > 20% на тести, де
16𝑁 6 105. Ще > 40% на тести, де 106<𝑁 6 1012. Ще > 20% на тести, де 1012<𝑁 6 1018. Писати
треба одну програму, а не рiзнi програми для рiзних випадкiв; єдина мета цього перелiку рiзних блокiв
обмежень — дати уявлення про те, скiльки балiв можна отримати, якщо розв’язати задачу частково.

Розбiр задачi. Скiльки повинен набирати очевидний розв’язок «перебрати всi
чи́сла вiд 1 до 𝑁−1, розiбрати кожне на цифри, й подивитися, чи всi цi цифри з набору
1, 2, 4, 8?» Приблизно 100 балiв з 300. Точна величина залежить вiд мови програмування (це
впливає на швидкiсть) та деталей реалiзацiї цього пiдходу.

А як набрати бiльше? Ця задача має багато спiльного з задачами «Генератор паролiв»
(стор. 48–50) та «Сучасне мистецтво» (стор. 58–60). Деталi додумайте самостiйно, враховуючи це
та наведений далi приклад ручного аналiзу. (Можливi й iншi розв’язки цiєї задачi; деякi з них теж
достатньо ефективнi, щоб пройти всi тести, вклавшись у обмеження часу, але ж далеко не всi.)

Навiщо видiлено випадок 𝑁 = 10𝑇? У цьому частковому випадку задача має простий
комбiнаторний розв’язок: 4+42+ . . .+4𝑇 , або 4 · 4𝑇−1

4−1 . Наприклад, при 𝑁 =10000 можна сказати,
що вiдповiддю є сумарна кiлькiсть 1-значних, 2-значних, 3-значних та 4-значних «цiкавих» чисел.
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Однозначних «цiкавих» чисел чотири, бо це i є цифри 1, 2, 4, 8. Двозначних «цiкавих» чисел шiст-
надцять; це можна пiдтвердити їх повним перелiком (11, 12, 14, 18, 21, 22, 24, 28, 41, 42, 44, 48, 81, 82,
84, 88), але кориснiше отримати цей результат так: є двi позицiї, на кожну можна поставити будь-яку
з чотирьох цифр 1, або 2, або 4, або 8; кожна з цифр на першiй позицiї може поєднуватися з будь-
якою з цифр на другiй позицiї — отже, кiлькiсть пар може бути обчислена як 4× 4=16. Аналогiчно,
3-значних «цiкавих» чисел є 43=64, 4-значних 44=256, а менших за 104 є 4+16+64+256 = 340.

Приклад ручного аналiзу цiєї задачi. Знайдемо кiлькiсть «цiкавих» чисел, менших 8432.
Це, зокрема, всi 1-, 2- та 3-значнi «цiкавi», їх 4+42+43=84. Крiм того, раз старша цифра дорiв-
нює 8, треба врахувати ще всi 4-значнi «цiкавi», що починаються з 1, 2 або 4 (їх у кожнiй з цих трьох
груп по 43=64, тобто всього 192; разом з ранiше згаданими це 84+192=276), i додати до них тi
4-значнi «цiкавi», якi починаються з 8 i при цьому меншi 8432. Оскiльки початкова «8» тепер зафi-
ксована, вона не впливає на кiлькiсть, можна рахувати все одно як кiлькiсть усiх 3-начних «цiкавих»,
менших 432. Цiлком аналогiчно видiляємо окремо всi 3-значнi «цiкавi», що починаються з 1 або 2
(їх у кожнiй з цих двох груп по 42=16, тобто всього 32; разом з ранiше згаданими це 276+32=308).
Лишається порахувати кiлькiсть 3-значних «цiкавих», якi починаються з 4 i при цьому меншi 432.
Знову, початкова «4» зафiксована й не впливає на кiлькiсть, так що рахуємо кiлькiсть 2-значних
«цiкавих», менших 32. Цiлком аналогiчно видiляємо окремо всi 2-значнi «цiкавi», що починаються з
1 або 2 (їх у кожнiй з цих двох груп по 41=4, тобто всього 8; разом з ранiше згаданими це 308+8=
=316). Тiльки тепер, хоча цифри ще не скiнчилися, процес обривається, бо «цiкавi» числа все одно
не можуть мiстити цифру 3. Так що вiдповiддю є 316.

А чим вiдрiзняється останнiй блок вiд передостаннього? З точки зору пропонованого
алгоритму — майже нiчим. Але вiдмiннiсть є з точки зору iншого алгоритму: генерувати всi пiдряд
лише «цiкавi» чи́сла, доки не дiйде до вказаної меж́i. Такий алгоритм може пройти тести передостан-
нього блоку, але тести останнього повиннi не вкладатися в лiмiт часу.

Задача D. «Дiрка i Пробка»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 128 мегабайтiв

Пан Дивак не пожалiв зусиль, щоб виготовити Дуже Дивну Дiрку та Дуже Дивну Пробку.
Тепер його цiкавить, чи можна цiєю Пробкою затикати цю Дiрку, i якщо можна, то наскiльки глибоко
вона заходитиме всере́дину Дiрки.

Дуже Дивна Пробка являє собою послiдовнiсть нанизаних на спiльну вiсь цилiндрiв однакової
висоти́ 1, але, як правило, рiзних радiусiв. Аналогiчно, Дуже Дивна Дiрка являє собою послiдовнiсть
цилiндричних порожнин зi спiльною вiссю, однаковими висотами 1, але, як правило, рiзними радiуса-
ми. Цилiндри, якi утворюють Пробку, пан Дивак рахує знизу догори, а цилiндри, якi утворюють Проб-
ку — згори донизу. Затикати Дiрку Пробкою пан Дивак планує лише вставляючи Пробку в Дiрку згори
донизу, так, щоб спiльна вiсь усiх цилiндрiв Пробки збiгалася зi спiльною вiссю усiх цилiндрiв Дiрки.
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вiсь
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10
7

5
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8
11

3

вiсь

Пробка з послiдовнiстю радiу-
сiв 5, 4, 2, 4, 9, 7.

Дiрка з послiдовнiстю радiусiв 10, 7,
5, 6, 8, 11, 3.

Пробка з указаними радiусами у Дiр-
цi з указаними радiусами

Наприклад, на рисунку зображено окремо Пробку, окремо Дiрку, та ситуацiю, коли ця Пробка
заткнула цю Дiрку; рух Пробки донизу скiнчився тодi, коли частина Пробки радiусом 9 лягла поверх
частини Дiрки радiусом 7. Звернiть увагу, що частина Пробки радiусом 5 пройшла крiзь частину
Дiрки радiусом 5, бо Пан Дивак натискає на Пробку зi значною силою (але не настiльки великою,
щоб пропхнути строго бiльше крiзь строго менше).
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Напишiть програму, яка за описами Пробки та Дiрки з’ясовуватиме, як глибоко ця Пробка
може зайти углиб цiєї Дiрки.

Вхiднi данi. 1-й рядок мiстить єдине число 𝑁 — кiлькiсть цилiндрiв у Пробцi. 2-й рядок
мiстить (роздiленi пробiлами) 𝑁 радiусiв цилiндрiв Пробки 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑁 , знизу догори. 3-й рядок
мiстить єдине число𝑀 — кiлькiсть цилiндрiв у Дiрцi. 4-й рядок мiстить (роздiленi пробiлами)𝑀 радi-
усiв цилiндрiв Дiрки 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑀 , згори донизу. Обмеження на 𝑁 , 𝑀 див. у роздiлi «Оцiнювання»;
усi значення 𝑎𝑖 та 𝑏𝑗 є цiлими з промiжку вiд 1 до 109.

Результати. Виведiть єдине число — глибина, на яку Пробка (рахуючи вiд її низу) увiходить
всере́дину Дiрки (рахуючи вiд її верху). У випадку, коли Пробка не заходить всередину Дiрки, бо
найнижчий цилiндр Пробки ширший за найвищий отвiр Дiрки, слiд виводити число 0. У випадку,
коли Пробка може пройти Дiрку наскрiзь, слiд виводити число 777555777.

Приклади:

Вхiднi данi Результати Примiтки

6
5 4 2 4 9 7
7
10 7 5 6 8 11 3

5 Приклад з рисункiв; нижче за верхнiй край Дiрки зайшли 5 з

6 цилiндрiв Пробки

2
17 23
2
4 7

0 Самий низ Пробки лежить згори на самому верху Дiрки

2
9 23
2
14 7

1 Самий низ (9) Пробки зайшов всередину самого верху (14)

Дiрки, а потiм Пробка обома цилiндрами вперлася в Дiрку

(9 у 7, 23 у 14)

2
4 7
2
17 23

777555777 Пробка може пройти крiзь Дiрку наскрiзь

5
2 4 7 17 23
4
36 30 24 18

7 Пробка майже пройшла крiзь Дiрку, але самий верх Пробки

(23) все-таки вперся у самий низ Дiрки (18)

Оцiнювання. 20% балiв припадає на тести, в яких кiлькiсть цилiндрiв Пробки 𝑁 =1, Дiрки
26𝑀 6 12345; ще 20% балiв — на тести, в яких 26𝑁 6 12345,𝑀 =1; ще 20% балiв — на тести, в яких
126𝑁 6 123, 126𝑀 6 123; решта 40% балiв — на тести, в яких 126𝑁 6 123456, 126𝑀 6 123456.
Писати треба одну програму, а не рiзнi програми для рiзних випадкiв; єдина мета цього перелiку
рiзних блокiв обмежень — дати уявлення про те, скiльки балiв можна отримати, якщо розв’язати
задачу частково.

Розбiр задачi. Для 1-го (𝑁 =1) та 2-го (𝑀 =1) блокiв досить моделювати рух послiдов-
ностi Пробки крiзь єдиний цилiндр Дiрки чи рух єдиного цилiндру Пробки крiзь послiдовнiсть Дiрки
вiдповiдно, й на кожному кроцi перевiряти, чи впирається черговий цилiндр Пробки в єдиний цилiндр
Дiрки чи єдиний цилiндр Пробки в черговий цилiндр Дiрки. За посиланням ideone.com/u3mBLC на-
ведено код, який по сутi лише це й перевiряє. Вiн набирає 144 бали з 300, серед яких 120 тому́, що
згiдно описаного оцiнювання i повинен їх набрати за 1-й та 2-й блоки, а ще 24 практично випадково
(що буває при потестовому оцiнюваннi, яке у 2017 р. все ще було єдиним можливим на цьому етапi;
див. також стор. 6). Це частково свiдчить про недостатню продуманiсть тестiв, але й частково зав-
дячує непоганiй продуманостi коду на р́iвнi таких прийомiв: хоча код правильний лише при 𝑁=1 або
𝑀=1, будемо застосовувати один з цих пiдходiв також i в рештi випадкiв; розмiри масивiв вiзьмемо
максимальними вiдносно всiх тестiв, а не лише блокiв 1–2. Адже якщо все це зробити, то шанси взяти
якiсь випадковi бали є, якщо не робити — нема.

Тепер розглянемо, як написати код, який гарантовано розв’язує блоки 1–3 плюс випадково
деякi тести блоку 4. Спочатку розглянемо, чи впирається найнижчий цилiндр Пробки у найвищий
цилiндр Дiрки (якщо так, то вiдповiдь=0 й не треба бiльш нiчого перевiряти). Iнакше, розглянемо

Сторiнка 80 з 98

https://ideone.com/u3mBLC


Обласна iнтернет-олiмпiада 2018/19 навч. року
Черкаська обл., 16.10.2018

двi пари цилiндрiв, якi можуть дати вiдповiдь 1 (найнижчий цилiндр Пробки впирається у 2-й згори
цилiндр Дiрки, або 2-й знизу цилiндр Пробки впирається у найвищий цилiндр Дiрки), i якщо хоча б
одна з двох пар впирається, то вiдповiдь=1 (вона не бiльша, бо знайдено пару цилiндрiв, якi впи-
раються при заглибленнi 1, i не менша, бо це вже було б визначено ранiше). I так далi: три можливi
пари цилiндрiв, що можуть дати вiдповiдь 2, потiм чотири можливi пари цилiндрiв, що можуть дати
вiдповiдь 3, . . . Додаткового клопоту завдають ситуацiї, коли низ Пробки вже вийшов за межi Дiрки
та/або верх Пробки вже занурився нижче верху Дiрки, а iншi пари цилiндрiв все ще треба порiв-
нювати, бо вони все ще можуть впертися; при неакуратному програмуваннi тут можуть бути виходи
за межi масиву. Можна пробувати вирiшити цю проблему, умовно «доточивши» Пробку цилiндра-
ми дуже малого радiусу, а Дiрку — цилiндрами дуже великого радiусу, i це може бути компромiсом
мiж ефективнiстю та простотою коду. Але все ж код з «доточуваннями» ideone.com/CEOf36 наби-
рає менше балiв, нiж код ideone.com/r8j9FS, де не витрачається час на неiснуючi пари цилiндрiв.
Ще з iншого боку, такий код не дуже простiший, нiж наведенi далi способи взяти повнi бали.

Замiна Дiрки та Пробки на монотоннi. Оскiльки Пробку вставляють у Дiрку строго згори
донизу, зберiгаючи вiсi спiльними, очевидно, що i Пробку, i Дiрку можна замiнити на Пробку та Дiрку,
в яких послiдовностi радiусiв цилiндрiв монотоннi: у Пробцi, чим вищу частину дивимось, тим вона
ширша, а у Дiрцi, чим глибшу частину дивимось, тим вона вужча. Якось так:
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Пiсля цього, є щонайменше два способи використати монотоннiсть отриманих послiдовностей,
щоб отримати ефективнiшi, нiж 𝑂(𝑀 ·𝑁), алгоритми.

Багатократнi бiнарнi пошуки. Для кожного з цилiндрiв Дiрки можна шукати бiнпошуком,
який са́ме цилiндр Пробки упреться у нього, а результати всiх цих пошукiв поєднати в аналозi стандар-
тного пошуку мiнiмуму. Враховуючи, що тут можна не писати бiнпошук вручну (а, наприклад, вико-
ристати функцiю lower_bound з бiблiотеки algorithm C++ STL), цей спосiб може виявитися досить
простим для реалiзацiї, як у ideone.com/CgmbBs. Асимптотична складнiсть становить Θ(𝑀 · log𝑁),
що при max(𝑀,𝑁)6 123456 цiлком прийнятно. Можна й «симетрично» для кожного цилiндру Проб-
ки шукати, в який цилiндр Дiрки вiн упреться, й отримати теж прийнятну складнiсть Θ(𝑁 · log𝑀).

А за Θ(𝑁 +𝑀) можна? Так, можна. Щоправда, це мало впливає на фактичний час вико-
нання (спосiб читання вхiдних даних, див. також стор. 14, впливає сильнiше), але теоретично краща
оцiнка Θ(𝑁 +𝑀) тут можлива. На жаль, iдею дуже важко пояснити словами, тож пропонується
читати код ideone.com/cplW66 (в якому наведено коментарi), i намагатися спiввiднести сам код,
коментарi та самостiйно виконанi приклади застосування цього коду до рiзних вхiдних даних. Цей ал-
горитм навiть не є якимсь класичним; вiн має дещо спiльне зi злиттям (див. стор. 34), але небагато.
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3.15 Обласна iнтернет-олiмпiада 2018/19 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №23).

Задача A. «Кiлькiсть секунд»

Є два моменти часу: 𝑎 годин 𝑏 хвилин 𝑐 секунд та 𝑑 годин 𝑒 хвилин 𝑓 секунд. Гарантовано,
що вони належать однiй добi; гарантовано, що перший з них (𝑎 : 𝑏 : 𝑐) вiдбувся ранiше, нiж дру́гий
(𝑑 : 𝑒 : 𝑓); гарантовано, що 06 𝑎, 𝑑6 23, 06 𝑏, 𝑐, 𝑒, 𝑓 6 59.

Напишiть вираз, який знаходитиме, на скiльки секунд дру́гий момент часу пiзнiше, нiж перший.
Змiннi, вiд яких залежить вираз, обов’язково повиннi мати са́ме той смисл, який описаний

ранiше, i називатися вони повиннi са́ме 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 (маленькими латинськими лiтерами).
У цiй задачi треба здати не програму, а вираз: вписати його (сам вираз, не назву файлу) у вiд-

повiдне поле перевiряючої системи i вiдправити на перевiрку. Правила запису виразу: можна викори-
стовувати цiлi десятковi чи́сла, арифметичнi дiї “+” (плюс), “-” (мiнус), “*” (множення), “/” (дiлення
дробове, наприклад, 17/5=3,4), “//” (дiлення цiлочисельне, наприклад, 17//5=3), круглi дужки “(”
та “)” для групування та змiни порядку дiй. Дозволяються пропуски (пробiли), але не всере́динi чисел.

Наприклад: можна здати вираз (d+e+f)-(a+b+c) i отримати 6 балiв з 200, бо вiн неправиль-
ний, але все ж iнодi вiдповiдь випадково збiгається з правильною. А «цiлком аналогiчний» вираз
(h+m+s)-(x+y+z) буде оцiнений на 0 балiв, бо змiннi повиннi називатися так, як вказано.

Розбiр задачi. Дуже проста задача. Без проблем працюють обидва очевиднi пiдходи «пе-
ретворити кожне окремо в секунди, потiм вiдняти» (вираз “(3600*d+60*e+f) - (3600*a+60*b+c)”)
та «вiдняти окремо години, окремо хвилини, окремо секунди, звести докупи з вiдповiдними коефi-
цiєнтами» (вираз “3600*(d-a) + 60*(e-b) + (f-c)”). В цьому виразi значення деяких його частин
можуть виявлятися вiд’ємними, але це нiяк не заважає виразу в цiлому. Само собою, зараховуються
не лише цi двi вiдповiдi, а будь-яка правильна.

Задача B. «Файлова система»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

У багатьох файлових системах дисковий об’єм, зайнятий файлом, не завжди дорiвнює розмiру
файла. Це пов’язане з тим, що диск подiляється на кластери однакового розмiру, i кожен кластер
може бути або вiльним, або використаним одним файлом (але не подiленим мiж кiлькома файлами).
Для прикладу, на диску з розмiром кластера 512 байтiв зберiгається файл розмiром 600 байтiв.
В такому випадку файл зберiгатиметься у двох кластерах, займаючи 1024 байти.

Напишiть програму, яка, прочитавши розмiр кластера, кiлькiсть файлiв i їхнi розмiри, обчи-
слюватиме сумарний об’єм, який займають цi файли на диску.

Вхiднi данi. Ваша програма має прочитати спочатку розмiр кластера, потiм (у наступному
рядку) кiлькiсть файлiв𝑁 , потiм (у наступному рядку)𝑁 чисел, роздiлених пропусками (пробiлами) —
розмiр кожного з цих файлiв. Розмiр кластера є натуральним числом вiд 1 до 1048576; кiлькiсть
файлiв є цiлим числом вiд 0 до 10; розмiр кожного файлу є цiлим числом вiд 0 до 1048576.

Результати. Ваша програма має вивести єдине цiле число в єдиному рядку — знайдений
сумарний об’єм, зайнятий файлами на диску.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

512
1
600

1024

1024
3
4096 33792 76800

114688

Вхiднi данi Результати

92651
6
6767 8170 6899 4827 1 9019

555906

32768
5
16 32 128 128 0

131072
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Примiтка. Пiд час перевiрки в єджаджi, саме цi чотири приклади, саме в такому порядку, й
будуть тестами 1–4.

Розбiр задачi. З’ясуємо, як обчислювати дисковий розмiр окремо взятого файлу. Надалi
вважаємо, що розмiр файла у байтах лежить у змiннiй f_len, розмiр кластера у змiннiй cluster.

У багатьох мовах (C/C++, Java, Python, C#, pascalABC — са́ме ABC, а не будь-який Паскаль)
є функцiя ceil (у C#, Ceiling), яка виконує округлення вгору: якщо число-аргумент цiле, то резуль-
тат дорiвнює самому цьому числу, а якщо дробове, то за результат береться найменше цiле число,
бiльше за аргумент. Отже, кiлькiсть кластерiв дорiвнює ceil(f_len/cluster). Багатьма мовами про-
грамування символ-у-символ так, але не всiма. Слiд забезпечити, щоб це було дiлення за дробовими,
а не цiлочисельними, правилами (наприклад, 17/5 повинно давати 3.4, а не 3). У Pascal та Python3
це вийде саме́; в iнших це можна зробити записом у стилi “ceil((1.0*len)/cluster)”, або записом
у стилi “ceil(((double)len)/cluster)” (це називають приведенням типiв, англ. typecast), або ого-
лосивши самi змiннi f_len та cluster у типi з рухомою комою. Детальнiше варто розбиратися за
пiдручником з конкретної мови програмування.

Можна й обiйтися без функцiї ceil. Наприклад, спочатку цiлочисельним дiленням (“f_len
div cluster” у Pascal, “f_len//cluster” у Python3, “f_len/cluster” у C-подiбних мовах та Python2;
все це за умови, що обидвi змiннi f_len та cluster цiлочисельнi) порахувати кiлькiсть повних класте-
рiв, зайнятих файлом; потiм подивитися, чи розмiстився файл повнiстю в цих кластерах, чи потрiбен
ще один. Ще один кластер потрiбен тодi й тiльки тодi, коли вiн неповний, тобто при дiленнi є залишок,
тобто “f_len mod cluster<>0” (Pascal), “f_len%cluster!=0” (C-подiбнi та Python).

Коли порахованi дисковi розмiри окремих файлiв, лишається тiльки подавати їх.
Слiд переконатися, що програма правильно працює у «крайнiх», але дозволених умовою за-

дачi, випадках: (1) файл розмiром 0 байтiв займає 0 байтiв; (2) якщо кiлькiсть файлiв 0, «вони усi
сумарно» займають 0 байтiв; (3) розмiр кластера може дорiвнювати 1 байту; це суперечить реалiям
i само́му смислу кластерiв, але не заборонено умовою задачi.

Неприємною несподiванкою може бути також те, що у Free Pascal тип integer 16-бiтовий,
а отже не може вмiстити в собi потрiбнi значення (див. також стор. 13).

Задача C. «Палички — iнтерактивна гра»

Вхiднi данi: Стандартний вхiд (клавiатура) Обмеження часу: 1 сек
Результати: Стандартний вихiд (екран) Обмеження пам’ятi: 64 Мб

Є одна купка, яка спочатку мiстить 𝑁 паличок. Двоє грають у таку гру. Кожен з гравцiв на
кожному своєму ходi може забрати з купки або 1, або 2, або 3 палички. Нiяких iнших варiантiв ходу
нема. Ходять гравцi по черзi, пропускати хiд не можна. Виграє той, хто забирає останню паличку
(можливо, разом iз ще однiєю або ще двома).

Напишiть програму, яка iнтерактивно гратиме за першого гравця.
На початку, один раз, Ваша програма повинна прочитати одне цiле число в окремому рядку —

початкову кiлькiсть паличок 𝑁 (16𝑁 6 12345). Потiм вона повинна повторювати такий цикл:
1. Вивести єдине число в окремому рядку — свiй хiд, тобто кiлькiсть паличок, якi вона зараз забирає

з купки. Це повинно бути цiле число вiд 1 до 3, не бiльше за поточну кiлькiсть паличок у купцi.
2. Якщо пiсля цього купка стає порожньою, вивести окремим рядком фразу “I won!” (без лапок,

символ-у-символ згiдно зразку) i завершити роботу.
3. Iнакше, прочитати хiд програми-суперницi, тобто кiлькiсть паличок, якi вона зараз забирає з купки

(єдине цiле число, в окремому рядку). Гарантовано, що хiд допустимий (є цiлим числом вiд 1 до 3 i
не перевищує поточного залишку паличок у купцi). Само собою, ця гарантiя дiйсна лише за умови,
що Ваша програма правильно визначила, що гра ще не закiнчилася.

4. Якщо пiсля цього купка стає порожньою, вивести фразу “You won...” (без лапок, символ-у-символ
згiдно зразку) i завершити роботу.

Все вищезгадане повинно повторюватися, доки не будуть забранi всi палички (тобто, доки якась
iз програм-гравцiв не ви́грає). Програма-суперниця не виводить фраз “I won!” / “You won...” чи
якихось їх аналогiв.
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Ця задача є iнтерактивною: Ваша програма не отримає всiх вхiдних даних на початку, а отри-
муватиме по мiрi виконання доуточнення, що залежатимуть вiд попереднiх дiй Вашої програми.
Тим не менш, ї ї перевiрка буде автоматичною. Тому, в цiй програмi, як i в програмах–розв’язках
iнших задач, теж слiд не «органiзовувати дiалог iнтуїтивно зрозумiлим чином», а чiтко дотримувати-
ся формату. Тiльки це не формат вхiдного та вихiдного файлiв, а формат спiлкування з програмою,
яка грає роль суперника.

Настiйливо рекомендується, щоб Ваша програма пiсля кожного свого виведення робила
дiю flush(output) (Pascal), вона ж cout.flush() (C++), вона ж fflush(stdout) (C), вона ж
sys.stdout.flush() (Python), вона ж System.out.flush() (Java). Це iстотно зменшує ризик,
що промiжна вiдповiдь «застрягне» десь по дорозi, не дiйшовши до програми-суперницi.

Приклад:
Вхiднi данi Результати Примiтки

5

2
1

2
I won!

У купцi з самого початку 5 паличок.
Ваша програма забирає одну, лишається чотири;
програма-суперниця забирає двi, лишається двi;
Ваша програма забирає обидвi, повiдомляє про свiй
виграш i завершує роботу.

Оцiнювання.

У приблизно половинi тестiв Ваша програма матиме справу з iдеальною програмою-суперни-
цею, яка не робить помилок. У iншiй приблизно половинi — з рiзними програмами-суперницями, якi
грати не вмiють — тобто, роблять лише ходи, якi дотримуються формальних вимог «забирати лише
вiд 1 до 3 паличок» та «забирати не бiльше паличок, нiж реально є у купцi», але можуть вибирати
не найкращий з допустимих ходiв, дотримуючись кожна своїх власних уявлень про те, як краще
грати в цю гру. Буде оцiнюватися як умiння Вашої програми виграти там, де це легко, так i вмiння
Вашої програми достойно, згiдно правил гри, програти, так i вмiння Вашої програми скористатися
(теж згiдно правил) помилками чи iншими неадекватностями програми-суперницi, якщо такi будуть.

За будь-яке порушення правил гри з боку Вашої програми, вiдповiдний тест оцiнюватиметься
як не пройдений.

Розбiр задачi. Нехай у купцi одна, двi або три палички. Тодi за один хiд можна забрати їх
усi й цим виграти. Вiд суперника тут нiчого не залежить.

Тепер нехай у купцi чотири палички. Тодi пiсля будь-якого допустимого правилами гри ходу
супернику залишиться або 4 – 1=3 палички, або 4 – 2=2, або 4 – 3=1. Пiсля чого, суперник зможе
взяти усi палички одним ходом i тим виграти. Ми (1-й гравець) не можемо цьому перешкодити.

Таким чином, позицiї «1 паличка», «2 палички» та «3 палички» виграшнi : починаючи з них,
можна виграти, i суперник з цим нiчого не вдiє. А позицiя «4 палички» програшна: якщо суперник
вмiє грати, вiн точно виграє, i той, кому дiсталося 4 палички, з цим нiчого не вдiє.

Якщо у купцi 5, 6 або 7 паличок, можна зробити такий хiд, щоб пiсля нього супернику дiсталася
купка з 4-х паличок (що, як ми вже знаємо, означає, що вiн нiчого не зможе протиставити правильнiй
грi свого суперника, тобто нашiй правильнiй грi). Таким чином, позицiї «5 паличок», «6 паличок» та
«7 паличок» теж виграшнi. Аналогiчно показується, що позицiя «8 паличок» програшна. I так далi:
позицiї, де кiлькiсть паличок кратна 4, програшнi (починаючи з них, перемогти грамотного суперника
неможливо), а позицiї, де кiлькiсть паличок не кратна 4, виграшнi (треба забирати n mod 4 паличок,
i цим або виграємо негайно (при 16𝑛6 3), або супернику дiстанеться програшна позицiя).

Аналiз гри часто цим i закiнчують, а питання «що робити, коли нам дiсталася програшна
позицiя?» або iгнорують, або вiдповiдають на нього абияк. Зокрема, часто заявляють «раз при ходi
з програшної гарантовано виграти неможливо, будемо вiдтягувати кiнець, беручи щоразу лише по
однiй паличцi: чим довше триватиме гра, тим бiльше шансiв, що неiдеальний суперник помилиться».

Але в умовi не дарма сказано, що у приблизно половинi тестiв треба грати проти безграмо-
тних програм-суперниць, причому в рiзних тестах рiзних. Серед цих безграмотних програм-суперниць
є така, яка завжди намагається забирати якнайбiльше паличок, тобто або 3, або, якщо їх всього ли-
шилося менш, нiж 3, то всi. Правда, у такої суперницi можна виграти, маючи на початку програшну
позицiю? Але для цього треба, перебуваючи у програшнiй позицiї, взяти не одну паличку, а 2 або 3. . .
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(Це не допомагає, якщо початкова кiлькiсть паличок=4: програма-суперниця «не встигає збитися»;
але при значно бiльших початкових кiлькостях паличок «перехоплення iнiцiативи» цiлком реальне.)

Так само, як не можна у програшних позицiях завжди виводити 1, не можна й виводити
завжди 2 чи завжди 3, бо серед iнших програм-суперниць є та, що завжди намагається забирати двi
палички (й тiльки якщо лишилася всього одна, то забере її одну), а також та, що абсолютно завжди
забирає одну паличку. Тому треба або робити хiд iз програшної позицiї якимсь хитро залежним вiд
того, з якої са́ме програшної позицiї ходимо. . .

. . . або застосувати всемогутнi випадковi чи́сла: з виграшних позицiй ходити, згiдно з основ-
ним аналiзом, ходом n mod 4, а з програшних — суто випадково, вiд 1 до 3. Це, звiсно, не допоможе
проти грамотного суперника, але ситуацiї, описанi у двох попереднiх абзацах, стануть неможливими,
й у випадках, де це можливо, iнiцiатива перехоплюватиметься. (Ще раз: тут не пропонується зав-
жди ходити випадково; така програма майже завжди програвала б «iдеальному» супернику, котрий
не помиляється. Пропонується у першу чергу дивитися на виграшнiсть/програшнiсть, а вже у випадку
програшностi, коли гарантiй все одно нема, ходити випадково.)

У розв’язках цiєї задачi якось трапилася кумедна помилка. Одна особа, бажаючи зробити
чи́сла якнайвипадковiшими, писала перед кожним викликом (rand()%3)+1 (згенерувати чергове псев-
довипадкове число вiд 1 до 3) новий виклик srand(time(NULL)) (переналаштувати генератор псевдо-
випадкових чисел). Така реалiзацiя (мовою C++) програє́ згаданим суперникам вигляду «намагатися
завжди бра́ти . . . », причому при рiзних запусках — рiзним суперникам (на рiзних тестах): то супер-
нику, що намагається завжди бра́ти 3, то тому, що намагається завжди бра́ти 2, то тому, що завжди
бере 1. Причина в тому, що time(NULL) залежить вiд поточного системного часу, але не наносекунд,
якi щоразу рiзнi, а цiлих секунд, якi, як правило, однаковi протягом усього виконання програми. Так
i виходило, що генератор, щоразу однаково переiнiцiалiзований, видавав одне й те ж.

Розглянута в цiй задачi гра має назву: гра Баше́. Втiм, цю задачу потроху розв’язували рiзнi
люди, внесок К. Г. Баше не є вирiшальним, i назва «гра Баше» поширена, але не загальноприйнята.

Задача D. «Квантифiкацiя предиката»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Задано прямокутну таблицю, що складається лише з нулiв та/або одиниць. До цiєї таблицi
треба застосувати одну з таких дiй:

� AiAj або AjAi (дiя може бути позначена будь-яким з цих двох способiв, при цьому смисл цих
записiв однаковий) — якщо геть усi комiрки таблицi мiстять одиницi, то результат дiї одиниця, в
усiх iнших випадках результат нуль;

� EiEj або EjEi (дiя може бути позначена будь-яким з цих двох способiв, при цьому смисл цих
записiв однаковий) — якщо хоча б десь у таблицi є хоча б одна одиниця, то результат дiї одиниця,
iнакше результат нуль;

� EiAj — якщо у таблицi є хоча б один рядок, що складається з самих лише одиниць, то результат
дiї одиниця, iнакше результат нуль;

� EjAi — якщо у таблицi є хоча б один стовпчик, що складається з самих лише одиниць, то результат
дiї одиниця, iнакше результат нуль;

� AiEj — якщо у кожному рядку таблицi є хоча б одна одиниця, то результат дiї одиниця, iнакше
результат нуль;

� AjEi — якщо у кожному стовпчику таблицi є хоча б одна одиниця, то результат дiї одиниця, iнакше
результат нуль.

«Хоча б один/одна» скрiзь означає, що можна 1, а можна й бiльше.

Напишiть програму, яка застосуватиме вказанi дiї до таблицi.
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Вхiднi данi. Перший рядок мiстить два цiлi числа 𝑁 та 𝑀 (кожне вiд 1 до 12) — кiлькiсть
рядкiв та кiлькiсть стовпчикiв вiдповiдно. Кожен з подальших 𝑁 рядкiв мiстить по рiвно 𝑀 нулiв
та/або одиниць, роздiлених одинарними пробiлами. Останнiй (𝑁+2)-й рядок мiстить потрiбну дiю,
тобто один iз записiв AiAj, або AjAi, або EiEj, або EjEi, або EiAj, або EjAi, або AiEj, або AjEi.

Результати. Виведiть єдину цифру 0 або 1 — результат дiї.
Приклади: Вхiд Рез-ти

2 3
1 0 1
1 1 0
AiAj

0

2 3
1 0 1
1 1 0
AjAi

0

Вхiд Рез-ти

2 3
1 0 1
1 1 0
EiEj

1

2 3
1 0 1
1 1 0
EjEi

1

Вхiд Рез-ти

2 3
1 0 1
1 1 0
EiAj

0

2 3
1 0 1
1 1 0
EjAi

1

Вхiд Рез-ти

2 3
1 0 1
1 1 0
AiEj

1

2 3
1 0 1
1 1 0
AjEi

1

Оцiнювання. Тести 1–8 є тестами з умови; вони перевiряються, але самi по собi не приносять
балiв. Решта тестiв утворюють такi 14 блокiв:
дiя 𝑀 = 𝑁 = 2 1 6 𝑁 6 12, 1 6 𝑀 6 12
AiAj

або

AjAi

5 балiв; тести 9–40; перевiряє-
ться й оцiнюється завжди

20 балiв; тести 145–148; перевiряється й оцiнюється лише в разi
успiшного проходження тестiв 9–40

EiEj

або

EjEi

5 балiв; тести 41–72; перевiряє-
ться й оцiнюється завжди

20 балiв; тести 149–152; перевiряється й оцiнюється лише в разi
успiшного проходження тестiв 41–72

EiAj 5 балiв; тести 73–88; перевiряє-
ться й оцiнюється завжди

20 балiв; тести 153–168; перевiряється й оцiнюється лише в разi
успiшного проходження тестiв 73–88

EjAi 5 балiв; тести 89–104; перевiряє-
ться й оцiнюється завжди

20 балiв; тести 169–184; перевiряється й оцiнюється лише в разi
успiшного проходження тестiв 89–104

AiEj 5 балiв; тести 105–120; перевiря-
ється й оцiнюється завжди

20 балiв; тести 185–200; перевiряється й оцiнюється лише в разi
успiшного проходження тестiв 105–120

AjEi 5 балiв; тести 121–136; перевiря-
ється й оцiнюється завжди

20 балiв; тести 201–216; перевiряється й оцiнюється лише в разi
успiшного проходження тестiв 121–136

будь-
яка

20 балiв; тести 137–144; перевiряє-
ться й оцiнюється лише в разi успi-
шного проходження тестiв 9–136

80 балiв; тести 217–232; перевiряється й оцiнюється лише в разi
успiшного проходження тестiв 1–216

Скрiзь мається на увазi, що для нарахування балiв за блок Ваша програма повинна успiшно
пройти всi тести цього блоку.

Розбiр задачi. Один з пiдходiв — акуратно буквально реалiзу- if command = ’EiAj’ then
begin

res_all := 0;
for i:=1 to N do begin

res_inner := 1;
for j:=1 to M do

if A[i,j] = 0 then
res_inner := 0;

if res_inner = 1 then
res_all := 1;

end
end

вати кожну окремо з описаних в умовi задачi дiй. Так розв’язувати мо-
жна, приклади са́ме таких розв’язкiв — ideone.com/7Vnypm (Pascal),
ideone.com/zl3Mo1 (Python3).

Праворуч наведено одну з шести гiлок такого розв’язку. Вну-
трiшнiй цикл перевiряє, чи складається поточний рядок з сами́х лише
одиниць, тому зручно iнiцiалiзувати res_inner одиницею i при знахо-
дженнi хоча б одного нуля в цьому рядку скинути res_inner в нуль.
Зовнiшнiй цикл перевiряє, чи є хоча б один рядок, для якого res_inner
виходить одиницею, тому зручно iнiцiалiзувати res_all нулем i при
знаходженнi такого рядка скинути res_all в одиницю.

Але така буквальна реалiзацiя виходить громiздкою i дещо схильною до технiчних помилок;
див. також мiркування на цю тему в розборi задачi «Логiчний куб» (стор. 32) та мiркування в
лiтературi та Iнтернетi щодо т. зв. code reusing. Тому наведемо ще один спосiб, який далеко не в усiх
смислах простiший, зате i потребу́є менше коду, i робить рiзнi «дiї» бiльш взаємопов’язаними.

1. Позбудемося того, що в частинi «дiй» треба аналiзувати рядки, а в частинi стовпчики. Для цьо-
го, якщо «дiя» мiстить спочатку “j”, потiм “i”, транспонуємо матрицю (вiддзеркалимо вiдносно
дiагоналi, що виходить з верхнього лiвого кута, так, щоб рядки стали стовпчиками, а стовпчики
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рядками); якщо ж «дiя» мiстить спочатку “i”, потiм “j”, нiчого не робимо. Все це можна робити
лише для EjAi та AjEi (де це важливо), а можна завжди, тобто також i для AjAi та EjEi (де це
нi на шо не впливає); i так, i так правильно.

2. Спiвставимо кожному окремо взятому рядку одну цифру 0 або 1:
� Якщо передостаннiй символ «дiї» “A”, то одиниця вийде тiльки якщо рядок складається з самих
лише одиниць, в усiх iнших випадках вийде нуль;

� Якщо передостаннiй символ «дiї» “E”, то одиниця вийде, якщо рядок мiстить хоча б одну оди-
ницю, й тiльки якщо нема жодної, то вийде нуль.

Так на основi двовимiрного масиву будується одновимiрний, кожен елемент якого є результатом
застосування «частини дiї» до вiдповiдного рядка.

3. До одновимiрного масиву, утвореного внаслiдок виконання попереднього пункту, застосуємо знов
таке саме перетворення (настiльки таке саме, що можна навiть викликати ту саму пiдпрограму
з iншими аргументами). Тiльки тепер дивимося не на передостанню в «дiї» букву “A” чи “E”,
а на першу. Отриманий нолик чи одиничка i є остато́чною вiдповiддю.

Приклад реалiзацiї такого пiдходу — ideone.com/0TBJHA.
Чому все це правда? I чому задача так називається? Са́ме за правилами, описаними в умовi

задачi, можна знаходити значення квантифiкацiї (застосування кванторiв, тобто значкiв “∀” («для
всiх») та “∃” («iснує хоча б один»)) предиката, залежного вiд двох змiнних: AiAj та AjAi описують
(однаковий) смисл ∀𝑖∀𝑗𝑃 (𝑖, 𝑗) та ∀𝑗∀𝑖𝑃 (𝑖, 𝑗); EiEj та EjEi — (однаковий) смисл ∃𝑖∃𝑗𝑃 (𝑖, 𝑗) та
∃𝑗∃𝑖𝑃 (𝑖, 𝑗); EiAj — смисл ∃𝑖∀𝑗𝑃 (𝑖, 𝑗); EjAi — смисл ∃𝑗∀𝑖𝑃 (𝑖, 𝑗); AiEj — смисл ∀𝑖∃𝑗𝑃 (𝑖, 𝑗);
AjEi — смисл ∀𝑗∃𝑖𝑃 (𝑖, 𝑗). А щойно описанi трьома пунктами дiї — iнший спосiб знаходити тi са́мi
квантифiкацiї. Й це вiдомо тим, хто ретельно вивчив математичну логiку в обсязi першого курсу
унiверситету. Само собою, про це в принципi можна (але важче) i здогадатися, не знаючи наперед.

Як уже вiдзначалося, задачу можна розв’язати й без цих знань математичної логiки — вони
дозволяють написати написати менш громiздкий варiант коду, але не необхiднi. Програмiстам часом
доводиться реалiзовувати не дуже зрозумiлi правила, сформульованi спецiалiстами з iнших галузей,
так що задача може розглядатись i як вправа на са́ме цю сторону програмiстської дiяльностi.

3.16 II (районний/мiський) етап 2018/19 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №67).

Задача A. «Кiлькiсть шляхiв»

На рисунку зображено, через якi промiжнi пункти можливо дi-

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝑘1
𝑘2

𝑘3
𝑘4

статися з пункту 𝐴 до пункту 𝐷. Пiдписи ребер означають «мiж цими
пунктами є стiльки-то рiзних рейсiв». Скiльки всього є способiв дiста-
тися з 𝐴 до 𝐷?

Рахувати треба всi способи, не намагаючись вибирати найкоро-
тшi чи ще якiсь; переходи дозволенi лише у вiдповiдностi з наведеними
напрямками ребер; вiдповiдь виразити як формулу вiд 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4.

Напишiть вираз, котрий знаходитиме цю кiлькiсть способiв.
Змiннi, вiд яких залежить вираз, обов’язково повиннi мати са́ме описаний смисл, i називатися

вони повиннi са́ме k1, k2, k3, k4 (“k” — маленькi латинськi).
У цiй задачi треба здати не програму, а вираз: вписати його (сам вираз, не назву файлу)

у вiдповiдне поле вiдповiдної сторiнки ejudge i вiдправити на перевiрку. Правила запису виразу: мо-
жна використовувати цiлi десятковi чи́сла, арифметичнi дiї “+” (плюс), “-” (мiнус), “*” (множен-
ня), “/” (дiлення дробове, наприклад, 17/5=3,4), “//” (дiлення цiлочисельне, наприклад, 17//5=3),
круглi дужки “(” та “)” для групування та змiни порядку дiй. Дозволяються пропуски (пробiли),
але не всере́динi чисел. Множення треба писати явною зiрочкою.
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Наприклад: можна здати вираз k1+k2+k3*k4 i отримати 20 балiв з 200, бо вiн неправильний,
але все ж iнодi вiдповiдь випадково збiгається з правильною. А «цiлком аналогiчнi» вирази a+b+c*d та
k1+k2+k3k4 будуть оцiненi на 0 балiв кожен, бо змiннi повиннi називатися так, як вказано, а множення
треба писати зiрочкою, не пропускаючи.

Вкажемо також, що при k1= k2= k3= 2, k4= 1 кiлькiсть способiв дорiвнює 6, i цими шiстьма
способами є:
� 1-й зi способiв 𝐴→𝐶, єдиний спосiб 𝐶→𝐷;
� 2-й зi способiв 𝐴→𝐶, єдиний спосiб 𝐶→𝐷;
� 1-й зi способiв 𝐴→𝐵, 1-й зi способiв 𝐵→𝐶, єдиний спосiб 𝐶→𝐷;
� 1-й зi способiв 𝐴→𝐵, 2-й зi способiв 𝐵→𝐶, єдиний спосiб 𝐶→𝐷;
� 2-й зi способiв 𝐴→𝐵, 1-й зi способiв 𝐵→𝐶, єдиний спосiб 𝐶→𝐷;
� 2-й зi способiв 𝐴→𝐵, 2-й зi способiв 𝐵→𝐶, єдиний спосiб 𝐶→𝐷.

Розбiр задачi. Спочатку розглянемо способи дiстатися з 𝐴
до 𝐶. З наведеного прикладу-перелiку видно, що кожен iз рейсiв з 𝐴
у 𝐵 можна поєднувати з кожним iз рейсiв з 𝐵 у 𝐶, тому треба множити
𝑘1 · 𝑘2; до цих способiв слiд додати 𝑘3 безпосереднiх рейсiв з 𝐴 у 𝐶, бо з 𝐴 до 𝐶 можна добиратися або
через 𝐵, або прямим рейсом. Так отримуємо 𝑘1·𝑘2+ 𝑘3. Далi, кожен з цих способiв можна поєднувати
з кожним з рейсiв iз 𝐶 у 𝐷. Отже, остаточна вiдповiдь: (k1*k2+k3)*k4.

Задача B. «Вiдтинання квадратiв»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 0,5 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Вiд заданого прямокутника розмiром 𝐴 × 𝐵 (натуральнi чи́сла) щоразу вiдрiзається квадрат
найбiльшого розмiру. Знайти число таких квадратiв.

Вхiднi данi. Два рядки, кожен з яких мiстить єдине натуральне число: у першому рядку 𝐴,
тобто розмiр по висотi; у дру́гому рядку 𝐵, тобто розмiр по ширинi. Обмеження на значення 𝐴, 𝐵
див. далi.

Результати. Єдине число — кiлькiсть квадратiв.

Приклади:
Вхiд Рез-ти

12

8

3

Вхiд Рез-ти

2018

2018

1

Вхiд Рез-ти

17

42

12

Примiтки. У першому тестi маємо ситуацiю з рисунку: спочатку вiдрiзають квадрат
8×8 i лишається 4×8, потiм вiдрiзають квадрат 4×4 i лишається 4×4, що i є останнiм третiм
квадратом. У дру́гому тестi вiдразу маємо квадрат, вiдрiзати взагалi не доводиться, але один
квадрат (початковий) все-таки є.

Оцiнювання. В цiй задачi тести перевiряються й оцiнюються незалежно. Половина балiв
припадає на тести, в яких обидва розмiри вiд 1 до 100. Iнша половина — на тести, в яких бiльший-
або-рiвний iз розмiрiв вiд 1000 до 109 (мiльярда), а менший-або-рiвний вiд 1 до бiльшого-або-рiвного.

Здавати треба одну програму, а не двi; Вас просто iнформують, у скiлькох тестах якi обмеже-
ння на розмiри.

Розбiр задачi. Для отримання 75% балiв досить реалiзувати вiд- res:=1;
while a<>b do begin

if a>b then a:=a-b
else b:=b-a;

res:=res+1
end

тинання квадратiв один за одним «в лоб», наприклад, так, як праворуч:
iнiцiалiзуємо змiнну, де накопичуватиметься результат, одиницею, бо ко-
лись буде останнiй квадрат, який вже не розрiзатиметься, але рахувати-
меться; поки прямокутник не став квадратом, вiдрiзаємо квадрат (шляхом
зменшення бiльшої зi змiнних на значення меншої) i додаємо одиничку до кiлькостi квадратiв.

Само собою, в наведеному кодi мається на увазi, що всi змiннi цiлочисельнi 32-бiтовi (або
64-бiтовi), див. також стор. 13.

Але при деяких вхiдних даних це надто довго працює. Скажiмо, при 𝐴=1, 𝐵=109 буде аж
мiльярд iтерацiй. А при, наприклад, 𝐴=999 999 998, 𝐵=5 iтерацiй трохи менше, але теж дуже багато,
i при цьому пiсля дуже багатьох вiдтинань по 5×5 будуть ще кiлька вiдтинань менших квадратiв.
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Легко бачити, що настiльки велика кiлькiсть вiдтинань виникає, коли одне зi значень 𝐴, 𝐵
дуже велике, а iнше досить мале́. Тодi кiлькiсть усiх квадратiв однакового розмiру (що вiдтинаються
пiдряд) може бути обчислена цiлочисельним дiленням (a div b при 𝑎> 𝑏, або b div a при 𝑎< 𝑏); вiд
сторони, що до всiх цих вiднiмань була бiльшою, залишиться a mod b (якщо було 𝑎> 𝑏) або b mod a

(якщо було 𝑎< 𝑏). (“div” та “mod” — позначення Pascal; div у Python3 позначається “//”, бiльшiстю
решти мов — “/” за умови цiлочисельностi аргументiв; mod бiльшiстю мов позначається “%”.)

Так що попереднiй код слiд модифiкувати, замiнивши вiднiмання res:=0;
while (a>0)and(b>0) do

if a>=b then begin
res:=res + a div b;
a:=a mod b

end else begin
res:=res + b div a;
b:=b mod a

end

на mod, а додавання одинички — на додавання результату div. Через це,
доводиться також змiнити умову продовження циклу з «ще не квадрат»
на «ще лишилось щось ненульове», а iнiцiалiзацiю з res:=1 на res:=0,
бо останнiй квадрат тепер теж враховується при обчисленнi div.

Насамкiнець, усi цi вiдрiзання квадратiв вiдбуваються так само, як
працює алгоритм Евклiда. Так що, якщо знати цей алгоритм (особливо,
якщо обидвi його версiї — «класичну» та «сучасну»), легше i здогадати-
ся про замiну вiднiмання на mod, i згадати, що кiлькiсть iтерацiй не перевищує 2+ log𝜙min(𝐴,𝐵), де

𝜙=
√
5+1
2 ≈ 1,618 є основою золотого перерiзу (отже, при 𝐴, 𝐵 до 109, кiлькiсть iтерацiй менша 50).
plus 2in

Задача C. «Остання ненульова цифра»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 128 мегабайтiв

Для натуральних (цiлих строго додатних) чисел, факторiал можна отримати як добуток 𝑁 ! =
= 1×2×· · ·×𝑁. Напишiть програму, що знаходитиме останню ненульову цифру факторiала введеного
натурального числа́.

Вхiднi данi. Єдине натуральне число 𝑁 (16𝑁 6 2018019).
Результати. Остання ненульова цифра числа 𝑁 !.

Приклади:
Вхiд Рез-ти

4 4

Вхiд Рез-ти

6 2

Вхiд Рез-ти

7 4

Примiтки. 4! = 1×2×3×4 = 24, останньою ненульовою цифрою є 4.
6! = 1×2×3×4×5×6 = 720, останньою ненульовою цифрою є 2.
7! = 1×2×3×4×5×6×7 = 5040, останньою ненульовою цифрою є 4.
Оцiнювання. Тести з умови не приносять балiв. Тести з рештою 20 значеннями з промiжку

16𝑁 6 23 приносять по 2% балiв кожен (сумарно 40%). Решта 60% балiв подiленi порiвну (по 10%)
мiж такими шiстьма блоками: два блоки з обмеженнями 256𝑁 6 555, два з обмеженнями 12346𝑁 6
6 54321 та два з обмеженнями 1234566𝑁 6 2018019. Для кожного з блокiв, бали нараховуються,
лише якщо успiшно пройдено всi тести цього блоку. Блоки оцiнюються незалежно один вiд одного.

Здавати треба одну програму, а не рiзнi програми для рiзних випадкiв; головна мета цього
опису блокiв — не даючи всiх деталей використаних тестiв, дати приблизне уявлення про них.

Розбiр задачi. Чому очевидний пiдхiд набирає так мало балiв? Справдi обчи-
слювати сам факторiал i шукати його останню ненульову цифру — формально правильно, але набирає
дуже мало балiв. Факторiал дуже швидко зростає: 8!= 40 320 вже не помiщається у 16-бiтовий зна-
ковий цiлий тип, 13!= 6 227 020 800 — у 32-бiтовий, 21!= 51 090 942 171 709 440 000 — у 64-бiтовий.
Так що для мов програмування, в яких найбiльшим цiлочисельним типом є 64-бiтовий, цей пiдхiд
правильний лише для 𝑁 6 20.

Межу 𝑁 6 20 можна збiльшити до 𝑁 6 23, якщо щоразу, коли додається нуль наприкiнцi, тут
же вiдкидати його: 1 ×2−−→ 2

×3−−→ 6
×4−−→ 24

×5−−→
/10

12
×6−−→ 72

×7−−→ 504
×8−−→ 4032

×9−−→ 36288
×10−−→
/10

36288
×11−−→ . . .

Деякi з дозволених на олiмпiадi мов програмування мають вбудовану довгу арифметику, тобто
вмiють працювати зi значно бiльшими цiлими числами: Python — просто; Java — через бiблiотечний
тип BigInteger. (C# теж має тип BigInteger, але там усе сумнiше, бо засоби, якими BigInteger
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пiдключається на локальному Windows-комп’ютерi, не працюють на Linux-серверi ejudge, i авторам
збiрника невiдомо нi як їх пiдключити там, нi, навiть, чи можливо це взагалi.) Використання довгої
арифметики (байдуже, готової чи написаної власноруч) дозволяє дещо розширити дiапазон 𝑁 , але
недостатньо: з нею повиннi проходити не лише всi тести з 𝑁 6 23, а й усi блоки тестiв з 𝑁 6 555.
А подальшi блоки повиннi не проходити: наприклад, 50000! має понад 200 тис. десяткових цифр, так
що обчислення не мають шансiв помiститися в обмеження за часом.

То що ж робити? Раз питають лише останню ненульову цифру, нема потреби обчислювати
та зберiгати всi цифри факторiалiв. Але це й не класична «модульна арифметика» (в якiй досить
зберiгати лише останню цифру), бо питають останню ненульову, кiлькiсть нулiв наприкiнцi 𝑁 ! зi
зростанням 𝑁 час вiд часу збiльшується, й потрiбний розряд час вiд часу зсувається: при 16𝑁 6 4
це розряд одиниць (остання цифра), при 56𝑁 6 9 — розряд десяткiв (передостання цифра), тощо.

Спробуємо з’ясувати, коли скiльки нулiв додається наприкiнцi факторiалу. Важливо, що роз-
глядаємо са́ме десяткову систему числення (10 = 21 · 51) i са́ме 𝑁 ! = 1× 2× . . . ×𝑁 . Яке б не було
число вигляду 5𝑎 × 𝑏, число 2𝑎 × 𝑏 (при тих самих додатних 𝑎, 𝑏) iснує i менше 5𝑎 × 𝑏. Так що,
при послiдовному домноженнi (1× 2× . . . × (𝑁−1))×𝑁 , на кожну п’ятiрку, скiльки б їх не було в
розкладеннi 𝑁 , «вже чека́є» вiдповiдна кiлькiсть двiйок, наявних у розкладеннi (𝑁−1)! i ще не ви-
користаних iншими п’ятiрками. Так що кожне число, яке можна подати як 5𝑎 × 𝑏 (де 𝑏 не кратне 5)
додає наприкiнцi факторiала рiвно 𝑎 нулiв.

Спосiб №1 отримати повнi бали (крiм Python). Оскiльки 59=1953 125< 2 018 019<
< 9 765 625=510, за одне домноження з’являтиметься щонайбiльше дев’ять нулiв. I нiщо не заважає
поєднати такi iдеї: (1) вiдкидати нулi наприкiнцi, як тiльки вони з’являються; (2) зберiгати (у 64-бi-

товiй змiннiй) останнi 10–12 десяткових цифр. Якось так: 1 ×2−−→ 2
×3−−→ 6

×4−−→ 24
×5−−→
/10

12
×6−−→ 72

×7−−→
×7−−→ 504

×8−−→ 4032
×9−−→ 36288

×10−−→
/10

36288
×11−−→ 399168

×12−−→ 4790016
×13−−→ 62270208

×14−−→ 871782912
×15−−→
/10

×15−−→
/10

1307674368
×16−−−−−−→

mod 1010
922789888

×17−−−−−−→
mod 1010

5687428096
×18−−−−−−→

mod 1010
2373705728

×19−−−−−−→
mod 1010

×19−−−−−−→
mod 1010

5100408832
×20−−−−−−−−−−→

/10, mod 1010
200817664

×21−−→ 4217170944
×22−−−−−−→

mod 1010
2777760768

×23−−−−−−→
mod 1010

×23−−−−−−→
mod 1010

3888497664
×24−−−−−−→

mod 1010
3323943936

×25−−−→
/100

830985984
×26−−−−−−→

mod 1010
1605635584

×27−−−−−−→
mod 1010

. . .

Для 𝑁 < 510, 10–12 цифр водночас i досить багато, щоб не втратити зразу всi ненульовi цифри,
i досить мало, щоб при черговому домноженнi нiколи не виникало переповнення 64-бiтового типу.

Спосiб №2 отримати повнi бали (крiм Python). Вже вiдзначено, що класична модуль-
на арифметика (зберiгати лише останню цифру) незастосовна, бо питають останню ненульову, й
потрiбний розряд час вiд часу зсувається. Але можна помiтити, що раз кiлькiсть нулiв наприкiнцi ви-
значається кiлькiстю п’ятiрок, то, прибравши з 𝑁 ! вiдповiдну кiлькiсть п’ятiрок i таку саму кiлькiсть
двiйок, отримаємо якраз факторiал крiм нулiв наприкiнцi; для цього факторiала крiм нулiв наприкiнцi
можна зберiгати й обчислювати саму́ лише останню цифру.

Конкретнiше, будемо при обчисленнi 1× 2× . . . × 𝑖× . . . «виймати» з кожного числа́ всi
множники 2 та 5, i рахувати окремо останню цифру добутку всього, крiм «вийнятих» двiйок та
п’ятiрок, окремо рiзницю кiлькостей «вийнятих» (на скiльки двiйок бiльше, нiж п’ятiрок). Якось так:

Було Множимо на Коментар Стає
1 0 2 = 21 · 50 · 1 двiйок стає на одну бiльше 1 1
1 1 3 = 20 · 50 · 3 кiлькостi двiйок та п’ятiрок незмiннi, добуток решти домножується на 3 3 1
3 1 4 = 22 · 50 · 1 двiйок стає на двi бiльше 3 3

3 3 5 = 20 · 51 · 1 «зайвих» двiйок стає на одну менше, бо одна двiйка «зв’язується»
п’ятiркою 3 2

3 2 6 = 21 · 50 · 3 i двiйок стає на одну бiльше, i добуток решти домножується на 3 9 3

9 3 7 = 21 · 50 · 7 кiлькостi двiйок та п’ятiрок незмiннi, добуток решти домножується на 7,
зберiгаємо з 63 лише останню цифру 3 3 3

3 3 8 = 23 · 50 · 1 двiйок стає на три бiльше 3 6
3 6 9 = 20 · 50 · 9 7 6
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Було Множимо на Коментар Стає
7 6 10 = 21 · 51 · 1 додаються одна двiйка й одна п’ятiрка, рiзниця кiлькостей незмiнна 7 6
7 6 11 = 20 · 50 · 11 7 6
7 6 12 = 22 · 50 · 3 1 8
1 8 13 = 20 · 50 · 13 3 8
3 8 14 = 21 · 50 · 7 1 9

1 9 15 = 20 · 51 · 3 «зайвих» двiйок стає на одну менше, бо одна двiйка «зв’язується»
п’ятiркою; крiм того, добуток решти домножується на 3 3 8

I так далi. Дорахувавши до множника 𝑁 (включно), знаємо останню цифру «𝑁 ! без двiйок
та п’ятiрок» (позначимо як 𝑑) та кiлькiсть «вiльних» (не «зв’язаних» п’ятiрками) двiйок (позначимо
як 𝑘). Остато́чна вiдповiдь може бути виражена як (𝑑·2𝑘) mod 10=

(︀
𝑑·(2𝑘 mod 10)

)︀
mod 10. Врахову-

ючи, що 20=1, 21=2, 22=4, 23=8, 24=16, 25=32, 26=64, 27=128, 28=256, . . . , тобто при 𝑘 > 0
останнi цифри циклiчно повторюються, велике 𝑘 можна замiнити на (𝑘 mod 4)+4, що дає можли-
вiсть обчислювати 2𝑘 mod 10 за Θ(1). Втiм, це мало на що впливає, бо основний процес домножень
(iз «вийманням» з кожного числа́ двiйок та п’ятiрок) значно довший.

Який з цих способiв кращий? Важко сказати. Вони обидва мають складнiсть Θ(𝑁). (Може
здатися, нiби для дру́гого є ще внутрiшнi цикли «викидання» двiйок i п’ятiрок, якi дають додатковий
множник log𝑁 ; але це не так. Наприклад, сумарну кiлькiсть iтерацiй, якi шукають двiйки, можна
виразити як 𝑁 div 2 + 𝑁 div 22+ . . . + 𝑁 div 2𝑘, де 𝑘= ⌊log2𝑁⌋; див. аргументацiю формули (1)
на стор. 19. Формула суми геометричної прогресiї каже, що ця сума менша 𝑁 .) При вказаних обме-
женнях, обидва цi способи гарантовано проходять усi тести (всiма доступними на олiмпiадi мовами
програмування, крiм Python; див. наступний абзац). Теоретичний недолiк першого способу — якби
дозволялися значення 𝑁 > 511≈ 48,8 млн, то 64-бiтового типу вже було б недостатньо, щоб задо-
вольнити обидвi вимоги «не втратити зразу всi ненульовi цифри» та «не утворювати переповнень»;
дру́гому ж способу цiлком достатньо як 64-бiтового, так i навiть 32-бiтового типу аж до 𝑁 ≈ 231

9 ≈
≈ 238 млн (але при 𝑁 ≈ 108 обчислення вже тривали б десятки секунд).

Навiщо скривдили Python? Вiн сам себе скривдив. Програмам усiма мовами програмуван-
ня видiлявся однаковий лiмiт часу. Але для розрахункiв, вжитих в обох цих способах, Python виявився
значно повiльнiшим не лише за традицiйно швидкi мови g++ та fpc, а також i за вiдносно повiльнi
java, pasabc-linux та mcs. Враховуючи цю об’єктивну i значну рiзницю швидкодiї, перед туром було
прийняте свiдоме рiшення змиритися з тим, що реалiзацiї одного алгоритму рiзними мовами набира-
ють рiзнi бали. З точки зору правил та традицiй Всеукраїнської олiмпiади з iнформатики, це погано,
але в такого роду виключних випадках допускається. До того ж, у цiй самiй задачi Python дозволяв
отримати бали за тести вигляду 256𝑁 6 555, пишучи «лобовий» розв’язок i взагалi не замислюю-
чись над тим, що така програма використовує довгу арифметику. Учасники, що вмiють писати лише
на Pascal чи C++, такої можливостi не мали, i їм це нiяк не компенсувалося. Тож Python виграє́
в одному, програє́ в iншому, й навряд чи було б справедливiшим надавати йому додатковi переваги,
збiльшуючи лiмiт часу. Тим па́че, що iснує ще наступний спосiб.

Спосiб №3 отримати повнi бали (включно з Python). Обмеження 𝑁 6 2 018 019 пiдби-
ралося пiд те, щоб переважною бiльшiстю мов працювали й набирали повний бал способи 1–2. Але
задачу можна розв’язати ще значно ефективнiше, якщо правильно модифiкувати початий у спосо-
бi № 2 пiдхiд «двiйки компенсують п’ятiрки, для решти рахуємо останню цифру». Вважаємо гаранто-
ваним 𝑁 > 10, бо для 𝑁 < 10 можна написати окремий if, щоб рахувати «в лоб». Видiлимо окремо
множники, кратнi 5, окремо решту, причому решту розiб’ємо на групи згiдно десяткiв. Наприклад,
для 37! буде так: (1×2×3×4×6×7×8×9) × (5×10) × (11×12×13×14×16×17×18×19) × (15×20) ×
× (21×22×23×24×26×27×28×29) × (25×30) × (31×32×33×34×36×37) × (35). Добуток (5×10) ×
× (15×20) × (25×30) × (35) можна подати як ((5·1)× (5·2))× ((5·3)× (5·4))× ((5·5)× (5·6))×
× (5·7) = 57× 7!. (Важливо, що з кожного числа́, кратного 5, видiляється рiвно одна п’ятiрка, на-
вiть якщо, як з 25, їх можна було б видiлити бiльше.) Так можна робити й при iнших 𝑁 , отримуючи
5𝑁div5× (𝑁 div 5)!. Тобто, з початкової задачi для𝑁 ! можна видiлити таку саму задачу для (𝑁 div 5)!,
i при цьому решта множникiв подiленi на бiльш-менш зручнi групи по 8 з кожного десятку (в остан-
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нiй групi, й лише у нiй, може бути менше). Тож будемо окремо заново розв’язувати всю задачу для
(𝑁 div 5)!, i окремо компенсувати п’ятiрки, зiбранi в 5𝑁div5, двiйками з решти добуткiв.

Тобто, (𝑁 div 5) двiйок треба «вийняти» з тих решти добуткiв. I мiркувати «щоб вийняти
множник з добутку, подiлимо цей добуток на цей множник» тут не можна, бо в модульнiй арифметицi
це часто не так. Наприклад, 26 mod 10 = 6 = 56 mod 10, тобто з точки зору остач за модулем 10
чи́сла 26 та 56 однаковiсiнькi, але 26

2 mod 10 = 13 mod 10 = 3 ̸= 8 = 28 mod 10 = 56
2 mod 10).

Спробуємо компенсувати двi п’ятiрки з (5×10) двома двiйками, «вийнятими» з (1×2×3×4×
× 6×7×8×9), двi п’ятiрки з (15×20) двома двiйками з (11×12×13×14× 16×17×18×19), тощо. До
того, що остання група може бути неповна, повернемося пiзнiше. Тим, що в кожних таких 8-множни-
кових дужках можна знайти бiльше, нiж двi, двiйки, знехтуємо: їх бiльше, але «вийматимемо» двi.

Вiзьмемо число, що закiнчується цифрою 2, та число, що закiнчується цифрою 4, й «вийме-
мо» з кожного по однiй двiйцi, подiливши кожне окремо на 2 (дiлимо сам́i чи́сла, не остачi). Можуть
бути рiвно два випадки: або цi чи́сла являють собою 20𝑘+2 та 20𝑘+4, або 20𝑘+12 та 20𝑘+14;
у першому випадку пiсля дiлень виходить 10𝑘+1 та 10𝑘+2, у дру́гому 10𝑘+6 та 10𝑘+7. Оскiльки
в межах цих 8-множникових дужок бiльше не треба дiлень, можна вертатися до модульної арифме-
тики, вiдкидати 10𝑘 i казати, що 1×2=2 та 6×7=42 закiнчуються на однакову цифру 2. Лишається
домножити це 2 на останнi цифри решти шести множникiв у дужках (1, 3, 6, 7, 8, 9), i отримати,
що остання цифра добутку (пiсля «виймання» двох двiйок) дорiвнює (2 · 1 · 3 · 6 · 7 · 8 · 9) mod 10=4.
Остання цифра загального добутку всiх 𝑁 div 10 штук таких дужок рiвна 4𝑁div10 mod 10. Оскiльки
41=4, 42=16, 43=64, 44=256, . . . , а розглядаємо випадок 𝑁 > 10, тобто (𝑁 div 10)> 1, значення
4𝑁div10 mod 10 можна знайти якось у стилi if ((N div 10) mod 2) = 1 then a:=4 else a:=6.

Повернемось до врахування того, що при 𝑁 mod 10 ̸=0 iснує ще остання дужка, яка рахується
не за тими правилами, що решта дужок. Якщо 16𝑁 mod 106 4, то цiй дужцi не треба компенсовува-
ти нiяку п’ятiрку, можна просто перемножити в модульнiй арифметицi останнi цифри; iнакше кажучи,
(𝑁 mod 10)! mod 10. Якщо ж 56𝑁 mod 106 9, то треба компенсувати рiвно одну п’ятiрку. (Навiть
якщо число останнього неповного десятку, що закiнчується на 5, кратне деякому 5𝑘 при бiльшому 𝑘,
то всi п’ятiрки, крiм однiєї, перейшли у (𝑁 div 5)!.) Подiлимо на 2 число, що закiнчується цифрою 2;
можливi рiвно два випадки: або воно вигляду 20𝑘+2, або 20𝑘+12; у першому отримуємо 10𝑘+1,
у дру́гому 10𝑘+6; бiльше дiлень не треба, можна вертатися до модульної арифметики. Точно треба
домножити на 3 та 4 (бо розглядаємо випадок 56𝑁 mod 106 9); отримуємо або (1×3×4) mod 10 =
= 12 mod 10 = 2, або (6×3×4) mod 10 = 72 mod 10 = 2, тобто в обох випадках 2. Множити на 5
не треба й не можна, ця п’ятiрка вже врахована iншими засобами. Лишається тiльки домножити в
модульнiй арифметицi на 6, 7, . . . , 𝑁 mod 10 (зокрема, при 𝑁 mod 10=5, не домножувати нi на що).

Дiї попереднього абзацу насправдi рiвносильнi таким: «порахувати “в лоб” (𝑁 mod 10)!; якщо
кратний 10, подiлити на 10; взяти останню цифру». Це навiть простiше писати. Але неясно, як строго
доводити правильнiсть цього, не спираючись на попереднiй абзац.

Само собою, треба помножити (в модульнiй арифметицi) результат (поза)минулого абзаца на
ранiше отриманий (рiвний або 4, або 6) результат 4𝑁div10 mod 10, а також домножити (в модульнiй
арифметицi) цей добуток на (𝑁 div 5)! mod 10, розв’язавши всю задачу заново з аргументом 𝑁 div 5
замiсть 𝑁 . Це повторюватиметься приблизно log5𝑁 разiв. Що й задає асимптотичну оцiнку всього
ро́зв’язку Θ(log𝑁), бо все iнше виконується за Θ(1) (щось if-ом, щось циклом, але з дуже малою
кiлькiстю iтерацiй). Так що задачу в принципi можна було давати i для значно бiльших 𝑁 . Втiм, вона
i з обмеженням 𝑁 6 2 018 019 виявилася дещо заскладною для переважної бiльшостi учасникiв.

Задача D. «Палички, хто переможе?»

Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек
Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 128 мегабайтiв

Є одна купка, яка спочатку мiстить 𝑁 паличок. Двоє грають у таку гру. Спочатку перший
може забрати з купки або 1, або 2 палички. На кожному подальшому ходi кожен з гравцiв може
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забрати будь-яку кiлькiсть паличок вiд 1 до подвоєної кiлькостi, щойно забраної суперником (обидвi
межi включно). Iнших варiантiв ходу нема. Ходять гравцi по черзi, пропускати хiд не можна. Виграє
той, хто забирає останню паличку (можливо, разом з деякими iншими).

Напишiть програму, яка визначатиме, хто виграє при правиль-
нiй грi обох гравцiв. Iншими словами, хто з гравцiв може забезпечити
собi виграш, хоч би як не грав iнший.

Вхiднi данi. Єдине цiле число 𝑁 — початкова кiлькiсть пали-
чок у купцi (26𝑁 6 1234567).

Результати. Єдине цiле число, або 1 (якщо перший гравець
може забезпечити собi виграш, як би не грав дру́гий), або 2 (якщо
дру́гий, як би не грав перший).

Приклади:
Вхiднi данi Результати

2 1

3 2

4 1

5 2

1024 2

Примiтка. Цi приклади частково поясненi також у прикладах до наступної задачi.

Оцiнювання. 1-й блок (тести 1–5) мiстить тести з умови, перевiряється завжди, але безпосе-
редньо не оцiнюється. 2-й блок (тести 6–10) мiстить усi значення з дiапазону 66𝑁 6 10 i оцiнюється
у 30% балiв; перевiряється й оцiнюється завжди. 3-й блок (тести 11–20) має обмеження 116𝑁 6 100
й оцiнюється у 20% балiв; перевiряється й оцiнюється завжди. 4-й блок (тести 21–30) має обмеження
1016𝑁 6 1234 й оцiнюється у 20% балiв; перевiряється й оцiнюється завжди. 5-й блок (тести 31–40)
має обмеження 123456𝑁 6 43210 i оцiнюється у 15% балiв; перевiряється й оцiнюється, лише якщо
успiшно пройдено всi попереднi блоки. 6-й блок (тести 41–50) має обмеження 1234566𝑁 6 1234567 i
оцiнюється у 15% балiв; перевiряється й оцiнюється, лише якщо успiшно пройдено всi попереднi блоки.
Для кожного окремо взятого блоку, бали нараховуються, лише якщо успiшно пройдено всi тести блоку.

Розбiр задачi. Хоч ця та наступна задачi схожi з задачею «Палички» зi стор. 83–85, вони
значно складнiшi. Там аналiз виграшностi зводився до дуже простої ознаки «чи кiлькiсть паличок
кратна 4?». А тут простої ознаки не виходить, i треба думати, спочатку — як пристосувати до цiєї
задачi загальнi правила перевiрки виграшностi, потiм — як це суттєво оптимiзувати.

Нагадаємо, що позицiя виграшна, коли той, кому вона дiсталася, або самим цим фактом вже
виграв, або має хоча б один хiд у програшну. Iншими словами: якщо гравець знає, який це хiд (або
якi це ходи), i використає са́ме його (або один з них), то супернику дiстанеться програшна позицiя.
Аналогiчно, позицiя програшна, коли той, кому вона дiсталася, або самим цим фактом вже програв,
або абсолютно всi його ходи ведуть у виграшнi позицiї. Iншими словами: хоч би як добре гравець
не вмiв грати, вiн не має нiяких iнших ходiв, крiм як походити в таку позицiю, що починаючи з неї
суперник може виграти.

Кожна позицiя або виграшна, або програшна; не може бути нi третього варiанту, нi поєднання
обох цих варiантiв для однiєї позицiї. (Охочi можуть знайти в лiтературi чи Iнтернетi доведення цього
твердження. Воно правильне не для абсолютно всiх iгор, але достатньо (одночасного) виконання
таких умов: гравцiв двоє; гравцi мають повну iнформацiю про правила гри; гравцi мають повну
iнформацiю про поточну позицiю гри; гравцi вибирають ходи з заранi вiдомих можливостей, i цi
можливостi не залежать нi вiд чого, крiм поточної позицiї; гра завершується перемогою одного з
гравцiв i поразкою iншого, нема нi нiчиїх, нi числового вираження, «наскiльки програв»; кiлькiсть
позицiй гри скiнче́нна; гра не може зациклюватися, багатократно проходячи через тi са́мi позицiї.)

З усього цього випливає, що позицiєю цiєї гри не можна вважати кiлькiсть паличок. Хоча б
тому́, що в перших двох прикладах наступної задачi показано неможливiсть виграти, ходячи першим
при 𝑁 =3, а в останньому прикладi наступної задачi суперник забирає всi три палички одним ходом
i виграє́. Це суперечить умовi «гравцi вибирають ходи з заранi вiдомих можливостей, i цi можливостi
не залежать нi вiд чого, крiм поточної позицiї».

Позицiєю цiєї гри можна i варто вважати пару «кiлькiсть паличок, що лишилися у купцi; кiль-
кiсть паличок, забраних на наразi останньому ходi». Причому, хоча на початку гри «наразi останнього
ходу» не було, дозволенi ходи (забирати або одну, або двi палички) такi са́мi, якi були б, якби щойно
забрали одну паличку й лишилося 𝑁 . Тож початковою є позицiя (𝑁 ; 1); якщо 1-й гравець забирає
одну паличку, то 2-му дiстається позицiя (𝑁−1; 1), а якщо двi, то позицiя (𝑁−2; 2). I так далi.
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На перший погляд, висновок «позицiєю слiд вважати пару . . . » украй погано поєднується з
обмеженнями задачi: якщо 𝑁 ≈ 1234567, а позицiєю є пара, то кiлькiсть позицiй перевищує 1012/4,
що не вкладеться нi в обмеження пам’ятi, нi в обмеження часу. Але дослiдити, що вийде, якщо за-
програмувати стандартний аналiз виграшностi/програшностi для позицiй-пар, варто. Хоча б тому, що
така са́ма гра розглядається й у наступнiй задачi, а там обмеження меншi. Але варто було б, навiть
якби наступної задачi взагалi не було. Накрайняк, навiть неефективну правильну програму можна
здати, щоб отримати бали хоча б за деякi з блокiв. Але є й важливiша причина: буває, що ручний
аналiз результатiв, згенерованих менш ефективним розв’язком, дозволяє помiтити деякi особливо-
стi, на основi яких можна придумати бiльш ефективний розв’язок. Так що дивимося на сукупностi
виграшних/програшних позицiй, зображенi внизу цiєї сторiнки.

Зобразимо всi позицiї для початкових
кiлькостей паличок 5 (верхня дiаграма) та 12
(нижня). Позначимо позицiї круже́чками й роз-
мiстимо так, щоб стовпчики вiдповiдали кiлько-

стi паличок, що лишилися, рядки́ —
кiлькостi паличок, забра-

них на останньому
ходi. Лiтери у круже́чках позначають, виграшна (Win) позицiя чи

програшна (Lose). Жирнi стр́iлки позначають переходи, якi
ведуть до програшних позицiй i тим забезпечують ви-

грашнiсть; пунктирнi — iншi переходи. Верхня дiа-
грама є частиною (лiвою нижньою) нижньої;

це природньо, бо раз подальшi ходи з по-
зицiї не залежать вiд того, як потра-

пили в цю позицiю, то не за-
лежить i виграшнiсть/про-
грашнiсть.
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Далi зображено самi позначки W/L (без стр́iлок) для ще бiльшої кiлькостi позицiй, та вказано
мiнiмальнi 𝑠, починаючи з яких позицiї стають виграшними.
17 | L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W
16 | L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W
15 | L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W
14 | L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W
13 | L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W
12 | L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W
11 | L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W
10 | L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W
9 | L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W
8 | L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W
7 | L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W
6 | L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W|W|W|W|W|W| L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W
5 | L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W|W|W|W|W|W| L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W
4 | L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W|W|W|W|W|W| L |W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W|W| L |W|W
3 | L |W|W|W|W|W|W|W| L |W|W|W|W| L |W|W|W|W|W|W|W| L |W|W|W|W|W|W|W| L |W|W|W|W| L |W|W
2 | L |W|W|W|W| L |W|W| L |W|W|W|W| L |W|W|W|W| L |W|W| L |W|W|W|W| L |W|W| L |W|W|W|W| L |W|W
1 | L |W|W| L |W| L |W|W| L |W|W| L |W| L |W|W| L |W| L |W|W| L |W|W| L |W| L |W|W| L |W|W| L |W| L |W|W
𝑠/𝑛 | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|26|27|28|29|30|31|32|33|34|35|36
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значення 𝑠, починаючи з якого всi позицiї при поточному 𝑛 виграшнi
|∞| 1 | 1 | 2 | 1 | 3 | 1 | 1 | 4 | 1 | 1 | 2 | 1 | 7 | 1 | 1 | 2 | 1 | 3 | 1 | 1 |11| 1 | 1 | 2 | 1 | 3 | 1 | 1 | 4 | 1 | 1 | 2 | 1 |17| 1 | 1
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Легко помiтити, що позицiї (0; 𝑠) програшнi при всiх 𝑠, бо 𝑛=0 означає, що позицiя дiстається
пiсля того, як суперник вже забрав останню паличку i виграв. Також легко помiтити, що у випадку
𝑛> 0 всi позицiї (𝑛; 𝑠) при 𝑠> 𝑛

2 виграшнi (бо при 𝑠> 𝑛
2 можна забрати всi палички за один хiд)

А ще можна помiтити таке: якщо деяка позицiя (𝑛⋆; 𝑠⋆) виграшна, то виграшнi й усi позицiї
(𝑛⋆; 𝑠) при тому самому 𝑛⋆ та 𝑠> 𝑠⋆ (на дiаграмах i в таблицi — кожен стовпчик (крiм 𝑛=0) або
складається з сами́х лише “W”, або має внизу скiнче́нну кiлькiсть “L”, а вище сам́i лише “W”).

Доведемо, що це не збiг обставин для са́ме цих позицiй, а так i є для всiх 𝑛> 0. Куди можна
пiти з позицiї (𝑛; 1)? Лише в (𝑛− 1; 1) (при всiх 𝑛> 0) та в (𝑛− 2; 2) (при 𝑛> 2). А куди з (𝑛; 2)?
При 𝑛6 2, в тi са́мi позицiї; при 𝑛> 3 до них додається (𝑛− 3; 3), а при 𝑛> 4 також (𝑛− 4; 4).
Порiвнюючи ходи з (𝑛; 2) та з (𝑛; 3), знов бачимо, що всi ходи з (𝑛; 2) лишаються допустимими, i до
них додаються (якщо 𝑛 досить велике) новi (𝑛− 5; 5) та (𝑛− 6; 6). I так для всiх збiльшень 𝑠 при
сталому 𝑛: всi старi ходи лишаються, i до них, можливо, додаються новi. В цiй грi, позицiя може бути
виграшною лише за рахунок того, що з неї iснує хiд у деяку програшну позицiю. Отже, раз цей самий
хiд можливий i при всiх бiльших 𝑠, всi позицiї з бiльшим 𝑠 при тому самому 𝑛 теж виграшнi.

Це дає ключ до такого розв’язку. Реалiзуємо стан- minWinS[0]:=round(2e9); // +∞
minWinS[1]:=1;
for i:=2 to N do

for s:=1 to (i+1) div 2 do
if (minWinS[i-(2*s-1)] > 2*s-1) or

(minWinS[i-2*s] > 2*s) then
begin // при цьому s вперше

// знайшли хiд у програшну
minWinS[i] := s; // позицiю
break // обриваємо внутрiшнiй
// цикл for s...

end // зовнiшнiй цикл for i...

// продовжується

дартний аналiз «позицiя виграшна, коли є хоча б один
хiд у програшну», але не зберiгаючи кожну пару (𝑛; 𝑠),
а подаючи iнформацiю в одновимiрному масивi minWinS
з дiапазоном iндексiв [0..𝑁] (обидвi межi включно), де
minWinS[i]=k означає, що всi позицiї (𝑖; 1), (𝑖; 2), . . . ,
(𝑖; 𝑘− 1) (якщо вони взагалi iснують, тобто 𝑘 > 1) програ-
шнi, а всi позицiї (𝑖; 𝑘), (𝑖; 𝑘+1), . . . виграшнi.

По сутi, останнiй рядок стор. 94 i є таким масивом.
Остато́чну вiдповiдь можна визначити так: якщо

minWinS[N]=1, то позицiя (𝑁 ; 1) виграшна (виграє 1-й
гравець), iнакше програшна (2-й).

Визначити асимптотичну складнiсть цього розв’язку важко. Дивтися на верхню межу вну-
трiшнього циклу for s:=1 to (i+1) div 2 do. . . i робити висновок про «завелику для 𝑁 ≈ 106

складнiсть 𝑂(𝑁2)» нема толку, бо хоч цю межу й пiдiбрано з осмисленого мiркування «при 2·s> i

вже можна забрати всi i паличок одним ходом, тож ще бiльшi 𝑠 не потрiбнi», фактично цей цикл
завжди обривається break-ом, i справжня кiлькiсть його iтерацiй незрозумiла. Експериментально,
складнiсть всього алгоритму схожа на Θ(𝑁 log𝑁) з малим константним множником. I цього досить,
щоб пройти всi тести всiх блокiв.

При бажаннi можна побудувати й ще значно ефективнiший алгоритм. Продовживши ана-
лiз таблицi з виграшними та програшними позицiями та/або масиву minWinS, можна помiтити, що
особливо великi значення у minWinS досягаються на iндексах, рiвних числам Фiбоначчi. Тож мо-
жна спробувати, що буде, якщо записувати значення 𝑁 у т. зв. «фiбоначчiєвiй системi числення»
(що це таке, зайдiть самостiйно), й отримати, що 2-й гравець може забезпечити собi виграш при тих
i тiльки для тих початкових значеннях 𝑁 , якi у фiбоначчiєвiй системi закiнчуються на хоча б два
нулi. Як це строго довести i чи можна це використати також i в наступнiй задачi (де значно бiльша
потреба працювати з 𝑠> 1), нехай залишиться за межами цього збiрника.

Насамкiнець, якщо визначити, що позицiями гри є пари (𝑛; 𝑠), але не помiтити властивiсть
«якщо деяка позицiя (𝑛⋆; 𝑠⋆) виграшна, то виграшнi й усi позицiї (𝑛⋆; 𝑠) при тому ж 𝑛⋆ та 𝑠> 𝑠⋆»,
може мати смисл реалiзувати стандартну перевiрку позицiй на виграшнiсть/програшнiсть рекурсiєю
iз запам’ятовуваннями, зберiгаючи результати вже переглянутих позицiй не у двовимiрному масивi,
а в map-i (в деяких мовах програмування це називається dictionary, в лiтературi поширена також
назва «асоцiативний масив»), ключами якого є такi пари (𝑛; 𝑠). При грамотнiй реалiзацiї (зокрема,
оголошувати позицiю виграшною, щойно знайшовши перший хiд у програшну, а не крутити цикл
завжди до кiнця) значна частина з Θ(𝑁2) позицiй, теоретично досяжних з позицiї (𝑁 ; 1), практично
не розглядаються, тож не потрапляють у map, тож такий розв’язок можна написати так, що вiн пройде
передостаннiй блок тестiв (123456𝑁 6 43210). Але пройти так останнiй блок, начебто, неможливо.
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Задача E. «Палички, iнтерактивна гра»

Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек
Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Суть гри в точностi та сама, що у попереднiй задачi.
Напишiть програму, яка iнтерактивно гратиме за першого гравця.
На початку, один раз, Ваша програма повинна прочитати одне цiле число в окремому рядку —

початкову кiлькiсть паличок 𝑁 (26𝑁612345). Потiм вона повинна повторювати такий цикл:
1. Вивести єдине число в окремому рядку — свiй хiд, тобто кiлькiсть паличок, якi вона зараз

забирає з купки. На першому ходi це повинно бути 1 або 2, на подальших — цiле число вiд 1
до подвоєної кiлькостi, щойно забраної програмою-суперницею, причому не бiльше за поточну
кiлькiсть паличок у купцi.

2. Якщо пiсля цього купка стає порожньою, вивести окремим рядком фразу “I won!” (без лапок,
символ-у-символ згiдно зразку) i завершити роботу.

3. Прочитати хiд програми-суперницi, тобто кiлькiсть паличок, якi вона зараз забирає з купки (єдине
число, в окремому рядку). Якщо Ваша програма правильно визначила, що гра не закiнчилася
i цей хiд вiдбудеться, то гарантовано, що вiн допустимий (число є цiлим вiд 1 до подвоєної
кiлькостi, щойно забраної Вашою програмою, i не перевищує поточну кiлькiсть паличок у купцi).

4. Якщо пiсля цього купка стає порожньою, вивести окремим рядком фразу “You won...” (без лапок,
символ-у-символ згiдно зразку) i завершити роботу.

Цi дiї повиннi повторюватися, доки якась iз програм-гравцiв не ви́грає. Програма-суперниця не виво-
дить фраз “I won!” / “You won...” чи якихось їх аналогiв.

Ця задача є iнтерактивною: Ваша програма не отримає всiх вхiдних даних на початку, а отри-
муватиме по мiрi виконання доуточнення, що залежатимуть вiд попереднiх дiй Вашої програми.
Тим не менш, ї ї перевiрка буде автоматичною, тому слiд чiтко дотримуватися формату спiлкува-
ння з програмою-суперницею.

Настiйливо рекомендується, щоб Ваша програма пiсля кожного свого виведення робила
дiю flush(output) (Pascal), вона ж cout.flush() (C++), вона ж fflush(stdout) (C), вона ж
sys.stdout.flush() (Python), вона ж System.out.flush() (Java). Це iстотно зменшує ризик,
що промiжна вiдповiдь «загубиться» десь по дорозi, не дiйшовши до програми-суперницi.

Оцiнювання. Тести оцiнюються кожен окремо (без блокiв). У 1-му тестi 𝑁 =3, у 2-му 𝑁 =5,
i цi тести не приносять балiв. Решта тестiв приносять однаковi бали. У 20% тестiв 26𝑁 6 25 (𝑁 ̸=3,
𝑁 ̸=5), програма-суперниця iдеальна (не робить помилок). Ще у 20%, 100<𝑁 6 1234, суперниця
iдеальна. Ще у 20%, 1234<𝑁 6 12345, суперниця iдеальна. Ще у 20%, 100<𝑁 6 1234, суперницi
iншi. Ще у 20%, 1234<𝑁 6 12345, суперницi iншi. Цi iншi програми-суперницi (їх кiлька рiзних)
роблять ходи, де гарантовано дотриманi вимоги «забирати лише вiд 1 палички до подвоєної щойно
забраної кiлькостi» та «забирати не бiльше паличок, нiж є у купцi», але дотримуються кожна власних
уявлень, як треба грати, частенько вибираючи не найкращий з допустимих ходiв.

Буде оцiнюватися i вмiння Вашої програми виграти там, де це точно можливо, i вмiння Вашої
програми достойно, згiдно правил, програти, де виграш неможливий, i вмiння Вашої програми ско-
ристатися (теж згiдно правил) помилками чи iншими неадекватностями програми-суперницi, якщо
такi будуть. Якщо Ваша програма програ́є там, де могла виграти, зате зробить це з дотриманням усiх
вимог, вiдповiдний тест буде оцiнено на 1 бал з 5. За будь-яке порушення правил гри з боку Вашої
програми, вiдповiдний тест буде оцiнено на 0 балiв.

Приклади:

Вхiднi данi Результати Примiтки

3

2
1

You won...

У купцi спочатку 3 палички. Ваша програма забирає одну,
лишається двi; програма-суперниця забирає обидвi й виграє.

3

1
2

You won...

Спробуємо забрати не одну, а двi з трьох паличок, тобто лишити
одну; програма-суперниця забирає її i теж виграє.
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Вхiднi данi Результати Примiтки

5

1

2

1

1

You won...

У купцi спочатку п’ять паличок.
Ваша програма забирає одну, лишається чотири;
програма-суперниця забирає одну, Вашiй програмi дiстається три
палички, й вона нiяк не може виграти з вищеописаних причин.

5

3
2

You won...

Спробуємо забрати двi з п’яти паличок (лишається три);
програма-суперниця забирає всi три (має право, бо Ваша
програма щойно взяла двi) й теж виграє.

Примiтки. (1) Всi наведенi послiдовностi ходiв є прикладами правильної гри. Ваша програма
не зобов’язана при рiзних запусках для однiєї початкової кiлькостi паличок робити рiзнi ходи. Але вона
має таке право. Якщо Ваша програма при рiзних запусках грає по-рiзному, система автоматичної
перевiрки не шукатиме нi найкращий, нi найгiрший з результатiв, а просто оцiнюватиме перший.
(2) Вводити/виводити порожнi рядки не треба; додатковi вертикальнi вiдступи у при́кладах зробленi
умовно, щоб краще було видно, хто коли ходить.

Розбiр задачi. Оскiльки гра та са́ма, що в попереднiй задачi, варто спиратися на тi са́мi ви-
грашнi та програшнi позицiї, що в попереднiй задачi; органiзацiя циклу «грати, доки хтось не виграє»,
елементарна й не потребує розгляду. Тож лишаються тiльки дрiбнi зауваження.

Чи краще визначити, якi позицiї виграшнi й якi програшнi, один раз на початку, чи переоб-
числювати на кожному ходi? Якщо раптом виграшнiсть/програшнiсть перевiряє згадана в самому
кiнцi розбору попередньої задачi рекурсiя з запам’ятовуваннями, то варто щоразу запускати рекурсiю
(раптом суперник вибере хiд, який не був прорахований при аналiзi початкової ситуацiї), але не чистя-
чи map (те, що вже зберiгається в ньому пiсля аналiзу попереднiх ходiв, лишається правильним i може
допомогти скоротити повторнi обчислення). У рештi випадкiв, зазвичай краще обчислити один раз i
надалi лише бра́ти готовi вiдповiдi (це не вiдповiдає тому, як грала б людина. . . але далеко не зав-
жди варто моделювати поведiнку людини; людинi важко й рахувати точну кiлькiсть паличок, коли їх
багато). Втiм, вибiр мiж єдино- i багатократним визначенням виграшностi/програшностi важливий,
лише якщо користуватися не дуже ефективним алгоритмом. Якщо алгоритм досить ефективний (на-
приклад, заповнення масиву minWinS кодом зi стор. 95), навiть багатократним його використанням
можна знехтувати у порiвняннi з часом на комунiкацiю з програмою-суперницею.

У розборi схожої гри на стор. 85 наголошувалося, що для проходження всiх тестiв треба грати
проти рiзних безграмотних програм-суперниць, i, щоб одна й та сама наша програма вмiла перехоплю-
вати iнiцiативу в будь-якої з них, при ходi з програшної позицiї варто ходити випадковим чином. В цiй
задачi значно складнiша залежнiсть, якi позицiї виграшнi й якi програшнi, й автору задачi не вдалося
придумати, якою мала би бути програма-суперниця, щоб використання нашою програмою випадкових
чисел значно полегшувало перехоплення iнiцiативи у неї. Так що в цiй задачi, начебто, не важливо,
чи користуватися випадковими числами при ходi з програшної позицiї. Незважаючи на те, що це було
справдi важливо, щоб пройти абсолютно всi тести тiєї задачi.

Насамкiнець, якщо не вмiти правильно визначати, якi позицiї виграшнi й якi програшнi, справдi
великих балiв не набрати нi за цю задачу, нi за попередню; але, враховуючи особливостi їх оцiнювання,
набирати частину балiв на цiй задачi значно легше, нiж на попереднiй. По-перше, нарахування балiв за
окремi тести (а не блоки) збiльшує ймовiрнiсть отримати бали за те, що в деяких окремих тестах Ваша
програма виграє випадково. (Враховуючи, що не в усiх тестах програма-суперниця грає iдеально, це
цiлком можливо.) По-друге, за рахунок того, що 20% балiв нараховується навiть за те, що програма
правильно згiдно правил програє там, де могла б виграти: написати програму, яка лише дотримується
правил гри, не переймаючись своїми шансами виграти, значно легше, нiж розв’язувати задачу по сутi.
А є ж ще тести, в яких i слiд програти — са́ме за них така проста програма має взяти повнi бали.
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