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Пам’ятка студентові 
 
У кожному параграфі посібника в короткому викладі подано теоретичні 

відомості, зразки розв’язання типових задач, орієнтовний перелік завдань для 
аудиторної, домашньої та розрахункових робіт, а також запитання для самокон-
тролю та посилання на літературу: 
[1] Матвеев Н. М. Методы интегрирования обыкновенных дифференциальных 

уравнений.− М.: Высшая школа, 1967. 
[2] Смирнов В. И. Курс высшей математики, т. II.− М.: Наука, 1967. 
[3] Степанов В. В. Курс дифференциальных уравнений.− М.: Физматгиз, 1959.
[4] Шкіль М. І., Сотниченко М. А. Звичайні диференціальні рівняння.− К.: 

Вища школа, 1992. 
Кожен розділ закінчується тематикою доповідей, рефератів і курсових ро-

біт із вказівкою основної літератури.  
Задачі розрахункових робіт слід виконувати в окремому належним чином 

підписаному учнівському зошиті із зазначенням номера роботи та прізвища і 
ініціалів виконавця.  

Для студентів денної форми навчання з кожної запропонованої задачі вар-
то вибрати по два приклади, номери яких визначаються Вашим номером за 
списком академічної групи (у прямому і зворотному відліку).  

Студенти заочної форми вибирають по одному прикладу із запропонова-
них задач згідно свого номера за списком. 

Кожен приклад починайте з нової сторінки, обов’язково записуючи умову 
задачі. Розв’язування супроводжуйте необхідними короткими обґрунтування-
ми. Наприкінці розв’язання чітко записуйте одержану відповідь. 

При захисті роботи будьте готовими пояснювати її ключові моменти, тлу-
мачити використані поняття і факти, а також за потребою наводити епізоди мі-
ркувань, які мають місце при розв’язуванні типових задач. 

Бажаємо успіху! 
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Диференціальні рівняння першого порядку 
 
1. Рівняння з відокремлюваними змінними 
Література: [2], §1; [3], розд. I, §2. 
 
Якщо в диференціальному рівнянні M(x,y)dx +N(x,y)dy = 0 функції M(x,y) та 

N(x,y) можна подати у вигляді добутку двох множників, з яких один залежить 
тільки від x, а другий тільки від y, то рівняння матиме вигляд                 
f1(x)F1(y)dx + f2(x)F2(y)dy = 0, і називається рівнянням з відокремлюваними 

змінними. Помноживши обидві його частини на функцію 
)()(

1
),(

21 xfyF
yx  , 

дістанемо рівняння 0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1  dy
yF

yF
dx

xf

xf
. Його загальний інтеграл 

 
 

 
   dy
yF

yF
dx

xf

xf

1

2

2

1 = С. 

Ділячи на F1(y)f2(x), відкидаємо розв’язки рівнянь F1(y) = 0, f2(x) = 0; через 
це втрачаємо деякі розв’язки вихідного рівняння. 

Приклад 1. Зінтегрувати рівняння: x dyxydxy 22 11  = 0. 

 

►Помноживши на функцію  yx,
22 11

1

xy 
 , матимемо рівняння з 

відокремленими змінними: 



 22 11 y

ydy

x

xdx
0;   22 11 yx  = С – його 

загальний інтеграл. При відокремленні змінних припускалося, що y 1 . Зага-
льний інтеграл не має розв’язків  y = 1 та  y = 1 ; їх втратили.◄ 

 
Практичні завдання 

 
Знайти загальний розв’язок (інтеграл) рівнянь і вилучити частинний, якщо 

дано початкову умову: 
      1. (1+y2)dx + xydy = 0. 2. xydx + (x+1)dy = 0. 

3. dxy 12  = xydy. 4. 2x dyedxy x221  = 0, y(0) = 0. 

5. tgxdyytgydxx  22 secsec = 0. 6. ydyxydxx coscossinsin  =0,    
    4y = 4 .  

7. yyx  = y2, y(1) = 0,5. 8.   dyxydxex y 12  = 0. 

9.     dxxxy sincos1 4  

     dyxy 2sin =0, y  2 = 0. 
10.      dyxyydxy 2

3
222 111  =0.

11. x2dx+y3ex+ydy = 0. 12. sinxdy – ylnydx = 0, y  2 = 1. 
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13. dx
xx

yy
dy

x

y

269

194

52

52
2

2








= 0.    

15. 2x 21 y = y  21 x . 

14. e-s 





 

dt

ds
1 = 1. 

 
Розрахункові завдання 

 
Задача 1. Знайти загальний інтеграл диференціального рівняння (відповідь 

подати у вигляді  (x,y) = C). 
1. 4xdx – 3ydy = 3x2ydy – 2xy2dx. 2. x 22 11 xyyy  = 0. 

3. ydydxy  24 = x2ydy. 4. ydydxy  23 = x2ydy. 

5. 6xdx – 6ydy = 2x2ydy – 3xy2dx. 6. x dyxydxy 22 23  = 0. 

7. (e2x + 5)dy +ye2xdx = 0. 
8. 1

1

1
2

2






y

x
yy = 0. 

9. x dyxydxy 22 45  = 0. 10. y(4 + ex)dy - exdx = 0. 

11. xxyyx  224 = 0. 12. 2xdx – 2ydy = x2ydy – 2xy2dx. 

13. x dyxydxy 22 14  = 0. 14. (ex + 8)dy – yexdx = 0. 

15. 22 15 xyyy  = 0. 16. 6xdx – ydy = yx2dy – 3xy2dx. 

17. ylny + x y= 0.  18. (1 + ex) y= yex. 

19. xxyyx  221 = 0. 20. 6xdx –2ydy =2yx2dy – 3xy2dx. 

21. y(1 + lny) +x y= 0. 22. (3 + ex)y y= ex. 

23. yyxy  22 13 = 0. 24. xdx – ydy = yx2dy – xy2dx. 

25.  dyyyxdxy  22 45 = 0. 26. (1 + ex)y y= ex. 

27. 3(x2y + y)dy + dxy 22  = 0. 28. 2xdx – ydy = yx2dy – xy2dx. 

29. 2x + 2xy2 + yx  22 = 0. 30. 20xdx – 3ydy = 3x2ydy – 5xy2dx. 

 
Запитання для самоперевірки 

 
1. Що називається звичайним диференціальним рівнянням? 
2. Що таке порядок диференціального рівняння; степінь диференціального 

рівняння? 
3. Що називається розв’язком (інтегральною кривою) диференціального рі-

вняння? 
4. У чому полягає задача інтегрування диференціального рівняння? 
5. Які основні форми задання рівняння першого порядку, розв’язуваного 

відносно похідної? 
6. В якому вигляді можуть бути задані розв’язки? 
7. У чому полягає задача Коші для рівняння першого порядку, розв’язаного 
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відносно похідної? 
8. Що таке загальний розв’язок? 
9. Як розв’язується задача Коші з допомогою формули загального 

розв’язку? 
10. Що таке загальний інтеграл? 
11. Що таке частинний розв’язок? Як він пов’язаний з формулою загального 

розв’язку? 
12. Як інтегруються неповні диференціальні рівняння вигляду )(xfy  , 

)(yfy  ? 
13. Який загальний вигляд рівняння з відокремленими змінними; відокрем-

люваними змінними? 
14. Як інтегруються рівняння з відокремленими і  відокремлюваними змін-

ними? 
15. У якому випадку диференціальне рівняння вигляду )()( yxfy   має 

розв’язки, які не містяться в загальному інтегралі? Як знайти такі 
розв’язки? 

16. Скільки розв’язків може мати диференціальне рівняння? 
17. Як одержати відповідь до рівняння у найпростішому вигляді? 
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2. Рівняння, які зводяться до рівнянь з відокремлювани-
ми змінними 

Література: [2], §1, п. 2 – 4; [3], розд. I, §2. 
 

 Рівняння вигляду )( cbyaxfy   заміною z=ax+by+c зводяться до рів-

нянь з відокремлюваними змінними. Дійсно, тоді 
dx

dy
ba

dx

dz
 , а 







  a

dx

dz

bdx

dy
y

1
. Повертаючись до рівняння, маємо: )(

1
zfa

dx

dz

b







  . 

Змінні відокремлюються, одержуємо: 0
)(





azfb

dz
dx . 

Після інтегрування z замінюємо на ax + by + c. Записуємо остаточний ви-
гляд загального інтеграла. 

Приклад 1. Розв’язати рівняння: )1cos(  yxy . 
 

 ►Поклавши zyx  1 , зводимо дане рівняння до рівняння з відокремлю-

ваними змінними. Дістанемо: 
dx

dz

dx

dy
1 ,  z

dx

dz
cos1  ,  z

dx

dz
cos1 . 

Функції kz 2 , k , є розв’язками цього рівняння. Інші його розв’язки 

задовольняють співвідношення:   


Cdx
z

dz

cos1
. Звідси Cx

z
ctg 

2
,   

або   nxCarcctgz 22  , n . Отже,   nxCarcctgyx 221  , 
n . 
Остаточно kxy 21 , k ;     nxCarcctgxy 221  , n .◄ 
 

Практичні завдання 
 

Знайти розв’язки рівнянь: 
1. y=x + y + 1. 2. y= 1 xy . 

3. y  – sin(x – y) = 0. 
4. 

dx

dy
 –  2cbyax  = 0. 

5. y=  338  yx . 6. y= cos(x – y). 

7. y= 3x – 2y + 5. 8. y yx 1 = x + y – 1. 

9. y= ax + by + c (a, b, c – const ). 10.  2yx  y= a2. 

11. y +x y= a(1 + xy), y 







a

1
= – a.  

12. y+y = 2x +1. 

13. y  –  y = 2x  – 3 . 14. (x + 2y) y= 1, y(0) = – 1.  
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15. y= 124  yx .  

 
Розрахункові завдання 

 
Задача 2. Проінтегрувати дані рівняння. 
1. y= 2x +y + 1. 2. y= 32  xy . 3. y–2sin(x–y+1) = 0.  

4. 2  2byax
dx

dy
 = 0. 5. y=  327  yx . 6. y= cos(x + y). 

7. y= x – 8y +3. 8. y yx 2 =y +x. 9. y= x + ay. 

10.  2yx  y= 4. 11. 2(x y+ y) = axy.  12. y+ y = x – 33 . 

13. y  – y = 3x – 2. 14. (2x + y +1) y= 1. 15. y= 135  yx . 

16. y=
3

2
(x + 3y + 3). 

17. y= 2 yx  + 1. 18. y  – tg(x – y) = 0. 

19.  2rqypx
dx

dy
 = 0. 20. y=  2723  yx . 21. y= 2cos(2x + y). 

22. y=4(3x – y + 8). 23. y yx  22 =2x+ y. 24. y= mx + ny. 

25.   yyx  22 = 9. 26.  – x
dx

dy
 = y +a(2 – xy). 

27. 2 y+3y = x – 1. 

28. y  – 2y = x + 13. 29. (4x + y) y= 2. 30. y=2 124  yx . 

 
Запитання для самоперевірки 

 
1. Якою заміною рівняння вигляду )( cbyaxfy   зводиться до рівняння 

з відокремлюваними змінними? 
2. Який воно має вигляд після введення заміни cbyaxz  ? 
3. Яка змінна в такому рівнянні є аргументом, а яка – невідомою функцією 

цього аргументу? 
4. Як визначити нахил інтегральної кривої рівняння першого порядку в за-

даній точці ),( 00 yx  за виглядом рівняння? 
5. Що таке поле напрямів, задане диференціальним рівнянням? 
6. Що таке ізокліна? 
7. Чи може інтегральна крива рівняння першого порядку, розв’язаного від-

носно похідної, мати злам? 
8. Чи можуть інтегральні криві цього рівняння перетинатися між собою; до-

тикатися одна до одної? 
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3. Однорідні рівняння 
Література: [2], §1, п. 3-5; [3], розд. I, §3. 

 
Диференціальне рівняння 0),(),(  dyyxNdxyxM  називається однорідним, 

якщo ),( yxM  та ),( yxN  однорідні функції одного й того ж степеня (або ж од-
норідною степеня нуль є права частина у рівнянні ),( yxfy  ). 
 Функція ),( yxf  називається однорідною степеня m  ( m  – будь-яке дійсне 

число), якщо справедлива тотожність  f(tx,ty) t m f(x,y) при будь-якому t . 
 Заміною uxy   (або zyx  ), udxxdudy   (або ydzzdydx  ) однорідне 
рівняння ),( yxfy   зводиться до рівняння з відокремлюваними змінними:      

uu
dx

du
x  )( . Якщо 0uu   є коренем рівняння 0)(  uu , то розв’язком од-

норідного рівняння буде також 0uu   або xuy 0  (пряма, що проходить через 
початок координат). 

Приклад 1. Розв’язати рівняння: 
2

2

x

eyxy

dx

dy y

x



 . 

 
►Дане рівняння однорідне (чисельник і знаменник правої частини є однорі-

дними функціями степеня 2). Поклавши uxy  , дістанемо:   

ueuuu
dx

du
x

1
2


 , 

x

dx
du

u

e u


2

1

, Cxe u  ln
1

, Cxe y

x

 ln .◄ 

 
Практичні завдання 

 
Проінтегрувати дані рівняння:  

      1. (x – y )dx + xdy = 0.            2. (y – x)dx + (y + x)dy = 0. 
3. x y=y(lny – lnx).           4. x2dy=(y2 – xy + x2)dx. 

5. x y= y + 22 xy  .           6. (3y2+3xy+x2)dx=(x2+2xy)dy. 

7.   xdydxyxy 2 = 0.           8. (4x–3y)dx+(2y–3x)dy=0. 

9. x y=y+xcos2

x

y
.           10. x y  – y = xtg

x

y
 . 

11. dyexdxyxye y

x

y

x

22 







 = 0.           12. y 















x

y

x

y

x

y  . 

13. y 2
2

2


x

y
.           14. x y= yln

x

y
.              

15. y2 + x2 y=xy y .  
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Розрахункові завдання 
 

Задача 3. Знайти загальний інтеграл диференціального рівняння. 

1. y 24
2

2


x

y

x

y
. 2. x y

22

23

2

23

xy

yxy




 . 3. y
yx

yx




 . 

      4. 3 y 1010
2

2


x

y

x

y
. 5. 2 y 36

2

2


x

y

x

y
. 6. x y

22

23

22

43

xy

yxy




 . 

7. x y=3 yyx  22 . 8. x y= 2 yyx  22 . 9. x y= yyx  222 . 

10. x y 
22

23

32

63

xy

yxy




 . 11. y
xyx

yxyx

22

22




 . 12. 3 y 48
2

2


x

y

x

y
. 

13. y 66
2

2


x

y

x

y
. 14. x y

22

23

42

83

xy

yxy




 . 15. y
xyx

yxyx

22

2
2

22




 . 

16. y  
yx

yx





2

2
. 17. 2 y 88

2

2


x

y

x

y
. 18. x y

22

23

52

103

xy

yxy




 . 

19. y
xyx

yxyx

23

3
2

22




 . 20. y
x

yyx 


2223
. 21. y 128

2

2


x

y

x

y
. 

22. x y
22

23

62

123

xy

yxy




 . 23. y
xyx

yxyx

4

3
2

22




 . 24. y
x

yyx 


2224
. 

25. 4 y 510
2

2


x

y

x

y
. 26. x y

22

23

72

143

xy

yxy




 . 27. y
xyx

yxyx

6

5
2

22




 . 

28. x y=4 yyx  22 . 29. x y = yyx  22 . 30. x y=2 yyx  223 . 
 

Запитання для самоперевірки     
 

1. Яка функція ),( yxF  називається однорідною степеня k ? 
2. Яка функція є однорідною степеня нуль? Наведіть приклади. 
3. Яке рівняння називається однорідним?  
4. Яка особливість поля напрямів, що задається цим рівнянням? 
5. Якою заміною розв’язується однорідне рівняння? 
6. Як виразити y  через похідну нової функції? 
7. Коли зручніше робити заміну zyx  , ніж uxy  ? 
8. Чи можна однорідну функцію  нульового степеня вважати функцією від-

ношення аргументів? Чому? 
9. Що являють собою ізокліни однорідного рівняння? 
10. Яку особливість має розміщення інтегральних кривих однорідного дифе-

ренціального рівняння? 
11. Як і чому застосовують для інтегрування однорідного рівняння першого 

порядку полярні координати? 
12. Нехай ),( yxf  в диференціальному рівнянні не є однорідною, але рівнян-

ня розв’язується підстановкою uxy  . Коли це можливо? 
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4. Рівняння, які зводяться до однорідних 
Література: [2], §1, п. 3-5; [3], розд. I, §3. 
 
А. Розглянемо диференціальне рівняння вигляду  

                                              
dx

dy
=f 











111 cybxa

cbyax
,                                            (1) 

де 111 ,,,,, cbacba  – сталі, а )(uf – неперервна функція аргументу u . 
Якщо 01  cc , то рівняння (1) є однорідним і воно інтегрується так, як 

вказано в попередньому пункті. 
Якщо хоча б одне з чисел ,c  1c  відмінне від нуля, то розглядаємо два випад-

ки. 

1) Детермінант 0
11


ba

ba
. 

Вводячи нові змінні u  і v  за формулами   vyux , , де  ,  – ще не 
визначені константи, приведемо рівняння (1) до вигляду     













11111 cbavbua

cbabvau
f

du

dv




. Вибираючи   і   як розв’язки системи лі-

нійних рівнянь 







0

,0

111 cba

cba




   0 , одержуємо однорідне рівняння     













vbua

bvau
f

du

dv

11

. 

2) Детермінант 0
11


ba

ba
. 

В цьому випадку 
b

b

a

a 11 , і, як випливає, рівняння (1) має вигляд  

  











1cbyax

cbyax
fy


. Підстановка byaxz   приводить його відразу до рів-

няння з відокремлюваними змінними. 
Приклад 1. Розв’язати рівняння: 0)4()2(  dyyxdxyx . 
 

►Розглянемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь 







.04

,02

yx

yx
 Детер-

мінант цієї системи 02
11

11



 . Система має єдиний розв’язок 

3,1 00  yx , тому робимо заміну 1 ux , 3 vy . Тепер наше рівняння 
набуде вигляду 0)()(  dvvuduvu . Це однорідне рівняння, тому, поклада-
ючи utv  , одержуємо 0))(()(  tduudtutuduutu , звідки 



 14

0)1()21( 2  dttudutt .  

Відокремлюємо змінні: 0
21

1
2





 dt

tt

t

u

du
. Інтегруючи, знайдемо: 

Cttu ln21ln
2

1
ln 2  , або 1

22 )21( Cttu  , де 2

1 CC  . Повертаємось 

до змінних yx, :   12

2
2

)1(

)3(

1

3
211 C

x

y

x

y
x 















 , або 

2

22 842 Cyxyxyx            1412  CC .◄ 
 
Б. Інколи рівняння можна привести до однорідного заміною змінної zy  . 

Це має місце в тому випадку, коли в рівнянні всі доданки виявляються однако-
вого виміру (степеня), якщо змінній x  приписати вимір 1, змінній y – вимір   і 

похідній 
dx

dy
 – вимір 1  (узагальнено однорідне рівняння). 

Приклад 2. Розв’язати рівняння: 0)2( 2  dyxyydx . 
 

►Спочатку перепишемо це рівняння у вигляді 022 
dx

dy
x

dx

dy
yy . Щоб 

воно було однорідним, виміри всіх його членів повинні бути однакові, тобто 

1112   . Звідси 
2

1
 .  

Запроваджуємо заміну 2

1

zy  . Тоді 
dx

dz
z

dx

dy
2

1

2

1 
 , і рівняння набуває вигля-

ду   02
2

1
2

1

2

1




dzzxzdxz  або   022 
dx

dz
xzz . Це вже однорідне рівняння, 

і заміна txz  , 
dx

dt
xt

dx

dz
  перетворює його в рівняння з відокремленими 

змінними: 0
2

2



x

dx
dt

t

t
. Інтегруючи, знаходимо 1lnln

2
ln Cx

t
t  . Пове-

ртаючись до початкових змінних, Cey y

x


2

2

2 .◄  
 

Практичні завдання 
 

Розв’язати рівняння: 

1. 
dx

dy

12

12





yx

yx
. 

2. (x – 2y + 5)dx + (2x – y + 4)dy = 0. 

3. (x + y)dx + (x – y – 2)dy = 0. 4. 8x + 4y + 1 + (4x +2y + 1) y= 0. 

5. 
dx

dy
2

2

1

2











yx

y
. 6. ( y+ 1)ln

33 






x

xy

x

xy
. 
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7. y
1

2

1

2









x

xy
tg

x

y
. 

8. 2x y (x – y2) + y3 = 0. 

9. 4y6 + x3 = 6xy5 y . 10. y   xdydxyx 211 42  = 0. 

11. (x + y3)dx + 3y2(y3 – x)dy = 0. 12. xydx + (y4 – x2)dy = 0. 
 

Розрахункові завдання 
 
Задача 4. Знайти загальний інтеграл диференціального рівняння. 

1. y
22

32





x

yx
. 2. y

22

2





x

yx
. 3. y

33

43





x

xy
. 

4. y
2

22





yx

y
. 5. y

23

2





yx

yx
. 6. y

1

32





x

yx
. 

7. y
63

43





x

yx
. 8. y

12

33





yx

y
. 9. y

34

32





yx

yx
. 

10. y
22

32





x

yx
. 11. y

910

98





yx

yx
. 12. y

55

532





x

yx
. 

13. y
723

84





yx

y
. 14. y

45

43





yx

yx
. 15. y

1

32





x

xy
. 

16. y
1

32





x

yx
. 17. y

1

123





x

yx
. 18. y

134

55





yx

y
. 

19. y
56

54





yx

yx
. 20. y

1

2





x

yx
. 21. y

44

32





x

yx
. 

22. y
22

32





x

yx
. 23. y

222 


yx

y
. 24. y

67

65





yx

yx
. 

25. y
33

4





x

yx
. 26. y

22

12





x

yx
. 27. y

33

123





x

xy
. 

28. y
945

66





yx

y
. 29. y

78

76





yx

yx
. 30. y

42

2





yx

y
. 

 
Запитання для самоперевірки 

 
1. Рівняння якого вигляду зводяться до однорідних? 
2. Які заміни змінних виконуються в кожному з випадків? 
3. Коли заміна   vyux ,  недоречна? Як розв’язують рівняння в та-

ких випадках? 
4. Яке рівняння називається узагальнено однорідним? 
5. Як обчислюється вимір кожного члена такого диференціального рівнян-

ня? 
6. З яких міркувань знаходимо величину   для впровадження заміни  

zy  ? 
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7. Чому при введенні заміни   vyux ,  говорять про відшукання 
координат точки перетину прямих 0 cbyax  і 0111  cybxa ? 

8. Як тлумачать геометрично зведення рівняння до однорідного? 
9. Що таке загальний розв’язок у формі Коші? 
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5. Лінійні рівняння 
Література: [2], §1, п. 4; [3], розд. I, §4. 
 
Диференціальне рівняння першого порядку зветься лінійним, якщо шукана 

функція та її похідна містяться в рівнянні в першому степені (тобто “лінійно”) і 
не перемножаються. Його канонічна форма   

                                          )()( xQyxP
dx

dy
 .                                                     (1) 

Існує кілька методів інтегрування цього рівняння.  
А. Варіація довільної сталої (метод Лагранжа). 

Приклад 1. Розв’язати рівняння: 
2

22 xxexy
dx

dy  . 

 
►Беремо відповідне даному рівнянню лінійне однорідне (без правої части-

ни) рівняння  02  xy
dx

dy
. Змінні в ньому відокремлюються: 02  xdx

y

dy
. 

Отже, 1

2 lnln Cxy  , 
2xCey  . Це є загальний розв’язок лінійного однорід-

ного рівняння.  
Розглядаючи в ньому С як невідому функцію від x, добирають її так, щоб 

функція
2

)( xexCy   була розв’язком лінійного неоднорідного (з правою час-

тиною) рівняння. Для цього знаходимо 
22

)(2
)( xx exxCe

dx

xdC

dx

dy    і разом з 

2

)( xexCy   підставляємо у вихідне рівняння: 
2222

2)(2)(2
)( xxxx xexexCxexC

dx

xdC
e   . Звідси x

dx

xdC
2

)(
 , xdxxdC 2)(  , 

2

2)( CxxC  .  

Таким чином,   222 2

2

2

2

xxx exeCexCy    є загальним розв’язком дано-
го рівняння.◄ 

 
Б. Рівняння (1) може бути проінтегроване також так: покладемо 

)()( xvxuy  , де )(xu і )(xv  – невідомі функції від x , одна з яких може бути 
вибрана довільно, наприклад, )(xv . Тоді (див. приклад 1)   

2

22 xxexuvvuvu  ,    
2

2)2( xxexvvuvu  .  
Визначаємо )(xv  з умови 02  xvv  (v  вибрано довільно!). Маємо: 

02  xdx
v

dv
, 

2xev   (в якості v  можна брати будь-який ненульовий частин-

ний розв’язок).  
Тепер, коли )(xv  визначено, а 0)2(  xvvu , залишається знайти )(xu  з рі-

вняння 
22

2 xx xeeu   . Відокремлюючи змінні, одержуємо Cxu  2 .  
Пам’ятаючи, що vuy  , записуємо загальний розв’язок вихідного рівняння 
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22 2 xx exCey   . 
 

Практичні завдання 
 
Розв’язати дані рівняння. Розв’язати, де це вказано, задачу Коші: 
1. y+ 2y = e-x. 2. y– 2xy = 2x

2xe . 

3. y+ 2xy = 
2xe . 4. y– ytgx = secx, y(0) = 0.  

5. (1+x2) y  – 2xy = (1+x2)2. 6. y+ y = cosx. 

7. xy
dx

dy
 = x3, y(0) = – 2. 8. y

22

1

yx 
 . 

9. y
xyyy

y




ln2
. 

11. y+ ycosx = e-sinx.  
13. (y2 – 6x) y+2y=0, y(0) = -1.  

15. 1)cossin(cos  xxxy
dx

dy
xx . 

10. x( y– y) = (1 + x2)ex.  
 
12. x2dy –2xydx =3dx. 

14. 
2yx

y

dx

dy


 . 

 
Розрахункові завдання 

 
Задача 5. Знайти розв’язок задачі Коші. 

1. 
x

y
y  x2, y(1) = 0.  2. y  – yctgx = 2xsinx, y 








2


 = 0. 

3. y+ ycosx x2sin
2

1
 , y(0) = 0. 4. y+ ytgx = cos2x, y 








4


2

1
 . 

5. y  – 
 2x

y
 x2 + 2x, y(– 1) = 

2

3
 . 6. y– 

1

1

x
ex(x + 1), y(0) = 1. 

7. y– 
x

y
 xsinx, y 








2


= 1. 8. y+ 

x

y
sinx, y  


1

  . 

9. y+ 
x

y

2
 x2, y(1) = 1. 10. y+ y

x

x
21

2

 2

2

1

2

x

x


 , y(0)

3

2
 . 

11. y– y
x

x
2

52 
= 5, y(2) = 4. 12. y+ xe

x

x

x

y 1
 , y(1) = e. 

13. y– 
x

y
 – 2

x

xln
, y(1) = 1. 14. y– 

3

12

xx

y
 , y(1) = 4. 

15. y+ y
x

2
= x3, y(1)

6

5
 . 16. y+ 

x

y
3x, y(1) = 1. 

17. y– 
 21

2

x

xy
1 + x2, y(1) = 3. 18. y+ y

x

x
2

21
= 1, y(1) = 1. 
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19. y+ 
3

23

xx

y
 , y(1) = 1. 

20. y+ 2xy = –2x3, y(1) = e -1. 

21. y+   212 2

x

x

xy



, y(0) 

3

2
 . 

22. y+ xy = –x3, y(0) = 3. 

23. y– y
x 1

2


= ex(x + 1)2, y(0) = 1. 24. y+ 2xy = x xe x sin

2 , y(0) = 1. 

25. y– 
1

2

x

y
(x + 1)3, y(0)

2

1
 . 

26. y– ycosx = –sin2x, y(0) = 3. 

27. y– 4xy = –4x3, y(0)
2

1
 . 28. y– 

x

x

x

y ln
 , y(1) = 1. 

29. y– 3x2y
 

3

1 32 xx 
 , y(0) = 0. 

30. y– ycosx = sin2x, y(0) = – 1 . 

 
Задача 6. Розв’язати задачу Коші. 

1. y2dx + dyex y











2

= 0, y(e) = 2. 
2.  yxey y  24 = y, y(0) = 1. 

3. y2dx + (xy – 1)dy = 0, y(1) = e.  4. 2  yxyy  44 2 = 1, y(0) = 0. 

5.  yxyy 2cos2cos = sinycosy, 

y 







4

1
= 

3


. 

6.  yyyx  22cos = ycos2 y,  

y  
4


 . 

7.  yxy 3104 = 4y, y(8) = 1. 8. dx +  dyyxy 3 = 0, y(–1) = 0. 

9.  yxyyyy  22sin22cos3 2 =y,  

y(16) =
4


 . 

10. 8  yyxyy 34 = 1, y(0) = 0. 

11.  dyyy 2lnln2  = ydx – xdy,  
y(4) = e2. 

12. 2  yyx  4 = y, y(–2) = –1. 

13. y3(y – 1)dx + 3xy2(y – 1)dy =(y+2)dy, 

y 







4

1
= 2. 

14. 2y2dx + dyex y











1

= 0, y(e) = 1. 

15.   dxydyyxy 2 = 0, y 







2

1
= 4. 

16. ydx2sin =  yy 22 sin22(sin  

)2x dy, y 







2

1

4


 . 

17.  yxyy  22 = 1, y(2) = 0. 18. 2y dxy =  dyyx 76  , y(–4)=1. 

19. dx =  dyxyy 3cos3sin  ,  

y  2


e = 
2


. 

20.  yxyy 2coscos 2 = y2sin ,  

 y 







2

3 
4

5
 . 

21. chydx =  dyxshy1 , y(1) = ln 2. 22.  yxy 313 = 4y, y(5) = 1. 
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23. y2(y2 + 4)dx + 2xy(y2 + 4)dy = 2dy, 

 y 







8


= 2. 

24.  yyyx  lnln 2

2

y
 , y(2) = 1. 

25.   dxydyyxy 222  = 0, 

 y 







2

1
= 1. 

26. ydx+  dyyyyx 2sinsin22 2  = 

=0, y 







2

3

4


 .  

27. 2  dyxyyy 3 = dx, y(–2) = 0. 28.  dytgyyxtgyy 22  = dx, 
 y(0) =  . 

29. 4y2dx + dyxe y









2

1

= 0, y(e) = 
2

1
. 

30. dx +  dyyyx 2cos22sin2  =0,  
y( –1) = 0. 

 
Запитання для самоперевірки 

 
1. Який вигляд лінійного диференціального рівняння першого порядку? 
2. Чим відрізняються лінійні однорідні рівняння від лінійних неоднорідних? 
3. Який вигляд має загальний розв’язок однорідного лінійного рівняння? 
4. Як пов’язані загальний розв’язок неоднорідного рівняння із загальним 

розв'язком відповідного йому однорідного? 
5. В чому суть методу варіації сталої? 
6. Який ще метод застосовують при розв’язуванні лінійних рівнянь? В чому 

його суть? 
7. Чи вірно, що варіюючи сталу С, вважаючи її залежною від x, одержимо 

загальний розв’язок рівняння, який міститиме доданок у формі загального 
розв’язку однорідного рівняння, що матиме вже числову константу С1? 

8. Які властивості лінійного диференціального рівняння першого порядку? 
9. Які властивості розв’язків однорідного лінійного рівняння? 
10. Чи можна, знаючи один ненульовий частинний розв’язок лінійного одно-

рідного рівняння, побудувати його загальний розв’язок?  
11. Якщо диференціальне рівняння не є лінійним по відношенню до y, то чи 

може воно бути лінійним по відношенню до x? Наведіть приклади. 
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6. Рівняння, які зводяться до лінійних 
Література: [2], §1, п. 4; [3], розд. I, §4. 
 
А. Рівняння Бернуллі.  

Рівняння Бернуллі має вигляд nyxqyxp
dx

dy
)()(  , де 1;0n  (при 0n  і 

1n  це рівняння є лінійним). З допомогою заміни змінної 
1

1



ny

z  рівняння 

Бернуллі зводиться до лінійного рівняння і інтегрується як лінійне.   

Приклад 1. Розв’язати рівняння Бернуллі: 
2

1
3

y
yy  . 

 
►Помножимо обидві частини рівняння на 2y : 13 32  yyy . Покладемо 

zy 3 , тоді 
dx

dz
yy 23 . Після підстановки останнє рівняння перетвориться в 

лінійне  1 z
dx

dz
, загальний розв’язок якого xCez 1 . Звідси одержуємо 

загальний інтеграл даного рівняння xCey 13 .◄ 
 
Зауваження. Рівняння Бернуллі може бути проінтегроване також методом 

варіації сталої чи з допомогою підстановки y(x)=u(x)v(x). 
Приклад 2. Розв’язати рівняння Бернуллі: xyyyx ln2 . 
 
►Застосуємо метод варіації сталої. Загальний розв’язок відповідного 

однорідного рівняння 0 yyx  має вигляд 
x

C
y  . Варіюємо сталу: 

2

2 ln
)()(

x

x
xCxC  . В останньому рівнянні відокремлюємо змінні і інтегруємо:     

C
xx

x

xC


1ln

)(

1
; 

xCx

x
xC

ln1
)(


 . Загальний розв’язок вихідного 

рівняння матиме тепер вигляд 
xCx

y
ln1

1


 .◄ 

 
Б. Деякі нелінійні рівняння першого порядку з допомогою вдало знайденої 

заміни змінних зводяться до лінійних рівнянь чи рівнянь Бернуллі. Так, 

домноживши обидві частини рівняння nyexQxP
dx

dy
)()(   на nyne   і поклавши 

ze ny  , одержимо вже лінійне рівняння відносно z . Маємо: 

)()( xnQexnP
dx

dy
ne nyny   , )()( xnQzxnP

dx

dz
 .  
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До лінійних рівнянь заміною )(yfz   зводяться і рівняння вигляду 

)()()()( xQyfxP
dx

dy
yf  . 

Приклад 3. Розв’язати рівняння: 0cossin  xyxyy . 
 

►Запишемо дане рівняння у вигляді   0
2

cos2
2

cos
2

sin2 2 
y

x
yy

y . 

Ділячи обидві частини рівняння на 
2

cos2 2 y
, одержуємо 0

2
2

cos2 2




x
y

tg
y

y
. 

Заміна z
y

tg 
2

, 

2
cos2 2 y

y

dx

dz 
   приводить до лінійного рівняння xz

dx

dz
 , 

загальний розв’язок якого xCexz 1 . Замінюючи z його виразом через y, 

матимемо загальний інтеграл даного рівняння  xCex
y

tg 1
2

.◄ 

 
Практичні завдання 

 
a) Розв’язати дані рівняння Бернуллі: 
1. xyy 2 = 2xy2. 2. 32 23 yyxy  = x3. 

3.  yex y 3 = 3x2. 4. xyy 2 =y2 2xe . 

5. xyey 2 = xey2 . 6. 
x

y
xy ln2  y–1 xcos . 

7. xyxy cossin2  = y3sin2x. 8. (x2 + y2 + 1)dy + xydx = 0. 
9. xyy cos = y2cosx.  
 
б) Звести дані рівняння до лінійних чи рівнянь Бернуллі і розв’язати їх: 

10. tgyy  = 
y

e x

cos

1
 .  

11. y= y  ye x ln . 

12. yyy sincos  = x + 1. 
13. yy + 1 = (x – 1) 2

2y

e


. 

14. y  + xsin2y = 2x ye x 2cos
2 .  

 
Розрахункові завдання 

 
Задача 7. Знайти  розв’язок задачі Коші. 
1. xyy  = (1 + x)e –xy2, y(0) = 1.  

2. x
2

1
)1(,ln2 2  yxyyy . 

3. 2)1(,)(2 2  yxyyyx . 4. 1)0(,)1(44 2433   yyexyxy x . 

5.   1)1(,ln2ln2  yxxyyyx . 6. 3)1(,ln)(3 2  yxyyyx . 
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7. 2)0(,)1()(2 2   yyexxyy x . 
8. 

.1)0(

),sin1(coscos2 1


 

y

xxyxyy
 

9. 1)0(),1(44 3423  yxeyyxy x . 10. 1)0(,223
222   yexyxyy x . 

11. 
2

1
)1(,)35(32 32  yyxyyx . 

12. 1)1(,)54(53 4  yyxyyx . 

13. 
.1)0(

,)cos32(cos32 12


 

y

yxexyy x

 
14. 3)1(,)(3 2  yxyyyx . 

15. 
2

1
)0(,2 2  yxyyy . 

16. 
.

22

1
)1(

,)1220(32 32





y

yxyyx
 

17. 2)0(,22 33  yyxxyy . 18. 1)1(,ln2  yxyyyx . 

19. 
.2)0(

,)cos128(cos32 12


 

y

yexxyy x

 
20. 1)0(,)8(4 2233   yyexyxy x . 

21. 
.2)1(

,)35(128 32





y

yxyyx
 

22. 2)0(,)(2 2  yxyyy . 

23. 1)0(,)1( 2  yyexxyy x . 
24. 

.1)0(

,)cos32(cos32 12


 

y

yxexyy x

 

25. 1)0(,2  yxyyy . 26. 2)1(,ln)(2 2  yxyyyx . 

27. 1)0(,2  yxyyy . 
28. 

1

1
)1(,2 2

sh
ychxyycthxy  . 

29. 2)0(,)1()(2 2  yyexxyy x . 
30. 1)0(,sin

3

2 4  yxyytgxy . 

 
Запитання для самоперевірки 

 
1. Який загальний вигляд має рівняння Бернуллі? 
2. Як його звести до лінійного? 
3. Чи можна проінтегрувати рівняння Бернуллі тими ж методами, за 

допомогою яких розв’язують лінійні рівняння, не впроваджуючи заміну 
змінної?  

4. При якій умові 0y  буде розв’язком рівняння Бернуллі? 
5. Як і які нелінійні  диференціальні рівняння вдається зводити до лінійних? 
6. В чому суть методу варіації сталої? 
7. Які типи рівнянь зводяться до лінійних? 
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7. Рівняння в повних диференціалах 
Література: [1], розд. I, §11; [3], розд. ІI, §3, п. 1. 
 
Якщо ліва частина рівняння    0),(),(  dyyxNdxyxM  є повним диферен-

ціалом якоїсь функції ),( yxU , тобто   dyyxNdxyxMdy
y

U
dx

x

U
),(),( 








, 

то таке рівняння називається рівнянням у повних диференціалах. Воно буде та-

ким тоді і тільки тоді, коли 
x

N

y

M








. Якщо ця умова виконана, залишається 

лише знайти функцію ),( yxU . 

Приклад 1. Розв’язати рівняння: 0)3()3( 2323  dyyxydxxyx . 
 

►Маємо xy
y

M
6




, xy
x

N
6




. Отже, згадана вище умова виконана. Фун-

кцію ),( yxU  шукаємо серед функцій 

  )(
2

3

4
)()3(),( 22

4
23 yyx

x
ydxxyxyxU  , де )(y  – довільна дифере-

нційовна функція змінної y . Її потрібно дібрати так, щоб виконувалась рівність    

yxy
y

U 23 3



. Через те, що )(
2

3

4
),( 22

4

yyx
x

yxU  , матимемо:  

yxyyyx 232 3)(3   . Звідси 3)( yy  , 1

4

4
)( C

y
y  , і, отже,      

1

4
22

4

42

3

4
),( C

y
yx

x
yxU  . Загальний інтеграл рівняння буде 

Cyyxx  4224 6  (адже 0dU  за умовою).◄ 
 

Практичні завдання 
 

Проінтегрувати рівняння в повних диференціалах: 
1. 0)46()63( 3222  dyyyxdxxyx . 

2. 0
111

22222




























dy

y

x

yyx

y
dx

yxyx

x
. 

3. 0
3

4sec
2

3
2

2
323

3

3
2 

















 dy

x

y
yyxdx

x

y
tgyx . 

4. dy
xy

yx
dx

yx

yx
x

2

22

2

22

2









 
 . 
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5. 0
sin2sin

2

2


















 dy

y

x
ydxx

y

x
. 

6. 0)32()23( 22  dyyxydxyxx . 

7. 011 
















 dy

y

x
edxe y

x

y

x

. 

8.     0 dxyeedyexe xyxy . 

9. 0))(cos()sin(  dydxyxxdxyx . 

10. 0)ln( 3  dyxydx
x

y
. 

11. 0
523

3

3

2

22







dy
y

yx
dx

y

yx
. 

12.   012 22  dyyxdxyxx . 

13. 0
1

coscos
1

sinsin 














  dy

y
xyxdx

x
xyy . 

14. 0)2()2( 2222  yyxyyxx . 

15.   dy
y

x
ydxyx 










3
2 2ln13 . 

 
Розрахункові завдання 

 
Задача 8. Знайти загальний інтеграл диференціального рівняння. 
1. 0)1(3 32  dyexdxex yy . 

2. 0
2

cos
22

cos
2

3
2

2 







 dy

y

x

y

x
dx

y

x

y
x . 

3. 0)8()43( 22  dyexydxyx y . 

4. 0
1

212
2







 






  dy

x
ydx

x

y
x . 

5. 0)2()sec( 22  dytgxxydxxyy . 

6. 0)32()323( 232  dyyxxdxyyx . 

7. 0
111

22222




























dy

y

x

yyx

y
dx

yxyx

x
 . 

8.   0)cos(2)cos(22sin  dyyxdxyxx . 
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9. 0
3

2
2

2

2 
















 dy

y

x
yxdx

y

x
xy . 

10. 0
231

34

2

2









 dy

x

y
dx

x

y

x
. 

11. 02cos
1

cos
2







  dyy

x

y

x
dx

x

y

x

y
. 

12. 0
2222



























dy

yx

y
xdxy

yx

x
. 

13. 0
11

22






dy

xy

xy
dx

yx

xy
. 

14. 0
2

2




 dy
y

yx

y

dx
. 

15. 0
1

2



 dy

x

xy
dx

x

y
. 

16. 0
1

2







  dy

x
dx

x

y
xe x . 

17. 0sin
sin

cos
5

sin

1
10 32

2

2 
















 dyyy

y

yx
xdx

y
xy . 

18. 0
2222














 yx

xdy
dxe

yx

y x . 

19. 0)(cos  dyxeydxe yy . 

20. 0)3()cos( 23  dyexydxxy y . 

21. 0)( 22 22

 dyytgyexdxxe yy . 

22. 0)5()5( 232  dyyyxdxxxy . 

23.   0)cos(2sin)cos( 22  dyyxydxxyx . 

24. 0)24()24( 2222  dyxxyydxyxyx . 

25. 0
1

coscos
1

sinsin 














  dy

y
xyxdx

x
xyy . 

26. 01
1

1
2


















 dye

y

x
dxe

y
y

x

y

x

. 

27. 0
)()(

22





yx

dyyxdxyx
. 

28. 0)2(3)23(2 2232  dyyyxdxxxy . 

29. 0)32()363( 23223  dyyxxdxxyyxx . 

30. 0)( 222  dyyxydxxy . 
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Запитання для самоперевірки 
 

1. Сформулюйте необхідну і достатню умову того, що рівняння 
0),(),(  dyyxNdxyxM  є рівнянням у повних диференціалах. 

2. Чому дорівнюють в такому випадку множники ),( yxM  та ),( yxN  при 
диференціалах dx  та dy  відповідно? 

3. Чому із однієї умови 
x

yxU


 ),(

 не можна визначити U ? 

4. Як використовуємо другу умову, тобто 
y

yxU


 ),(

? 

5. Який вигляд  має загальний інтеграл диференціального рівняння в повних 
диференціалах? 

6. Який зміст виразів CdyyxNdxyxM
x

x

y

y

 
0 0

),(),( 0 , 

CdyyxNdxyxM
x

x

y

y

 
0 0

),(),( 0 , 0),(),(
0 0

0  
x

x

y

y

dyyxNdxyxM , 

0),(),(
0 0

0  
x

x

y

y

dyyxNdxyxM ? 

7. Якими мають бути 0x  та 0y  в попередніх записах? 
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8. Рівняння, які зводяться до рівнянь в повних диферен-
ціалах 

Література: [1], розд. I, §12,13; [3], розд. ІI, §3. 
 
Коли вираз dyyxNdxyxM ),(),(   не є повним диференціалом, то його мож-

на перетворити в такий, помноживши на вдало підібрану функцію ),( yx :    
NdyMdxdU   . Така функція   називається інтегрувальним множником. Із 

означення інтегрувального множника маємо: )()( N
x

M
y









 або 



























x

N

y

M

y
M

x
N . Звідси 

                                     
x

N

y

M

y
M

x
N















  lnln

.                                     (1) 

А. Якщо )(x  , то 0



y


 і рівняння (1) набуває вигляду 

                                              
N

x

N

y

M

dx

d 







ln

                                                 (2) 

Для існування інтегрувального множника, який не залежить від y , необхід-
но і достатньо, щоб права частина (2) була функцією тільки від x . В такому ви-
падку ln  знайдеться квадратурою (інтегруванням). 

Приклад 1. Розв’язати рівняння: 02)( 2  xydydxyx . 
 

►Тут 2yxM  , xyN 2 . Маємо: 
xxy

yy

N

x

N

y

M

2

2

22













, отже, 

xdx

d 2ln



, xln2ln  , 

2

1

x
  (обмежуємося частинним розв’язком). Рів-

няння 02
22

2




dy
x

xy
dx

x

yx
 є рівнянням в повних диференціалах. Його ліву 

частину можна подати у вигляді 0
2

2

2





x

dxyxydy

x

dx
, звідки 0ln

2











x

y
xd ; 

загальний інтеграл рівняння тепер запишеться так: x

y

Cex
2

 .◄ 
 

Б. Аналогічно, якщо 














y

M

x

N

M

1
 є функцією лише від y , то інтегрува-

льним множником вихідного диференціального рівняння буде )(y  . 
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 Приклад 2. Розв’язати рівняння:   01ln2 222  dyyyxydxxy . 

 

►Тут yxyM ln2 , 1222  yyxN . Маємо: 

yyxy

yxx

M

y

M

x

N

1

ln2

)1(ln22












, отже, 
ydy

d 1ln



,  

y

1
 . Рівняння 

0
1ln2 222




 dy
y

yyx
dx

y

yxy
 є рівнянням в повних диференціалах. Його 

можна записати у вигляді d(x 2 lny)+y 12  y dy=0, звідки 

Cyyx  2

3
22 )1(

3

1
ln .◄ 

 
Практичні завдання 

 
a) Проінтегрувати рівняння: 
1. 02)( 2  xydydxyx , )(x  . 2. 0)( 2  xdydxyx , )(x  . 

3. 0)()1( 22  dyxyxdxyx , 
     )(x  . 

4. 0)22()522( 32  dyxxdxyyx ,   
     )(x  . 

5. 03)2ln( 2234  dyyxdxxyxx ,  
     )(x  . 

6. 0cos)sinsin(  ydydxyxx  ,   
     )(x  . 

7. 0)37()32( 232  dyxydxyxy ,  
    )(y  . 

  

б) Проінтегрувати рівняння, знаючи що вони мають )(x   або )(y  : 

8. 0)2)(()2( 222  dyyxxxdxxyyyx . 9. mxeayy  . 

10. 0
21

1
22







 






  dy

x

y

x
dx

x

y
. 

11. 0)( 2  xdydxyey x . 

12. 0)(3)23( 2  dxyxdyxyx .  

 
Розрахункові завдання 

 
Задача 9. Розв’язати рівняння підбором інтегрувального множника )(x   

або )(y  . 

1. 0)()2( 223  dyyxxdxxyy . 2. 0)()1( 22  dyyxxdxyx . 

3. 02)2( 22  ydydxxyx . 4. 0)3(2 22  dyxyxydx . 

5. 0)31()3( 22  dyxydxyxy . 6. 0)2(  dydxaxxy . 

7. 01
4

3 





 






  dy

x

y
dxx

x

y
. 8. dx

x

y
dy

xx

y
323

3 1









 . 
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9. dy
x

y
dx

x

y 23
1

2

2









 . 

10. 0)2(   dyyexedxe xxyxy . 

11. 
dx

dy
+

x

y
=

2

sin

x

x
. 

12. 0)( 2  xdydxyxy . 

13.  xyxdxyxy 32()2( 22  

      0)4 2  dyy . 

14. 0)6(2 2  dyxyydx . 

15. 0)( 2   dyyexdx y . 16. 0)()2( 22  dyyxydxyxy . 
17.(ln y + x ) y=1. 18. 0)( 22  ydydxxyx .  

19. 21)( yydxxdyydy  . 20. 0ln1   xdyxdxyx yy . 

21. 0)1()(  dyxydxyxy . 22. 0)12()( 22  dyyxdxyyx . 

23. 02sin)sin( 22  ydyxdxyx . 24. 0)4( 2  dyxyxydx . 

25. 0)( 32  dyxxydxy . 26. 0)1(2  yxyx . 

27. )1(lnln  xxy
dx

dy
xx . 

28. 0)42( 2  ydxdyyx . 

29. ysin x – y =2 sin 2

2

x
.                          

30. 0)2()( 223  dyyxxydxyy . 

 
Запитання для самоперевірки 

 
1. Що називається інтегрувальним множником? 
2. Сформулюйте необхідну і достатню умови існування інтегрувального 

множника, залежного від однієї змінної. 
3. Як подається повний диференціал функції, яка залежить від двох змін-

них? 
4. Чи можна розв’язувати за допомогою підбору інтегрувального множника 

рівняння, які розглядалися в попередніх розділах? Наведіть приклади. 
5. Чи вірно, що диференціальне рівняння має безліч інтегрувальних множ-

ників? Чому? 
6. При якій умові існує інтегрувальний множник, залежний від даної функ-

ції змінних x і y? 
7. Який вигляд має загальний інтеграл диференціального рівняння в повних 

диференціалах? 
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9. Теорема існування і єдиності розв’язку. Особливі точ-
ки. Особливі розв’язки 

Література: [1], розд. ІІ, §1-3, розд. V, §4, розд. І, §1; [3], розд. ІІІ, §1-3, 4, 
розд. ІІ, §2, 1; [4]. 

 
 А.  Маємо рівняння першого порядку      

                                                       ),( yxf
dx

dy
                                                    (1) 

з початковою умовою  
                                                             0

0
yy

xx



.                                                      (2) 

 Теорема Коші (існування і єдиності розв’язку). 
Якщо функція f(x,y) на прямокутнику (Δ): |x – x0|  a , |y – y0|  b задовольняє 

умови:  
1) f(x,y) – неперервна функція на (Δ) (згідно теореми Вейєрштрасса  М>0    

 (x,y)(Δ)      (|f(x,y)| M) ); 
2) по y функція f(x,y) задовольняє умову Ліпшиця:  L>0  (x,y1)  (x,y2)  

((x,y1),(x,y2)(Δ)|f(x,y1) – f(x,y2)| L|y1 – y2|), 
 то на [x0 – h, x0 + h],   де h = min (a, b/M, 1/L)  існує єдиний розв’язок задачі 

Коші  (1)–(2). 

Функція f(x,y) задовольняє умову Ліпшиця, якщо 
y

f




 обмежена ( чому?).  

Приклад 1. Знайти область існування і єдиності розв’язку диференціально-
го рівняння: у= уsin x + ех .  

 
     ►Права частина рівняння f(x,y) = ysin x +ex є неперервною функцією на всій 

площині ХОY, а 1|sin| 



x
y

f
 , тому в будь-якому прямокутнику площини ви-

конуються умови теореми Коші. Тому через кожну точку площини проходить 
лише одна інтегральна крива розглядуваного рівняння.◄ 
 
 Метод Пікара доведення цієї теореми (метод послідовних наближень) дає і 
спосіб побудови розв’язку диференціального рівняння. Спочатку диференціа-
льне рівняння (1) з початковою умовою (2) замінюється рівносильним інтегра-

льним рівнянням  y(x) = y0 + dttytf
x

x


0

))(,( . Після цього будується послідовність 

функцій y0(x), y1(x), … , yn(x), … , де y0(x) = y0  і  

                                           yn+1(x) = y0 + dttytf
x

x
n

0

))(,(                                           (3) 

при n0, і доводиться, що ця послідовність на [x0 – h, x0 + h] рівномірно збіга-
ється до розв’язку y(x) даного рівняння. Інших же розв’язків це рівняння не має. 

Приклад 2. Знайти перші два наближення до розв’язку диференціального 
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рівняння y = x2 + y2, що задовольняє початкову умову y(1)=0. 
 

 ►Рівність (3) для даного рівняння набуває вигляду yn+1(x) dttyt
x

n 
1

22 ))(( . 

Перепишемо цю рівність, розклавши t2 по степенях (t – 1): yn+1(x) = 

=  
x

n dttytt
1

22 ))(1)1(2)1(( . Оскільки y0(t)=0, то 

y1(x)= dttt
x

 
1

2 )1)1(2)1((  = (x-1)3/3 +(x-1)2 + (x-1). 

Друге наближення: y2(x)= dttytt
x

 
1

2

1

2 ))(1)1(2)1((  = (x–1)3/3 +(x–1)2 + 

+(x–1)+ dtttt
x

2

1

23 ))1()1(3/)1((  =(x–1)3/3+(x–1)2+(x–1)+ 

+ dtttttt
x

 
1

23456 ))1()1(23/)1(53/)1(29/)1(( =2(x–1)3/3+(x– 

–1)2+(x–1) + (x–1)7/63+(x–1)6/9+(x–1)5/3+(x–1)4/2.◄ 
 

 Теорема Коші була доведена спочатку з допомогою степеневих рядів. При 
цьому на функцію f(x,y) накладалися більш жорсткі умови, зокрема вимагалося, 
щоб вона в деякому околі точки (x0, y0) розкладалася в ряд по степенях x–x0 і     
y–y0. Це гарантує існування розв’язку також у вигляді збіжного степеневого ря-

ду: y= y0+ .)( 0
1

n

n
n xxb 





 

Приклад 3.      Знайти перші п’ять членів розкладу в ряд по степенях x–1 
для розв’язку рівняння y=x2+y2 , що задовольняє початкову умову y(1)=0. 

  
►Підставляючи значення ,10 x  00 y  в дане рівняння, знаходимо, що 

y(1)=1. Диференціюючи обидві частини даного рівняння по х і враховуючи, що 
у – функція від х, одержуємо: у= 2х+2уу  і, оскільки, х0=1, у0=0, у(1)=1, то 
у(1)=21+201=2. Потім, диференціюючи знову по х, одержимо, що 
у=2+2(у)2+2уу. Звідси знаходимо, що у(1)=2+212+202=4. Далі одержує-
мо  4y = 6уу+2уу, звідки  4y (1)=12. Маємо, таким чином, згідно формули 
Тейлора  розклад розв’язку у по степенях  х–1:  

                                      у=(х–1)+(х–1)2+2(х–1)3/3+ (х–1)4/2+… .◄ 
 

Практичні завдання 
 
1. Знайти значення у(0,3), де у – розв’язок рівняння у= х+у2, що задовольняє 

початкову умову у(0)=1. 
2. Знайти перші п’ять членів розкладів у степеневий ряд для розв’язків ди-

ференціальних рівнянь: а) у=х+у2, у(0)=1; б) у= уех, у(0)=0,1. 
3. у= у2+ху+х2. Знайти методом послідовних наближень друге наближення 
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для розв’язку, що задовольняє початкову умову у(0) =1.  
4. у= ху2–1. Знайти при х=1 значення того розв’язку даного рівняння, який 

задовольняє початкову умову у(0)=0. Обмежитись третім наближенням. Обчис-
лення вести з двома десятковими знаками.  

5. Знайти п’ять перших членів розкладу в степеневий ряд розв’язків рівнянь 
при вказаних початкових умовах :  

а) у= у3– х, у(0) =1;    б) у= х2у2–1,  у(0)=1; 
в) у= х2 – у2,  у(0)=0;                       г) у= (1– х2 )/у +1,  у(0)=1; 
д) у= ху/(1+х+у),  у(0)=0;              е) у= еу+ху,  у(0)=0; 
є) у= sin y – sin x , у(0)=0.  

 
 Б. Якщо не виконуються умови теореми Коші, то диференціальне рівняння 

може мати або особливі точки (якщо функція f(x,y) в точці (х0, у0) не має ні скі-

нченної , ні нескінченної границі), або особливі розв’язки на ГМТ , де 


y

f
.  

Класифікацію особливих точок проведемо для рівняння 
kycx

byax

dx

dy




 , де 

a,b,с,kR, аk–bс 0 , а точка (0,0) особлива.  
Якщо розглядати х і у як функції параметра t, то дане рівняння запишеться у 

вигляді системи: 














.

,

kycx
dt

dx

byax
dt

dy

 

Особлива точка (0,0) є стійкою, коли при t  будь-яка точка на інтеграль-
ній кривій прямує до початку координат, і нестійкою – в протилежному випад-
ку.  

1. Нехай (b–c)2+ 4ak > 0 i  ak – bc <0. Тоді особлива точка буде стійким вуз-
лом при b+с <0 і нестійким – при b+с >0. 

2. Нехай (b–c)2+4ak = 0. Особлива точка буде стійким виродженим вузлом 
при b+с 0 і нестійким – при b+с0 (вузол вироджений, коли усі інтегра-
льні криві системи входять в цю точку з одним і тим же напрямом).  

3. Нехай (b–с)2+4аk 0 і  аk – bс0. У цьому випадку точка (0,0) – сідло. 
4. Нехай (b–с)2+4аk 0 і  b+с=0. Тоді маємо центр. 
5. Нехай  (b–с)2+4аk 0 і b+с 0, тоді особлива  точка (0,0) буде стійким фо-
кусом при b+с0 і нестійким – при b+с0. 

Приклад 4. Дослідити характер особливої точки (0,0) диференціального рі-

вняння: 
xy

xy

dx

dy




 . 

►а=1; b=1; с = –1; k = 1. (b–с)2+4аk = (1+1)2+411=8 0, аk – bс = 11–1(–1)= 
=20. Отже, точка (0,0) – сідло.◄ 
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Практичні завдання 
 

 Дослідити характер особливих точок рівнянь: 

      6.  у 
y

x
  , М(0,0).      7.  у 

1

1





x

y
, М(–1, –1). 8. у 

x

y2
 , М(0,0).               

      9. у 
yx

yx




 , М(0,0). 10. у 
x

y
 , М(0,0).            11. у 

yx

y


 , М(0,0). 

 
В. Особливі розв’язки рівняння у= f(x,y). 
Правило для знаходження особливого розв’язку: 

1. Знайти ГМТ, на якому 


y

f
. Ця множина точок є крива, задана рівнян-

ням (x,y)=0. 
2. Перевірити, чи є знайдене ГМТ розв’язком диференціального рівняння. 
3. Перевірити, чи порушується властивість єдиності в кожній точці здобу-

тих таким способом розв’язків. 
Якщо умови 1–3 виконуються, то вони є достатніми для того, щоб функція 

(x,y)=0 була особливим розв’язком рівняння (1).  

Приклад 5. Знайти особливі розв’язки рівняння: y
dx

dy
 . 

 
►Тут f(x,y) = y  є функція неперервна в будь-якій замкненій області верх-

ньої півплощини, тобто, де y0.  Проте,  fy
=1/(2 y ) стає необмеженою при 

у0 і у0. Тому лінія у=0 може бути особливим розв’язком диференціального        
рівняння.      

Функція у=0 є розв’язком диференціального рівняння (перевіряємо безпосе-
редньою підстановкою у рівняння).   

Загальний розв’язок рівняння: у = 
2

2






 Cx

,  х  – С , де С – стала.   Зрозумі-

ло, що через кожну точку осі ОХ (розв’язку у=0) проходять дві інтегральні кри-
ві рівняння, а саме – лінія у=0 і крива з сім’ї загального розв’язку (дійсно, єди-
ність порушується, бо із загального розв’язку отримати розв’язок у=0 при чис-
ловому значенні сталої С, включаючи її невласні значення  , не можна).◄  

 
Практичні завдання 

 
Знайти особливі розв’язки (якщо вони існують) даних рівнянь: 
 
12. у= 3 y .                               13. у= 1y . 14. y'=2 3 x · 3 y .         

15. у= 1)(3 2  xy . 16. у= 1+ 3

1

)(
2

3
xy  .       17. у=y 3

2

·(y 2 – 1).       
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18. y'=( 5 y + 6 x · 15 y )·
8

5
. 

  

 
Г. Особливі розв’язки рівняння F(x, y, у)=0 . 
а)  Невідомий загальний інтеграл рівняння F(x,y, у)=0.  
Правило знаходження особливих розв’язків:  

1. Утворити систему: 







.,0),,(

,0),,(

yppyxF

pyxF

p

  Розв’язок цієї системи (x,y)=0 

– p-дискримінантна крива. 
2. Перевірити, чи буде дискримінантна крива інтегральною кривою рівнян-

ня. 
3. Перевірити, чи порушується властивість єдиності в кожній із точок цієї 

інтегральної кривої. 
  Якщо ці умови виконуються, то розв’язок (x,y)=0 рівняння  є особливим. 

Приклад 6. Знайти особливий розв’язок рівняння: у – ху+еу=0. 
 

►








.0

,0
p

p

ex

expy
 Дискримінантна крива:               

у = х ln x – x. Підстановка в рівняння показує, що це 
є розв’язок. Загальний же розв’язок цього рівняння           
у=Сх – еС .                                                                           
 Таким чином, через кожну точку 
дискримінантної кривої проходить дві інтегральні 
криві – сама ця крива і крива з сім’ї загального 
розв’язку.◄  

 
б) Відомий загальний інтеграл рівняння F(x,y, у)=0. 

 Нехай Ф(х,у,С)=0 – загальний інтеграл рівняння F(x,y, у)=0 . 
 Обвідною сім’ї кривих називається крива, яка в кожній своїй точці дотика-
ється до однієї з кривих даної сім’ї (звідси слідує: якщо обвідна є інтегральною 
кривою, то вона є особливим розв’язком). 
 Правило для знаходження обвідної сім’ї Ф(х,у,С)=0: 

1. З системи рівнянь 







0),,(

,0),,(

CyxФ

CyxФ

C

       знаходимо C-дискримінантну кри-

ву (х,у)=0. 
2. З кривої (х,у)=0 вилучаємо ті точки, в яких Ф'х і Ф'у одночасно дорів-

нюють 0. Та частина дискримінантної кривої, що залишилась,  і є обвід-
ною сім’ї кривих.  

 Приклад 7. Знайти особливий розв’язок диференціального рівняння, якщо 
задано його загальний інтеграл: у – C 3х 2 + 2C 2 х –C =0 . 

 
 ►Складемо систему для дискримінантної кривої:    
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







.0134

,02
22

223

xCCx

CxCxCy
 Маємо звідси дві дискримінантні криві: у=0, у

x27

4
 .   

Оскільки Ф'у=1, то вздовж цих кривих Ф'у 0, тому обидві С-дискримінантні 
криві є особливими  розв’язками диференціального рівняння, загальний інтег-
рал якого задано в умові задачі.◄ 

 
Практичні завдання 

 
 Знайти особливі розв’язки диференціальних рівнянь, якщо відомі їх загальні 
інтеграли: 

19. 8(у)3= 27y; у2=(х+С)3.            20. (у+1)3= 27(х+у)2; х+у= (х+С)3. 
21. у2((у)2+1)= 1; (х+С)2+у2=1.         22. (у)2 – 4у3=0; у(х+С)2=1. 
23. (у)2= 4у3(1 – у); у(1+(х – С)2)=1.  
 

Розрахункові  завдання 
 

 Задача 10.  Знайти три перші, відмінні  від нуля, члени розкладу в степене-
вий ряд розв’язку диференціального рівняння, що задовольняє дану початкову 
умову. 
     1. у=у2–х, у(0)=11. 2. у=у+хеу, у(0)=0.           3. у=2х + cosy, у(0)=0.       
     4. у=х2+у3, у(1)=1. 5. у= x+1/y, y(0)=1. 6. у= y2+x3, y(0)=1/2. 
     7. y'=x2y2 –1, y(0)=1. 8. y'=ey+xy, y(0)=0. 9. у=x2+y2, y(0)=1. 
     10. у=x+ecos y, y(0)=0. 11. у=x–y2, y(0)=0. 12. у=y2–3x2–1, y(0)=1. 
     13. у=y+ey, y(0)=1.           14. у=x3–y3, y(0)=1.          15. у=2x–cosy, y(0)=0.        
     16. у=x2 – y3, y(1)=1. 17. у= у3–2x2, y(0)=1. 18. у= y – xey, y(0)=0. 
     19. у=2x–cos y, y(0)=0. 20. у= x2–y3, y(1)=1 21. у= x–1/y, y(0)=1. 
     22. у= y2–x3, y(0)=1/2. 23. у= x3y2+1, y(0)=1. 24. у= ey–xy, y(0)=0. 
     25. у= x2–y2, y(0)=1.  26. у= x–ecos y, y(0)=0.  27. у= x+y2, y(0)=0.  
     28. у=y2+3x2–1, y(0)=1.  29. у= y–ey, y(0)=1.  30. у= x3+y3, y(0)=1. 

 
 Задача 11. Дослідити характер особливих точок рівнянь, навести ескіз роз-
міщення інтегральних кривих на площині ХОY. 

1. у 
yx

yx

43

2




 .      2. у 
xy

yx

32

4




 .        3. у 
y

xy 2
 . 4. у 

yx

yx

32

4




 .        

5. у 
yx

yx

43

2




 .      6. у 
yx

yx





2

. 7. у 
xy

xy

32

2




 .        8. у 
yx

xy





24

.        

 9. у 
x

y
 . 10. у 

yx

yx

23

4




 .     11. у 
yx

xy





3

2
.        12. у 

yx

yx

43

2




 .      

 13. у' 
xy

yx

32

4




 . 14. у 
y

xy 2
 . 15. у 

yx

xy

32

4




 . 16. у 
yx

yx

43

2




 .      
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 17. у 
yx

yx





2

.      18. у 
xy

xy

32

2




 . 19. у 
yx

xy





24

.     20. у 
yx

yx

23

4




 .      

      21. у 
yx

yx

43

2




 .  22. у 
yx

yx





2

.        23. у 
xy

xy

32

2




 .      24. у 
yx

xy





24

. 

 25. у 
yx

yx

43

3




 .    26. у 
xy

yx

32

32




 .      27. у 
yx

yx

32

43




 . 28. у 
yx

yx

43

23




 .      

 29. у 
yx

yx





23

.    30. у .
34

3

yx

yx




  
    

 
Задача 12. Знайти особливі розв’язки рівнянь, виходячи з їх загальних інте-

гралів. 

     1. y=Сex+
C

4
.                   2. y

2)(

4

Cx 
 .                    3. y= a sh 






 

a

Cx
.                   

     4. y= x2/2 + Сx + С2.      5. С2x2 – 2Сy +4=0.              6. (x–С)2+ (y–С)2=1.             
     7. y2=x(x–С)2.                   8. y= sin(x+С).                     9. y=С(x–С)2.                        
     10. (y–С)2= (x–С)3.          11. ex(y–С)=С.                      12. (x–С)2 + y2 – aС=0.         

     13. y=Сx – 21 C .       14. y= С(x–2С)2. 15. y= С3x2+ 2С2x – С. 

     16. y=Сx+С2+
2

2x
. 

17. y(С–x)=x2. 18. y(С–x)=С2. 

     19. (x–С)2+y2=1. 20. y= Сex +1/С. 21. x2+С(x–3y)+С2=0. 

     22. y=Сx+ 222 bCa  . 23. y=Сx2–С2. 24. y=С(x–С)2. 

     25. Сy= (x–С)2.  26. xy= Сy–С 2.  27. xС2 – 2yС +4x=0. 
     28. xС2 +2Сx –y=0. 29. y2(С–1)=(2–С)2. 30. С2 – Сy +ex=0. 
 

Запитання для самоперевірки 
 

1. За якої умови задача Коші для рівняння першого порядку має розв’язок? 
2. За якої умови цей розв’язок буде єдиним? 
3. Якими властивостями повинна володіти функція f(x,y) в прямокутнику 

(): х0–а  х  х0+а, у0 –b  у у0+b для того, щоб через точку М (х0,у0) про-
ходила одна і тільки одна інтегральна крива рівняння у= f(x,y)? 

4. В чому полягає умова Ліпшиця 
5. Яким рівнянням замінюють диференціальне рівняння у=f(x,y) і початкову 

умову  у
0xx = у0 для   побудови  послідовних  наближень розв’язку 

6. Як записується формула для знаходження послідовних наближень (метод 
Пікара)? 

7. Який розв’язок рівняння називається особливим 
8. Як він може бути пов’язаний з формулою загального розв’язку?  
9. Як знайти криві, підозрілі на особливі розв’язки, за самим диференціаль-

ним рівнянням? 
10. В якому випадку можна наперед стверджувати, що дане рівняння не має 
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особливих розв’язків?  
11. Яка крива називається обвідною сім’ї плоских кривих 
12. Чому обвідна сім’ї інтегральних кривих буде особливим розв’язком? 
13. Як можна виявити криві, підозрілі на особливі розв’язки, в процесі інтег-

рування даного диференціального рівняння? 
14. З якої системи рівнянь може бути знайдений особливий розв’язок рівнян-

ня F(x,y,y)=0 
15. Що таке особлива точка диференціального рівняння? 
16. Який характер поведінки інтегральних кривих в околі відомих вам особ-

ливих точок рівняння з однорідною дробово-лінійною правою частиною? 
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10. Елементи геометричної теорії диференціальних рів-
нянь 

Література: [1–3]. 
 
Розглядатимемо нормальну форму диференціального рівняння першого по-

рядку, розв’язаного відносно похідної, тобто 
                                                   ),( yxfy  .                                                       (1) 
1) Під областю визначення рівняння (1) будемо розуміти об’єднання облас-

тей задання функцій f  і f1  (якщо функція ),( yxf  не означена в деякій точці 
),( 00 yx , але існує її скінченна границя при 00 , yyxx  , то ми доозначуємо 

функцію ),( yxf  в даній точці за неперервністю). 
2) Беручи до уваги геометричний зміст похідної, з рівняння (1) одержуємо 

),( yxftg  , і, отже, напрям дотичних до інтегральних кривих задається са-
мим диференціальним рівнянням (поле напрямів). Вивчаючи поле напрямів, 
одержуємо деяке уявлення про інтегральні криві цього рівняння (наприклад, 
області зростання і спадання). При цьому особливий інтерес являють ізокліни – 
лінії, у всіх точках яких напрям поля один і той же. 

3) У найпростіших випадках вдається за аналітичним виглядом правої час-
тини рівняння (1) знайти лінії екстремумів і лінії точок перегину (лінії, у всіх 
точках яких інтегральні криві мають екстремум або перегин). На них відповід-
но 0),( yxf , 0 fff yx . 

Ізокліни разом з лініями екстремумів і точок перегину дають можливість 
побудувати схематично графіки інтегральних кривих даного рівняння. Це особ-
ливо важливо тоді, коли: 1) рівняння не може бути проінтегроване в квадрату-
рах; 2) інтеграли не подаються через елементарні функції; 3) важко побудувати 
інтегральні криві за загальним інтегралом рівняння. 

Приклад 1. Вивчити поле напрямів, задане диференціальним рівнянням 

y
dx

dy
 , проінтегрувати його і побудувати сім’ю інтегральних кривих. 

 
►Прямі вигляду ky   − ізокліни. Ізокліна 0y  є інтегральною кривою. 
У верхній півплощині ( 0 yy ) інтегральні криві зростають, у нижній – 

спадають. Лінії екстремумів немає ( 0y  при 0y , але 0y  − інтегральна 
крива, тому порушувалася б єдиність розв’язку). 

Досліджуємо напрям увігнутості інтегральних кривих. Диференціюючи 
обидві частини рівняння, одержуємо yy   (бо 

    yyyy
y

y
x

y 







 0 ) або, беручи до уваги вихідне рівняння, 

yy  . Звідси ясно, що у верхній півплощині інтегральні криві увігнуті, а у ни-
жній – опуклі. Ліній точок перегину немає. 
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Інтегруємо рівняння:  ?0 ydx
y

dy
, 

1lnln Cxy  , xeCy 1 , xeCy 1 , звідки маємо 

загальний розв’язок  1CCCey x  . 
З останньої формули видно, що усі зазначені вище 

властивості інтегральних кривих мають місце, і 
інтегральні криві не можуть перетинати вісь Ох. Сама 
вісь Ох є розв’язком вихідного рівняння, і причому 
частинним (чому?). Вона являє собою горизонтальну асимптоту усіх інших ін-
тегральних кривих рівняння.◄ 

 

Приклад 2. Дано рівняння 3

1

3

2 
 x

dx

dy
. Дослідити його інтегральні криві, не 

проводячи інтегрування рівняння, а потім проінтегрувати рівняння, знайшовши 
усі розв’язки. Порівняти їх поведінку з результатами, одержаними після попе-
реднього аналізу. 

 
►Права частина рівняння задана на всій площині ),( yx , окрім осі Oy  

( 0x ). В точках осі Oy  треба розглядати перевернуте рівняння 3

1

2

3
x

dy

dx
 , яке 

задане скрізь. Таким чином, вихідне рівняння задане на всій площині ),( yx . 
Оскільки права частина рівняння визначена і неперервна при всіх x , які не 

дорівнюють нулю, то в кожній з областей ;,0:1  yxG    

 yxG ,0:2  мають місце існування і єдиність розв’язку задачі 

Коші. 
В точках осі Oy  гарантується лише існування, але не єдиність розв’язку за-

дачі Коші (чому?). 
Ізоклінами рівняння є прямі kx  , де k  − довільне число. При цьому ізоклі-

на 0x  ( y ) є розв’язком перевернутого рівняння. 
У лівій півплощині усі інтегральні криві спадають, у правій півплощині – 

зростають (чому?). Ліній екстремумів немає. 
Усі інтегральні криві рівняння в кожній із областей їх задання опуклі, бо 

0y  при 0x . Тому ліній точок перегину немає. 

Оскільки 0y  при x , то напрям 

дотичних до інтегральних кривих при x  

наближається до напряму осі абсцис. 

Інтегруючи рівняння, одержуємо Cxy  3

2

. До 
цього розв’язку (в кожній з областей 1G  і 2G ) треба 
приєднати розв’язок 0x  (особливий) перевернутого 
рівняння. 
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Тепер уже з аналітичного вигляду сім’ї інтегральних кривих ясно, що вони 
симетричні відносно осі Oy  і володіють властивістю y  при x , 

тобто необмежено зростають  при x .◄ 

 
Практичні завдання 

 
Визначити область задання рівняння, область існування розв’язку задачі 

Коші, область існування і єдиності, вказати особливі точки і особливі лінії; ви-
вчити поле напрямів (знайти ізокліни, побудувати ізокліни 0y , 1y , 

y , визначити напрям поля в точках, які лежать на осях координат, вказати 
області зростання і спадання розв’язків, знайти лінії екстремумів, встановити 
напрям увігнутості і знайти лінії точок перегину, зробити малюнок); зробити 
схематичний ескіз сім’ї інтегральних кривих; проінтегрувати рівняння, знайшо-
вши всі розв’язки; вивчити поведінку інтегральних кривих в околі особливих 
точок і особливих ліній, на межі області задання рівняння і на нескінченності за 
аналітичним виглядом сім’ї інтегральних кривих; зробити малюнок: 
     1. 0y . 2. 1y . 3. xy 2 . 4. 2xy  . 

     5. xy
2

3
 . 6. 

2xey  .  7. yy 2 . 8. 21 yy  . 

     9. 
y

y
1

 . 10. 3

2

3yy  . 11. 
x

y
y

2
 . 12. 

21

2

x

xy
y


 . 

 
Розрахункові завдання 

 
Задача 13. Визначити область задання рівняння, область існування 

розв’язку задачі Коші, область існування і єдиності, вказати особливі точки і 
особливі лінії; вивчити поле напрямів (знайти ізокліни, побудувати ізокліни 

0y , 1y , y , визначити напрям поля в точках, які лежать на осях ко-
ординат, вказати області зростання і спадання розв’язків, знайти лінії екстре-
мумів, встановити напрям увігнутості і знайти лінії точок перегину, зробити 
малюнок); зробити схематичний ескіз сім’ї інтегральних кривих; проінтегрува-
ти рівняння, знайшовши всі розв’язки; вивчити поведінку інтегральних кривих 
в околі особливих точок і особливих ліній, на межі області задання рівняння і 
на нескінченності за аналітичним виглядом сім’ї інтегральних кривих; зробити 
малюнок. 
     1. ay  . 2. axy  . 3. 2axy  .  4. xy  . 

     5. xy 1 . 6. xy 1 . 7. xxy  . 8. xy 2 . 

     9. xy 2 . 10. 12  xxy . 11. 21 xxy  . 12. ayy  . 

     13. 2ayy  . 14. 23yy  . 15. 22 yay  . 16. 4yy   . 

     17. yy  . 18. yyy  . 19. yy 1 . 20. 12  yy . 
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     21. yy  2 . 22. 3

2

3yy  . 
23. xyy  . 24. yxy  . 

     25. yyy ln . 
26. 2

3

yy  . 
27. xyy  . 28. yxy  . 

     29. 12  xyy . 30. xyy 2 .   
 

Запитання для самоперевірки 
 

1. Як знаходять область задання диференціального рівняння першого по-
рядку, розв’язаного відносно похідної? 

2. Чому при аналізі розв’язків доводиться інколи розглядати перевернуте 
рівняння? 

3. Що таке поле напрямів? 
4. Що таке ізокліна? 
5. Яка особливість нульової ізокліни? 
6. Що таке лінія екстремумів? 
7. Що таке лінія точок перегину? 
8. На якому етапі якісного дослідження диференціального рівняння 

),( yxfy   використовують вираз fff yx  , і що він собою являє? 

9. Чому рівняння ліній екстремумів і ліній точок перегину слід перевіряти 
на предмет належності до інтегральних кривих? 

10. Як визначити, чи є дана інтегральна крива асимптотою інших, чи має спі-
льні точки з ними? 

11. Що означає геометрично той факт, що в якійсь частині площини ),( yx  
y  або 0y ? 

12. Як можна за виглядом рівняння перевірити симетричність інтегральних 
кривих відносно координатних осей, прямої xy  ? 
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11. Рівняння, не розв’язані відносно похідної 
Література: [1–3]. 
 
А. Якщо рівняння вигляду 0),,( yyxF  можна розв’язати відносно y , то 

одержиться одне або декілька рівнянь вигляду ),( yxfy  . Треба розв’язати 
кожне з них. Загальний інтеграл вихідного рівняння виразиться, таким чином, 
сукупністю інтегралів (через кожну точку області, в якій y  набуває дійсних 
значень, проходить і відповідна кількість інтегральних ліній). 

Приклад 1. Розв’язати рівняння:   02  xyyxyy . 
 

►Розв’яжемо це рівняння відносно y : 
 

y

xyyxxy
y

2

42 
 ; 1y , 

y

x
y  , звідки Cxy  , 222 Cxy  .◄ 

 
Б. Рівняння Лагранжа і Клеро. 
Рівняння Лагранжа має вигляд    yyxy   . Покладаючи py  , дифе-

ренціюючи по x , приводимо це рівняння до лінійного відносно x  як функції p . 
Знаходячи розв’язок цього останнього рівняння  Cprx , , одержуємо загаль-
ний розв’язок вихідного рівняння в параметричній формі: 

       ppCpryCprx   ,,  ( p − параметр).  
Крім цього, рівняння Лагранжа може мати ще особливі розв’язки вигляду 
   cxcy   , де c  − корінь рівняння )(cc  . 

Рівняння Клеро має вигляд  yyxy   . Метод розв’язання такий же, як і 
для рівняння Лагранжа. Загальний розв’язок рівняння Клеро має вигляд 

 CxCy   (сім’я прямих). 
Особливий розв’язок рівняння Клеро одержується виключенням p  з рівнянь 

 pxpy  , 0)(  px   (див. п.9). 

Приклад 2. Проінтегрувати рівняння: 
y

yxy



2

1
. 

►Покладаючи py  , одержуємо 
p

xpy
2

1
 . 

Диференціюючи останнє рівняння, знайдемо 

0
2

1
2











p
xp . Звідси, прирівнюючи до нуля 

перший множник, маємо Cp  , і загальний 

розв’язок вихідного рівняння є 
C

Cxy
2

1
 . 

Прирівнюючи до нуля другий множник, будемо 
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мати 
22

1

p
x  . Виключаючи p  з цього рівняння і з рівняння 

p
xpy

2

1
 , одер-

жимо xy 22   − особливий розв’язок (обвідна сім’ї прямих загального 
розв’язку).◄ 

 
В. Якщо рівняння 0),,( yyxF  може бути приведене до вигляду 

),( yxy    чи ),( yyx   , то в деяких випадках вдається знайти в квадратурах 
його загальний розв’язок або загальний розв’язок в параметричній формі, вико-
ристовуючи, так само як і у випадку рівняння Лагранжа, параметричне подання 
рівняння з послідуючим диференціюванням. 

Для інтегрування рівнянь вигляду 0),( yxF  та 0),( yyF  у випадку їх 
нерозв’язності відносно y  і x  та y  і y  відповідно та можливості параметрич-
ного подання )(tx  , )(ty   чи )(ty  , )(ty   використовують при 
знаходженні загального розв’язку в параметричній формі основне співвідно-
шення dxydy  . 

Рівняння вигляду 0)( yF  має загальний інтеграл 0





 

x

Cy
F . 

Приклад 3. Розв’язати рівняння: 13

2

3

2

 yy . 
 
►Покладемо ty 3cos , tpy 3sin , 

dt
t

t

t

tdtt

p

dy
dx

2

2

3

2

sin

cos
3

sin

sincos3



 . Звідси Cctgttdt

t
x 






   33

sin

3
3

2
; 

загальний розв’язок Cctgttx  33 , ty 3cos .◄ 
 

Практичні завдання 
 

Проінтегрувати дані рівняння: 
1. yyxy  ln2 .  2.   21 yyxy  . 3. yyxy  sin2 . 

4. yyxy  12 . 5. yyx  sinln . 6. 2yayxy  . 

7. 012  yyyyx . 8. 2yyxy  . 9. 21 yayxy  . 

10. 21 yyyx  . 
11. yeyxy 

2

3
. 12. 5

2

5

2

5

2

ayy  . 

 
Розрахункові завдання 

 
Задача 14. Знайти особливі і загальні розв’язки рівнянь. 
1. y2(у–1)= (2–у)2. 2. у 2– yy+ex=0. 3. 4у 2–9x=0. 
4. 4у 2(x–2)=1. 5. у 2+y2–1=0. 6. у 2+2xy–y=0. 
7. x у 2–2xy+1=0. 8. 4x у 2+4yy–1=0. 9. у 2+y2–1=0. 
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10. у 2 – 2xy+2x2–y=0. 11. x у 2– 2yy+4x=0. 12. у 2–4xy+4x2–y2=0.
13. у 2–y3=0. 14. ((x–y)2–1)у 2 –  

       –2y+ (x-y)2–1=0. 
15. у 2–4yy=0. 

16. y 3–2у 2 –4yy+8y=0. 17. у 2– 4xyy+8y2=0. 18. x–y=
9

4  у 2–
27

8 y 3. 

19. у 2+xy=y2+xy. 20. x у 2–2yy+x=0. 21. у 2 +x = 2y. 
22. у 2 –2xy= 8x2. 23. xy (xy+y)=2y2. 24. x у 2 = y(2y–1). 
25. y 3+(x+2)ey=0. 26. (xy+3y)2=7x. 27. у 2–2yy= y2(ex–1). 
28. y (2y–y)= y2sin2x. 29. у 2= 4y3(1–y). 30. у у 3+x=1. 
 

Запитання для самоперевірки 
 
1. Який вигляд має загальне рівняння першого порядку? Коли воно назива-

ється рівнянням n -го степеня? 
2. Як інтегруються рівняння n -го степеня? 
3. Який вигляд має загальний інтеграл рівняння   0yF ? 
4. Як інтегрується рівняння, яке не містить шуканої функції? 
5. Як інтегрується рівняння, яке не містить незалежної змінної? 
6. Який вигляд має рівняння Лагранжа? Як знайти його загальний розв’язок 

в параметричній формі? Які криві можуть бути його особливими 
розв’язками? 

7. Який вигляд має рівняння Клеро? Чим воно відрізняється від рівняння 
Лагранжа? Як записати його загальний розв’язок за виглядом рівняння? 
Як знайти його особливий розв’язок? 
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 12. Диференціальні рівняння сім’ї кривих. Ізогональні 
траєкторії 

Література:   [3],  розд.  III ,  §5; [4]. 
 

 А. Нехай дано рівняння однопараметричної сім’ї плоских кривих   
 CCxy (),( параметр). Диференціюючи його по x , знайдемо  ),( Cxy x .  

Виключаючи параметр C  з цих рівнянь, одержуємо диференціальне  рівняння  
0),,( yyxF , яке виражає властивість, яка є спільною для всіх кривих даної  

сім’ї. Воно і буде шуканим диференціальним рівнянням досліджуваної сім’ї  
кривих.         
 Якщо однопараметрична сім’я кривих визначається рівнянням 

0),,(  Cyx , то диференціальне рівняння цієї сім’ї одержуємо, виключаючи  

параметр C  з рівнянь 
















.0

,0),,(

y
yx

Cyx

 

 Аналогічно, диференціальне рівняння n-параметричної сім’ї ліній одержує-
мо n-кратним диференціюванням по x  співвідношення 0),...,,,,( 21  nCCCyx   
з послідуючим виключенням параметрів. 

 Приклад 1. Знайти диференціальне рівняння сім’ї гіпербол 1
1

2

2

2


y

a

x
.  

 

►Диференціюючи  це  рівняння  по  x ,  матимемо  02
2

2
 yy

a

x
,  або  

yy
a

x 
2

.  Помножимо  обидві  частини  на  x ,  тоді  yxy
a

x 
2

2

.  Підставляючи 

вираз для 
2

2

a

x
  в  рівняння  сім’ї,  знайдемо  її  диференціальне  рівняння:                 

.12  yyxy ◄ 
 
Б. Крива, яка утворює в кожній своїй точці постійний кут   з однією із кри-

вих сім’ї 0),,(  ayx , що проходить через цю точку, називається ізогональною 
траєкторією даної сім’ї; якщо, зокрема, 2  , то – ортогональною траєкторі-
єю. Диференціальне рівняння ізогональних траєкторій можна знайти, замінив-

ши в диференціальному рівнянні даної сім’ї (див. А) y  на 



tgy

tgy



1

. 

Якщо сім’ю плоских кривих задано рівнянням в полярних координатах 
0),,(  a , то побудувавши її диференціальне рівняння, досить замінити в 

ньому   на 



tg

tg


 2

, і матимемо диференціальне рівняння ізогональних 

траєкторій даної сім’ї.   
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Практичні  завдання 
 

 а) Скласти  диференціальні  рівняння  таких  сімей  ліній: 
     1. xay  .                    2. axyx  22 .                 

3. a

x

aey  .      

     4. .2CCCxy         5. ).( baxey x             6. .2 22 CCxy   

     7. .2 cbxaxy         
8. .3

2
1 C

x

C
xCy           

9. .1)()( 22  byax  

     10. .21

xx eCeCy   11. ).sin( axay    

  
б) Знайти ортогональні траєкторії для даних сімей кривих: 

     12. ayyx 222  . 13. 0,022  aaxy . 14. 222 ayx  . 

     15. 222 2 ayx  . 16. )cos1(   a . 17.  2cos2 a . 

     18. xaey cos . 19. naxy  , a –параметр. 20. xaey  , const . 
 

Розрахункові  завдання 
 

Задача  15.  Скласти  диференціальні  рівняння даних сімей  кривих. 
     1. .ln)1( 2 Cxxxyx   2. .ln 2 yCyx   

3. .
3

2 xeCxy


  

     4. .222  yyCex y  5. )( Cytgyx  . 6. Cxyx  723 . 
     7. .)2(234 Cxtgyx   8. )2(ln   xCe y . 9. 2

3

43 xCxy  .        

     10. Cyyx  322 sin2sin . 11. 1sin   xCey x . 12. Cxxe y ln2 .       

     13. Cyxyxx  )1( 2422 .   14. )1(   xCexy . 15. xeCxy 222 )(  .   

     16. Cyyyx  3)1( 322 .   17. xxCy sincos  .         18. 14 42  xCCxy .   

     19. xCxy 22 sinsin23  .     20. xxCy 333 sin)(  . 21. Cxxyy  )1( . 

     22. )sin1(2sin yCex y  . 23. .242 Cyxy     24. 1)(ln 2  Cxxy . 

     25. yxCeyx 22)732(  . 26. xxCy ln2ln 22  . 27. Cexe xy  . 

     28.  )ln( 22 yx    

           C
x

y
arctg  .  

 

29.  yxy cos(2)2sin(   

       yxCex 2)2  .  
 

30. .lnsin Cx
x

y
  

 

Задача 16. Знайти ортогональні траєкторії сімей ліній. 
     1. axy  . 2. ayx  22 . 3. 2axy  . 

     4. 1422  yax . 5.  222 pxpy  . 6. 32)2( xyxa  . 

     7. 4)( 22  yxa . 8. axxy 222  . 9. )()( 222222 yxaxy  . 

     10. ayx  22 . 11. )cos1(   a . 12. )()( 2222 yxaxyx  . 

     13. xyaxy 2222 )(  . 14. Ctg   ln2 . 15. )(22 axpy  . 
     16. kxy  . 17. kkk ayx  . 18. 222 3 ayx  . 
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     19. )(42 axy  . 20. Cxxy 233  . 21. kxy  2 . 

 
Знайти ізогональні траєкторії сімей ліній ( 45 ). 

     22. 23 axyx  . 23. axy  . 24. axxy 222  . 

     25. axy 42  . 26. axy  . 27. 222 ayx  . 
 
Знайти ізогональні траєкторії сімей ліній (кут перетину  ). 

     28.  2cos22 a . 29. )cos1(   a . 30.  cosa . 

         
Запитання для самоперевірки 

 
1. Чим відрізняються співвідношення, якими подаються одно-,  дво-  і  n-

параметричні  сім’ї  кривих? 
2. Як скласти диференціальне рівняння такої сім’ї, якщо вона однопарамет-

рична? n-параметрична? 

3. Як довести,  що  y
yxdx

yxd 








 ),(

? 

4. До якої задачі є оберненою задача по відшуканню диференціального рів-
няння сім’ї кривих ? 

5. Чим відрізняється процедура складання диференціальних рівнянь сім’ї  
кривих у випадку задання її у вигляді ),( axy   та 0),,(  ayx ? 

6. Що таке ізогональна (ортогональна) траєкторія сім’ї кривих? 
7. Як одержати диференціальне рівняння ізогональних (ортогональних) тра-

єкторій даної однопараметричної сім’ї кривих за диференціальним рів-
нянням цієї сім’ї у випадку декартових і у випадку полярних координат? 
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13. Геометричні задачі 
  Література: [даний посібник]. 

 
 Щоб розв’язати геометричну задачу, яка приводить до диференціального рі-
вняння, треба: 

 1) побудувати  малюнок; 2) позначити шукану криву через  )(xfy   (якщо 
задача розв’язується в прямокутних координатах), розмежувати умови, які ма-
ють місце в довільній точці кривої, та ті, які виконуються для окремих точок 
(початкові умови); 3) виразити всі згадувані в задачі величини через x, y і y  . 
Тепер для задачі можна буде побудувати її модель – диференціальне рівняння , 
з якого треба знайти невідому функцію )(xfy  ; 4) знайти загальний розв’язок 
чи інтеграл одержаного рівняння і вилучити з нього за допомогою початкових 
умов рівняння шуканої кривої. 
 А. Задачі на знаходження кривих за властивостями дотичних і норма-
лей до них. 
 Приклад 1. Kрива y=f (x) проходить через точку (1;2). Кожна дотична до неї 
перетинає пряму у=1 в точці з абсцисою, що дорівнює подвоєній абсцисі точки 
дотику. Знайти криву.  

 
 ►Нехай М(х;у) – довільна точка на даній кривій (див. мал.). Рівняння доти-

чної, проведеної до цієї кривої в точці М , буде таким: 

yY   =  xX
dx

dy
 , де Х, Y – координати довільної 

точки прямої.   
 З тієї умови, що дотична перетинає у=1 в точці з 
абсцисою 2х,  одержимо диференціальне рівняння 

 xx
dx

dy
y  21 ; .1 y

dx

dy
x   Відокремивши  змінні 

і проінтегрувавши  це  рівняння,  знаходимо: 
x

C
y 1 . 

 Крива  проходить  через  точку  (1;2),  тому  С = 1. Отже, 
x

y
1

1 − шукана 

крива.◄ 
 
Приклад 2.  Знайти  криві, в яких нормаль стала (дорівнює a ). Визначити  з  

них  ту  криву,  що  проходить  через  точку  0M (0;1).  
 

 ►Рівняння  нормалі  в  точці  M (x;y)  (див. мал.) 

).(
1

xX
y

yY 


 При  Y=0: )(
1

xX
y

y A 
   або  

xXyy A  . Довжина відрізка МА нормалі: 
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222 )( yxXMA A  ,  і, згідно  з  умовою, 222 )( yxXa A  . Тоді 

;22 yyya   ;
22

y

ya
y


  dx

ya

ydy





22
; Cxya  22 .  

 З початкової умови (х=0 при у=1) маємо 12  aC  ,  а  рівняння  шуканої  

кривої : .)1( 2222 ayax  ◄  
 
Б.  Задачі на піддотичні і піднормалі. 
Піддотичною  (піднормаллю) кривої  в  її  точці 0M  (див.  мал.)  називається  

проекція )( 0000 PNPT  на  вісь  Ох  
напрямленого  відрізка   )0000 MNMT    
дотичної  (нормалі)  до  цієї  кривої  в  
точці  0M .                                                                                                         

Приклад 3.   Знайти  лінію,  для  якої  
сума  нормалі  і  піднормалі пропорційна    
абсцисі точки дотику. 

 

►Піднормаль yyTK  . Зрозуміло, що  22 KTKMMT  

 22 )( yyy 2)(1 yy  .                                                         

Отже,  виходячи  з  умови  задачі,  маємо  

диференціальне  рівняння kxyyyy  2)(1 ,  

або після розв’язання відносно похідної − однорідне  

рівняння 
kxy

xky
y

2

222 
 .          

., UxUyUxy    
kxUx

xkxU
UxU

2

2222 
 ,  

kU

kU
UxU

2

22 
 , 

kU

kUkU
xU

2

2 222 
 , .

)21(

2
22 x

dx
dU

kUk

kU



 Інтегруючи та повертаючись до 

початкових змінних, одержимо рівняння шуканої кривої 
k

xk
Cxy k

21

221
2


 .◄   

 
В.  Задачі на площі фігур та довжини дуг кривих. 
 
Приклад  4. Площа  трапеції,  утвореної  осями  

координат,  ординатою  біжучої  точки  М  кривої  і  
дотичною  до  кривої  в  цій  точці,  є  стала  величина  

2a . Знайти  криву. 
►Відрізок,   що    відтинає   дотична     на    осі     

Оу,  дорівнює  yxy  .  Площа трапеції, зображеної 
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на малюнку, 2

2
ax

yyxy



.  Звідси  маємо  диференціальне  рівняння: 

022 22  axyxy .  Це  лінійне  рівняння.  Його  загальний  розв’язок  

 C
x

a
Cxy (

3

2 2
2  довільна  стала).◄ 

 
Якщо за умовою задачі до розгляду треба ввести площу криволінійної тра-

пеції, обмеженої змінною дугою шуканої кривої, чи довжину цієї дуги, то кори-
стуються їх поданням через визначений інтеграл із змінною верхньою межею: 


x

x

dxy
0

 і  
x

x

dxy
0

21  відповідно (в декартових координатах). Тоді до диференці-

ального рівняння переходять після диференціювання співвідношення, що від-
повідає умові.  

                                              
Практичні  завдання 

 
 1. Знайти  криву,  для  якої  кутовий  коефіцієнт  дотичної  в  довільній  точ-
ці  в  m  разів  більший  за  кутовий  коефіцієнт  прямої,  що  сполучає  цю  точ-
ку  з  початком  координат. 

2. Знайти криву,  всі  нормалі  якої  проходять  через  точку  (2;-3). 
3. Знайти  криву,  яка  має  таку  властивість:  величина  перпендикуляра,  

опущеного  з  початку  координат  на  дотичну,  дорівнює  абсцисі  точки  доти-
ку. 

4. Знайти  криву,  для  якої  має  місце  така  властивість:  довільна  дотична  
перетинається  з  віссю  ординат  у точці,  яка  однаково  віддалена  від  точки  
дотику  і  від  початку  координат. 

5. Знайти  всі  криві,  для  яких  піддотична  дорівнює  подвоєній  абсцисі  
точки  дотику. 

6. Нормаль  MQ  перетинає  вісь  Ох  в  точці  Q.  Довести,  що  коли  абсци-
са  точки  Q  вдвічі  більша  за  абсцису  точки  М,  то  крива – рівнобічна  гі-
пербола. 

7. Знайти  лінії,  в  яких  піднормаль  в  будь-якій  точці  так  відноситься  до  
суми  абсциси  і  ординати,  як  ордината  цієї  точки  до  її  абсциси. 

8. Знайти  криві,  в  яких  нормаль  співпадає  з  радіус-вектором  точки  до-
тику. 

9. Знайти  криву,  якщо  трикутник,  утворений  нормаллю  в  будь-якій  її  
точці  з  осями  координат,  рівновеликий  трикутнику,  утвореному  віссю  Ох,  
дотичною  і  нормаллю. 

10. Знайти  криві,  які  мають таку  властивість:  якщо  через  будь-яку  точку  
кривої  провести  прямі,  паралельні  осям  координат,  до  перетину  з  цими  
осями,  то  площа  одержаного  прямокутника  поділиться  кривою  у  відно-
шенні  1:2. 
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Розрахункові  завдання 
 
Задача  17.  Розв’язати    геометричні  задачі    за  допомогою  диференціа-

льних  рівнянь. 
І. Знайти  лінію,  яка  проходить  через  точку  0M  і  має  таку  властивість:  у  

довільній  точці  М нормальний  вектор  MN   завдовжки  a  з  кінцем  N  на  осі  
Оу  утворює  гострий  кут  з  додатнім  напрямом  цієї  осі. 

1. 0M (15;1), a = 25.  2. 0M (12;1), a = 20. 3. 0M (9;3), a =15. 
4. 0M (3;5), a = 5. 5. 0M (6;4), a = 10.  
ІІ.   Знайти  лінію,  яка  проходить  через  точку  0M ,  а відрізок  її  нормалі  

між  осями  координат  ділиться  точкою лінії у  відношенні  a:b. 
6. 0M (1;1), a:b=1:2. 7. 0M (-2;3), a:b =1:3.        8. 0M (0;1), a:b = 2:3. 
9. 0M (1;0), a:b = 3: 2. 10. 0M (2;-1), a:b = 3:1.  

 ІІІ.  Знайти  лінію,  яка  проходить  через  точку  0M ,  якщо  відрізок  її  до-
тичної  між  точкою  дотику  та  віссю  Оу  ділиться  в  точці  перетину  з  віссю  
Ох  у  відношенні a:b (від  осі  Оу). 

11. 0M (2;-1), a:b = 1:1. 12. 0M (1;2), a:b = 2:1. 13. 0M (1;-1), a:b = 3:1.    
14. 0M (2;1), a:b = 1: 2. 15. 0M (1;-1), a:b = 1: 3.  
ІV.  Знайти  лінію,  яка  проходить  через  точку  0M ,  якщо  відрізок  її  до-

тичної  між  осями  координат  ділиться  в  точці  дотику  у  відношенні a:b  (від  
осі  Оу). 

16. 0M (1;2), a:b = 1:1. 17. 0M (2;1), a:b = 1:2. 18. 0M (1;3), a:b = 2:1.    
19. 0M (2;-3), a:b = 3:1. 20. 0M (3;-1), a:b = 3:2.  
V. Знайти  лінію,  яка  проходить  через  точку 0M   і  має  таку  властивість:  

у  довільній  її  точці  М  проекція  на  вісь  Ох  дотичного  вектора  MN   з  кін-
цем  на  осі  Ох  обернено  пропорційна  абсцисі  точки  М.  Коефіцієнт  пропо-
рційності  a . 

21. 0M (1; e ), a = -1/2. 22. 0M (2; e1 ), a = -2.      23. 0M (-1; e ), a = -1.     
24. 0M (2; e1 ), a =2.       25. 0M (1; 21 e ), a = 41 .  

VI.  Знайти  лінію,  яка  проходить  через  точку  0M   і  має  ту  властивість,  

що  в  довільній  її  точці  М  проекція  на  вісь  Оу  дотичного  ветора  MN   з  
кінцем  N  на  осі  Оу  дорівнює a . 

26. 0M (1;2), a = -1. 27. 0M (1;4), a = 2. 28. 0M (1;5), a = -2. 
29. 0M (1;3), a = -4. 30. 0M (1;6), a = 3.  
                                            
Задача 18. Розв’язати    геометричні  задачі    за  допомогою  диференціаль-

них  рівнянь. 
1. Знайти криві, для яких проекція на вісь абсцис відрізка дотичної, що міс-

титься між точкою дотику і віссю абсцис, дорівнює середньому арифме-
тичному координат точки дотику. 
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2. Знайти криві, для яких відношення відрізка осі абсцис, що відтинається 
перпендикуляром до дотичної, проведеним у точку дотику, до радіус-
вектора точки дотику є величина стала, яка дорівнює k. 

3. Знайти криві, в яких точка перетину будь-якої дотичної з віссю абсцис 
має абсцису, яка вдвоє менша від абсциси точки дотику. 

4. Знайти рівняння кривої, яка проходить через точку М(1;1) і має таку влас-
тивість: відстань від початку координат до будь-якої її дотичної дорівнює 
абсцисі точки дотику. 

5. Знайти криву, яка проходить через точку А з координатами (2;4), знаючи, 
що абсциса точки перетину дотичної в довільній точці кривої з віссю Ох 
дорівнює подвоєній абсцисі точки дотику. 

6. Знайти криву, знаючи, що ордината точки перетину нормалі в довільній 
точці з віссю ординат дорівнює подвоєній ординаті цієї точки.  

7. Знайти криві, для яких відрізок нормалі дорівнює відстані точки дотику 
від початку координат. 

8. Знайти криві, відрізок дотичної до яких між осями координат поділяється 
точкою дотику пополам. 

9. Знайти криві, нормалі до яких проходять через початок координат. 
10. Знайти криву, в якої довжина нормалі пропорційна квадрату ординати 

точки дотику. 
11. Знайти криві, в яких піддотична пропорційна абсцисі точки дотику. 
12. Знайти криву, в якої сума довжин дотичної і піддотичної в будь-якій точ-

ці пропорційна добутку координат точки дотику. 
13. Знайти криву, якщо піднормаль для будь-якої точки кривої є середнім 

арифметичним координат точки дотику. 
14. Знайти криву, якщо піддотична для будь-якої точки кривої є середнім 

арифметичним координат точки дотику. 
15. Знайти всі криві, для яких піддотична є сталою величиною. 
16. Знайти криву, в якої піднормаль дорівнює різниці радіус-вектора і абсци-

си точки дотику. 
17. Знайдіть лінію, дотичні до якої відтинають на осях координат відрізки, 

сума яких дорівнює 2а. 
18. Знайти криву, в кожній точці якої піднормаль є середнім арифметичним 

квадратів координат цієї точки. 
19. Знайти криву, яка проходить через точку (1;2), якщо її піддотична вдвічі 

більша від абсциси точки дотику. 
20. Знайти криві, в яких піднормаль є сталою величиною. Вилучити з них ту 

криву, яка проходить через точку (0;1). 
21. Площа, обмежена кривою, віссю Ох та довільною ординатою, дорівнює 

кубові цієї ординати. Знайти ту з інтегральних кривих, яка проходить че-
рез початок координат. 

22. Знайти криву, для якої площа Q фігури, обмеженої кривою, віссю Ох і 

двома абсцисами х=0 і х= a  є даною функцією від 
a

y
aQy ln: 2 . 
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23. Знайти криву, яка проходить через точки О(0;0), А(1;1) і обмежує криво-
лінійну трапецію з основою [0;x], площа якої пропорційна 4y . 

24. Визначити криві, для яких площа прямокутника, побудованого на відріз-
ках, які відтинаються дотичною в довільній точці кривої на осях коорди-
нат, у 4 рази більша площі прямокутника, побудованого на відрізках пер-
пендикулярів, опущених з даної точки кривої на осі координат. 

25. Знайти криву y=f(x) (f(x)0, f(0)=0), яка обмежує криволінійну трапецію з 
основою [0;x], площа якої пропорційна (n+1)-му степеню f(x). Відомо, що 
f(1)=1. 

26. Знайти криву, для якої трикутник, утворений нормаллю з осями коорди-
нат, був би рівновеликий трикутнику, утвореному з віссю Ох дотичною і 
нормаллю. 

27. Знайти криву, для якої сума катетів трикутника, утвореного дотичною, 
ординатою точки дотику і віссю абсцис є величиною сталою, яка дорів-
нює b. 

28. Знайти криві, для яких площа трикутника, утвореного дотичною, ордина-
тою точки дотику і віссю абсцис є величиною сталою, яка дорівнює 2a . 

29. Знайти криві, для яких площа трикутника, утвореного віссю Ох, дотич-
ною і радіус-вектором точки дотику, стала і дорівнює 2a . 

30. Знайти криву, для якої площа фігури між кривою, віссю абсцис та орди-
натою, пропорційна довжині дуги цієї кривої. 

 
Запитання для самоперевірки 

 
1. Який  геометричний  зміст  похідної? Як  обчислити  кутові  коефіцієнти  

дотичної  і  нормалі  до  графіка  функції  )(xfy    у  даній  точці? 
2. Як  знайти  довжини  відрізків,  що  відтинаються  дотичною  на  коорди-

натних  осях ? 
3. Як  знайти  довжини  відрізків,  що  відтинаються  нормаллю  на  коорди-

натних  осях? 
4. Як  знайти  довжини  відрізків  дотичної  і  нормалі  між  точкою  дотику  

і віссю  абсцис? 
5. Як  знайти  відстань  від  початку  координат  до  дотичної  і  нормалі? 
6. Що  таке  піддотична?  Що  таке  піднормаль? Як  їх  знайти? 
7. Як  обчислюється  площа  фігури,  обмеженої  даною кривою, довжина 

дуги даної кривої (різні способи задання кривої)? 
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14. Фізичні задачі 
Література: [даний посібник]. 
 
Щоб  розв’язати  фізичну  задачу  за  допомогою  диференціального  рівнян-

ня,  необхідно поетапно реалізувати таку схему: 
1. Підготовчий етап: 

a) встановити  величини,  які    змінюються  в  даному  процесі,  та  від-
шукати  фізичні  закони,  що  пов’язують  їх; 

b) вибрати  незалежну  змінну  та  її  функцію,  яку  треба  буде  знайти; 
c) виходячи  з  умови  задачі,  визначити  початкові і  (або) крайові  умо-

ви. 
2. Формалізація задачі. 
Використовуючи  ідею  лінеарізації – заміни  розглядуваних  функцій  на  

малих  проміжках  зміни  аргументу  лінійними  функціями  і  вважаючи  швид-
кість  зміни  величин,  які  описують  процес,  постійною: 

a) одержати  наближену  рівність,  поділити  на  приріст  аргументу  і  
перейти  до  границі ; 

b) або ж  скласти  диференціальне  рівняння  відразу  в  диференціальній  
формі,  замінюючи  приріст  аргументу  на  його  диференціал,  а  при-
ріст  функції − диференціалом  функції. 

3. Розв’язування математичної задачі всередині побудованої моделі. 
Знайти  загальний  розв’язок  або  загальний  інтеграл  диференціального  

рівняння  і  за  початковими  (крайовими)  умовами  вилучити  з  нього  частин-
ний. 

4. Інтерпретація результату.  
Дослідити  одержаний  розв’язок,  тобто: 

a) перевірити  розмірність; 
b) вибрати  оптимальний  результат  для  циклу  подібних  задач. 

 

Приклад  1. У дні циліндричного резервуара  висотою H і радіусом основи 
R, наповненого водою, зроблено невеликий круглий отвір площею S (див. мал.). 
Знайти закон зміни рівня води  h в резервуарі в залежності від часу та час, за 
який витече вся вода. Коефіцієнт  витікання k. 

 

►1. Нехай t – незалежна  змінна, h(t) – залежна  змінна,  функція  від  часу,  
яку  і  треба  знайти. Початкові  умови: при t =0  
h(t)=H.  Швидкість  витікання води з  отвору  
обчислюється  за  законом  Торрічеллі: 

ghkv 2  ,  де 8,9g  м/ 2c  –  прискорення  

вільного  падіння. 
 2. а) )(2)( tghktv  .                               

  )( ttv   )(2 ttghk  ))((2 hthgk  
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






 


)(
1)(2

th

h
tghk , тобто 

)(
1)(2)(

th

h
tghkttv


    (тут 0h ). 

   


 )(2)(2)(2
2

)()(
tghktghkotghk

ttvtv
vсер , де 0lim

0





t
. 

 Прирівняємо  величини  звільненого  об’єму  в  резервуарі  і  об’єму  води,  
що  вилилась  в  циліндричну  трубку  через  отвір:                 

tStghkhR  ))(2(2  . Ділимо  на  t  і  переходимо  до  границі,  коли  

0t ; маємо  диференціальне  рівняння  з  відокремлюваними  змінними 

Sghk
dt

dh
R 22   . 

 b) Зробимо  “миттєвий  знімок”  процесу  витікання  води  протягом  нескін-
ченно  малого  проміжка  часу  dt,  якому  відповідає  нескінченно  мала  зміна  
висоти  рівня  води  dh. Прирівнюючи,  як  і  в  попередньому  випадку,  два  
вирази  для  одного  і  того  ж  об’єму,  зразу  одержимо  диференціальне  рів-

няння  в  диференціальній  формі  SdtghkdhR 22  .   

3. Відокремивши  змінні,  інтегруємо  дане  диференціальне  рівняння. Має-

мо: dt
R

gkS

h

dh
2

2


 ; Ct

R

gkS
h 

2

2
2


.   

 Використовуючи початкові умови, знаходимо сталу інтегрування: 

CH  2 .  Отже , 2

2
)

2

2
( t

R

kSg
Hh


  –  закон  зміни  рівня  води.   

 Час  повного  витікання  знайдемо,  поклавши  h=0: 
Sk

R

g

H
t

22 
 . 

4. Дослідимо  розмірність  правої  частини  рівності  для  визначення  часу: 

T= )( 222 TLLLL .◄   
                                  

Практичні  завдання 
 

 1. Використовуючи  закон  еволюційного зростання (спадання), – швидкість  
зміни даної величини пропорційна самій величині,  розв’язати  такі  задачі: 

а) За  30  днів  розпалося  50 %  початкової  кількості  радіоактивної  речо-
вини. Через  який  час  залишиться  1 %  радіоактивної  речовини  від  її  почат-
кової  кількості? 

б) Культурі  з  100  бактерій  дано  можливість  розмножуватись  при  сприя-
тливих  умовах.  Через  12  годин  виявилось,  що  культура  містить  500  бак-
терій.  Скільки  буде  бактерій  через  2  доби  після  початку  експерименту? 
 2. Використовуючи  закон  Торрічеллі  для  швидкості  витікання  води  че-
рез  невеликий  отвір, розміщений  на  глибині  h, – ghkv 2 ,  де  

8,9,6,0  gk  м/с2,  розв’язати  такі  задачі: 
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а) Циліндричний  бак  поставлено  вертикально.  Він  має  невеликий  отвір  
у  дні.  Половина  води  з  бака  витікає  за  5 хв. За  який  час  витече  вся  вода? 

б) Порівняти  час  повного  витікання  води  з  горизонтального  циліндра  та  
лійкоподібного  резервуара  через  однакові  отвори  у  дні,  якщо  висоти  і  
об’єми  резервуарів  однакові. 
 3. На  основі  другого  закону  динаміки Ньютона розв’язати  такі  задачі: 

а) Моторний  човен  рухається  в  стоячій  воді  зі  швидкістю  5  м/с.  На  
повному  ходу  двигун  вимкнули,  і  через  40 с  швидкість  човна  зменшилась  
до  2  м/с.  Вважаючи  силу  опору,  що  діє  на  човен  з  боку  води,  пропор-
ційною  швидкості  руху  човна,  визначити  швидкість  човна  через 2 хв. після  
вимикання  двигуна. 

б) Парашутист  стрибнув  з  висоти  5,1  км,  а  розкрив  парашут  на  висоті  
5,0  км. Який  час  він  падав  до  розкриття  парашута,  якщо  гранична  швид-

кість  в  повітрі  50  м/с,  а  опір  повітря  пропорційний  квадрату  швидкості  
рухомого  тіла? 
 4. а) Вважаючи  швидкість  охолодження  тіла  в  середовищі пропорційною  
різниці  температур  тіла  і  середовища,  розв’язати  дану задачу. 

Охоронець  заповідника  виявив  тушу  убитого  дикого  кабана.  Її  огляд  
показав,  що  постріл  браконьєра  був  точним  і  кабана  було  убито  наповал.  
Для  доказу  вини  затриманого  браконьєра  треба  уточнити  час,  коли  було  
вбито  тварину.  Як  для  цього  слід  діяти  на  місці  охоронця,  якщо  в  момент  
виявлення  злочину  температура  туші  кабана  становила 31 оС ,  а  через  го-
дину  після  цього – 29 оС?  Нормальна  температура  тіла  живої  тварини    37 
оС,  а  температура  повітря  того  дня  становила 21 оС. 

б) На  основі  закону  Фур’є,  згідно  з  яким  кількість  тепла  Q ,  випромі-
нюваного  за  одицю  часу  тілом,  що  знаходиться  в  незмінному  тепловомі  
стані,  тампература  T  якого  в  кожній  точці  є  функцією  тільки  однієї  коор-

динати  x ,  знаходиться  за  формулою  const
dx

dT
xkFQ  )(  (де  )(xF  – пло-

ща  перерізу,  перпендикулярного  напрямку  поширення  тепла,  k – коефіцієнт  
теплопровідності  матеріалу) , розв’язати  дану задачу. 
 Цегляна  стіна  ( k 0,0015)  має  товщину  30 см.  Знайти  залежність  тем-
ператури  як  функцію  відстані  від  зовнішнього  ( 0t  оС )  краю  стіни,  якщо  
внутрішня  поверхня  стіни  весь  час  залишається  під  температурою  20t  
оС.  Знайти  також  кількість  тепла,  яке 1 м2 віддає  зовні  протягом  доби. 
 5. Маючи  на  увазі  зв’язок  між  силою  струму  i  та  електрорушійною  си-
лою    в  колі,  що  має  опір  R  і  індуктивність RL (  і L постійні ) , ─      

dt

di
LiR  ,  розв’язати  такі задачі: 

а) На  клемах  підтримується  напруга 300 В, а  опір  кола становить 150 Ом.  
Коефіцієнт  індуктивності  30L  Гн.  Який закон зміни сили струму в колі? За  
який  час  з  моменту  замикання  кола  сила  струму  становитиме 99 %  свого  
граничного  значення? 
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 б) Різниця  потенціалів  на  затискачах  котушки  рівномірно  падає  від  
20   В до  11   В за  10 с.  Яким  буде  струм в котушці наприкінці десятої  

секунди,  якщо  на  початку  досліду  він  становив  
3

2
16  А?  Опір котушки   

12,0  Ом,  коефіцієнт  індуктивності  1,0  Гн. 
 

                                                 Розрахункові  завдання 
 

Задача 19. Розв’язати фізичні задачі за допомогою диференціальних рів-
нянь. 

І. Знайти  залежність  активності   радіоактивної  речовини  (маса  радіоак-
тивних  атомів  препарату)  від  часу,  якщо  відомо,  що  протягом  а  діб  вона  
зменшилась  в  n  разів. 

1.  а=4,  n=2. 2. а=8,  n=2. 3. а=160,  n=5. 
4. а=360,  n=3/2. 5. а=700,  n=4/3.  
ІІ. Встановити  закон зміни    рівня  води,  що  витікає  з  даного  резервуара  

висотою  H  і  об’ємом  V  через  круглий  отвір  площею  S  у  його  дні.  Коефі-
цієнт  витікання  дорівнює  0,6.  Обчислити  час  повного  витікання. 

6. Конічний  резервуар  вершиною  вниз, H 1 м, V 1 м3, S 10-4 м2. 
7. Конічний  резервуар  вершиною  вгору, H 1,5 м, V 1,9 м3, S 10-5 м2. 
8. Горизонтальний  циліндричний   
    резервуар, 

 
H 1 м, V 1,9 м3, S 10-5 м2. 

9. Горизонтальний  півциліндр, H 1 м, V 1,9 м3, S 10-4 м2. 
10. Резервуар – півсфера, H 1 м, V 1,9 м3, S 10-5 м2. 

 ІІІ.    На  тіло  масою  m ,  яке  рухається  прямолінійно  діють  дві  сили  1F    
і    2F   ( 1F     залежить  від  часу  і  прикладена  до  тіла   в  напрямі  руху , 2F  – 
сила  опору  середовища,  яка  залежить  від  швидкості  руху  тіла).  Знайти  за-
лежність  швидкості  тіла  від  часу,  якщо  в  момент  часу  t=0  його  швидкість  
дорівнює  0v . Коефіцієнт  пропорційності  для  1F   дорівнює  1k ,  а  для  2F  –  

2k . 
11. vFtF ~,~ 21 . 12. vFtF ~,~ 2

2

1 . 13. vFtF ~,1~ 21 . 

14. vFtF ~,~ 2

3

1 .    15. vFeF t ~,~ 21 .     16. vFeF t ~,~ 21

 . 
ІV. Тіло  з  початковою  температурою  0T   поміщають  в  середовище  з  по-

чатковою  температурою  1T   для  охолодження.  Температура  середовища  cT   
залежить  від  часу  за  даним  законом.  Якою  буде  залежність  )(tT   для  охо-
лоджуваного  тіла? 

17. constTc  . 18.  ktTTc  1 . 19. kt

c eTT  1 . 20.  2

1 ktTTc  . 
V. Дане  тіло,  що  має  коефіцієнт  теплопровідності  k ,  знаходиться  в  

стаціонарному  тепловому  стані,  причому  температура  на  внутрішній  пове-
рхні  постійно  дорівнює  1t ,  а  на  зовнішній  )( 122 ttt  .  Знайти  температуру  
тіла  на  відстані  x   від  його  зовнішньої  поверхні та кількість тепла, яку від-
дає 1 м2 поверхні тіла за час  . 
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21.  Куля  з  внутрішнім  радіусом  1R   і  зовнішнім  2R . 
22.  Циліндр  з  внутрішнім  радіусом 1R   і  зовнішнім  2R . 
23.  Трикутна  пластинка  товщиною d . 
24.  Кругла  пластинка  товщиною d . 
25.  Еліптична  пластинка  товщиною d . 
VI. На  затискачах  котушки  з  опором  R   і  індуктивністю  L   підтриму-

ється  напруга  U .  Встановити закон зміни сили струму в колі. За  який  час  з  
моменту  замикання  кола  струм  у  ньому  досягне    %  від  свого  гранично-
го  значення? 

26.  U 220 В, R 500 Ом, L 0,1 Гн,  50 %. 
27.  U 360 В, R 50 Ом, L 0,1 Гн,  80 %. 
28.  U 380 В, R 100 Ом, L 0,01 Гн,  90 %. 
29.  U 42 В, R 100 Ом, L 0,01 Гн,  95 %. 
30.  U 100 В, R 1 кОм, L 0,01 Гн,  99 %. 
 

Запитання для самоперевірки 
 
1. Як виникають диференціальні рівняння при математичному моделюванні 

реальних процесів? 
2. В  чому  полягає  ідея  лінеаризації  при  складанні  диференціальних  рі-

внянь  до  фізичних  задач? 
3. Як  можна  отримати  диференціальне  рівняння  в  диференціальній  фо-

рмі? 
4. Який  механічний  зміст  похідної? 
5. Якою  залежністю  описується  процес  еволюційного  зростання  (спа-

дання)  фізичної  величини? 
6. Якою  залежністю  описується  процес  охолодження  тіла?  Коли  треба  

сипати  цукор  в  чай  (відразу,  чи  перед  вживанням),  якщо  ви  зможе-
те  його  випити  тільки  згодом  і  хочете,  щоб  чай  зберіг  якнайбільшу  
температуру? 

7. В чому  полягає  закон  Торрічеллі  для  швидкості  витікання  рідини  з  
посудини? 

8. Рівняння  якого  типу  описує  рух  тіла  під  дією  пропорційної  часу  
сили  у  в’язкому  середовищі? 

9. Чому  струм  у  колі  з  опором  і  індуктивністю  встановлюється  не  
відразу  після  замикання  кола,  а  згодом? Як  це  пояснює  загальний  
розв’язок  відповідного  диференціального  рівняння? 
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Теми доповідей, рефератів, курсових робіт 
 

1. Однорідні рівняння першого порядку в полярних координатах. [19, 25, 7, 
17, 11, 1, 8] 

2. Рівняння першого порядку, які зводяться до однорідних. [19, 25, 7, 17, 11, 
1, 8] 

3. Існування розв’язків диференціального рівняння першого порядку (тео-
реми Арцела і Пеано). [19, 25, 4, 30, 34] 

4. Існування і єдиність розв’язків диференціальних рівнянь першого поряд-
ку (теорема Осгуда). [22, 13] 

5. Диференціальні рівняння першого порядку, які зводяться до лінійних. 
[19, 25, 13, 7] 

6. Інтегруючий множник. Загальна теорія і знаходження інтегруючого мно-
жника в окремих випадках. [25, 19, 7, 13, 4] 

7. Теорема Коші про неперервну залежність розв’язків диференціального 
рівняння від параметрів і початкових даних. [22, 34] 

8. Теорема Банаха, існування і єдиність розв’язку диференціального рівнян-
ня першого порядку. [22, 30, 34] 

9. Нерівність Гронуолла і її застосування. [4, 9, 13, 31] 
10. Класифікація Пуанкаре особливих точок диференціальних рівнянь з од-

норідною дробово-лінійною частиною. [13, 32, 19, 25, 16] 
11. Рівняння Ріккаті. [25, 34, 13] 
12. Рівняння Якобі. [25, 13] 
13. Особливі розв’язки диференціальних рівнянь першого порядку. [25, 19, 

13, 30] 
14. Задачі на евольвенти. [24, 29 т. І] 
15. Диференціальні рівняння в задачах геометрії. [25, 32, 24, 34] 
16. Диференціальні рівняння в задачах фізики. [25, 32, 24, 34] 
17. Історія виникнення і розвитку диференціальних рівнянь першого поряд-

ку. [25, 19] 
18. Диференціальні рівняння першого порядку, не розв’язані відносно похід-

ної. [25, 19, 34, 32, 17, 11] 
19. Типові диференціальні моделі задач на знаходження плоских кривих у 

полярній системі координат. [19] 
20. Схема дослідження функцій, заданих диференціальним рівнянням першо-

го порядку. [19] 
21. Моделювання властивостей функцій диференціальними рівняннями. [19] 
22. Особливі точки диференціальних рівнянь першого порядку. [25, 19, 26] 
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Диференціальні рівняння вищих порядків. 
Системи рівнянь 

 
15. Рівняння, що дозволяють знизити їх порядок 
Література: [3], розділ IV, §1-4; [1], розділ III, §1, 2. 
 
Диференціальне рівняння n -го порядку має вигляд    0,...,,,,  nyyyyxF  

або, якщо воно розв’язане відносно  ny , − 
                                        1,...,,,,  nn yyyyxfy .                                              (1) 
Задача знаходження розв’язку  xy   рівняння (1), який задовольняє поча-

тковим умовам 
                         0

0
yy

xx



, 0

0
yy

xx



, … ,    1

0

1

0





  n

xx

n yy ,                                (2) 

називається задачею Коші для рівняння (1). 
 Загальним розв’язком диференціального рівняння n -го порядку (1) назива-
ється множина всіх його розв’язків, що визначаються формулою 

 nCCCxy ,...,,, 21 , яка містить n  довільних сталих. 
 А. Рівняння вигляду    xfy n  .  
 Після n -кратного інтегрування одержуємо загальний розв’язок. 
 Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рівняння: xxy cossin  . 

 
 ►Інтегруючи послідовно дане рівняння, маємо: 1sincos Cxxy  , 

21cossin CxCxxy  , 32

2

1 2
sincos CxC

x
Cxxy  .◄ 

 
 Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рівняння: xye y  . 

 
 ►Це рівняння вигляду   0, yxF . Тут розв’язання відносно y   в елемен-
тарних функціях неможливе. Введемо параметр yt   і одержимо параметрич-

не рівняння: tex t  , ty  . Звідси    dtttedtetdxyyd tt  1 , 

     1

2

2
1 C

t
etdtttey tt ;     





 dteC

t
etdxydy tt 1

2
1 1

2

, 

   















  21

2

1

2
2

2 2
1

2
1 CdtC

t
eCt

t
etCdxyy tt , або 

21

2

1

2
2

6
1

24

3

2
CtC

t
eC

t
e

t
y tt 







 





  . 

 Остання формула разом з виразом для x : tex t  , дає параметричне по-
дання загального розв’язку даного рівняння.◄ 
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 Б. Рівняння вигляду      0, 1 nn yyF .  

 У випадку розв’язуваності відносно  ny   вводимо  нову  функцію   1 nyz   і 
приводимо дане рівняння до вигляду  zfz  .       

В протилежному ж випадку маємо вирази для  ny  і  1ny  через параметр t : 

   ty n  ,    ty n 1 . Тоді    dxydy nn 1 , або 
 

 
 
 t

dtt

y

dy
dx

n

n


 


1

, звідки 

 
  


 1C
t

dtt
x




.  

Далі знаходимо послідовно:        
   


 
2

12 C
t

dttt
dxyy nn




, 

   dxyy nn 23   , …,   nCdxyy . 

 Приклад 3. Знайти загальний розв’язок рівняння: 02  yy . 
 

► zy  , тоді 
dx

dz
y  . Отже, 2z

dx

dz
 , dx

z

dz


2
, 1

1
Cx

z
 . Але 

2

2

dx

yd
z  , 

тому 
1

2

2 1

Cxdx

yd


 , а це вже рівняння типу А.◄ 

 
 В. Рівняння вигляду      0,2  nn yyF . 

 Введення нової змінної  2 nyz  приводить це рівняння до рівняння другого 
порядку   0,  zzF . 

Приклад 4. Знайти загальний розв’язок рівняння: yya IV 2 .  
 

 ►Покладаючи zy  , приходимо до рівняння zza 2 . Помножимо його на 

dxz2 : dxzzdxzza  22 2  або zdzzdza 22 2  . 

Інтегруючи, знаходимо: 1

222 Czza  , звідки 
a

dx

Cz

dz


 1

2
. Друге інтег-

рування дає: 21

2 lnln C
a

x
Czz  , або a

x

eCCzz


 31

2 .  

 Розв’язуємо останнє рівняння відносно z  і, підставляючи замість z  y   та 

інтегруючи двічі, знаходимо DCxBeAey a

x

a

x




.◄ 
 

Практичні завдання 
 

 Зінтегрувати диференціальні рівняння та відшукати частинні розв’язки там, 
де задані початкові умови: 

1. 0y ,                при 00 x   10 y , 00 y , 20 y . 
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2. xey x cos ,      при 00 x   00 y , 5,10 y . 

3. xxy sin . 4. 03  yy . 5. yy  1 . 6.   11  yeyy . 

7. 0 yy . 8. 1yy . 9. 13 yy . 10. 13 yy . 

11.   01 2

3
2  yay . 12. 03 22  yyyy .   

 
Г.  Рівняння не містить явно шуканої функції і її похідних до 1k -го по-

рядку включно: 
                                            0,...,,, 1  nkk yyyxF .                                             (3) 

 Порядок такого рівняння можна знизити на k  одиниць заміною 
     xpxy k  . Тоді рівняння (3) набуде вигляду    0,...,,,  knpppxF . 

 Приклад 5. Розв’язати рівняння: 0 IVV yxy . 
 
►Рівняння не містить шуканої функції і її похідних до третього порядку 

включно. Тому, покладаючи py IV  , одержуємо 0 p
dx

dp
x , звідки xCp 1 , 

xCy IV
1 . 

 Послідовно інтегруючи, знайдемо: 2

2

1 2
C

x
Cy  , 32

3

1 6
CxC

x
Cy  , 
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1 224
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x
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2

5

1 26120
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Cy  , або 
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2

3

3

2

5

1 CxCxCxCxCy  , де 
120

1
1

C
C  , 

6
2

2

C
C  , 

2
3

3

C
C  .◄ 

 
  Д.  Рівняння не містить явно незалежної змінної: 

                                               0,...,,,  nyyyyF .                                              (4) 
 Підстановка py   дозволяє знизити порядок рівняння на одиницю. При 
цьому p  розглядається як нова невідома функція від y :  ypp  . Всі похідні 

y , y  , … ,  ny  виражаються через похідні від нової невідомої функції p  по y : 

p
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

















dx

dy

dy

dp
p

dy

d

dy

dp
p

dx

d
y  

2

2

2
2











dy

dp
p

dy

pd
p  і т. д. 

 Приклад 6. Розв’язати рівняння: yeyy  22 . 
 

 ►Рівняння не містить незалежної змінної x . Покладаючи y= p, y   = p
dy

dp
, 
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одержуємо рівняння   p
dy

dp
 + p2 = 2e-y. Підстановкою p2 = z воно зводиться до 

лінійного рівняння 
dy

dz
 + 2z = 4e-y, загальний розв’язок якого z = 4e-y +C1e

-2y.  

 Замінюючи z на p2=( y )2, одержуємо 
dx

dy
 yy eCe 2

14   . Відокремлюючи 

змінні і інтегруючи, будемо мати x + C2 
2

1
14 Ce y   , звідки ey + 1C =(x+ 

+C2)
2 , де 1C 41C .◄ 

 
E. Рівняння F(x,y, y ,…,y(n))=0, однорідне відносно своїх аргументів y, y , 

y  ,…, y(n), тобто F(x, ty, t y  ,…, ty(n))= tkF(x, y, y ,…, y(n)). 
 Порядок такого рівняння може бути знижений на одиницю підстановкою 


zdx

ey , де z = z(x) – нова невідома функція від x. 
 Приклад 7. Розв’язати рівняння: x2y y   = (y – x y  )2 . 

 
 ►Рівняння – однорідне другого степеня відносно y, y , y  . Підстановка 


zdx

ey  дає рівняння x2( z  + z2) = (1 – xz)2, або x2 z  + 2xz  – 1= 0 – лінійне рів-

няння першого порядку (враховано, що 






  zdx
ey =  zdx

e z, 

 






   zeyy

zdx
=  z2  zdx

e  +  zdx
e  z  =  zdx

e (z2 + z )). Розв’язуємо його:          

z =
xx

C 1
2

1  . Звідси y=
2

1

2
1 Cdx

xx

C

e













, або y =C2xe
x

C1

.◄ 

 
 Є. Рівняння, записане в диференціалах, F(x, y, dx, dy, d2y,…, d(n)y)=0, в якому 
функція F однорідна відносно своїх аргументів x, y, dx, dy, d2y,…, d(n)y, якщо 

вважати x і dx – першого виміру, а y, dy, d2y і т. д. – виміру m. Тоді 
dx

dy
 буде ма-

ти вимір m –1, 
xd

yd
2

2

 – вимір m –2 і т. д. (узагальнено однорідне рівняння). 

 Для зниження порядку застосовується підстановка x=et, y= uemt. В результаті 
одержується диференціальне рівняння в змінних u і t, яке не містить явно t, тоб-
то допускає зниженя порядку на одиницю (випадок Д). 
 Приклад 8. Розв’язати рівняння: x3 y  = (y – x y )2.  
 
 ►Прирівнюємо виміри обох членів рівняння: 3 + (m–2) = 2m, звідки m = 1. 
Зробимо               підстановку              x = et,               y = uet.                     Оскільки  
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dx

dy

dt

dx
dt

dy


t

t

e

eu
dt

du






 


dt

du
 +u, 

2

2

dx

yd









dt

dx

dx

dy

dt

d








  te
dt

du

dt

ud
2

2

 








  

dt

du

dt

ud
e

t

2

2

, то   дане   рівняння   після скорочення на множник te 2  набуде 

вигляду 
2

2

2









dt

du

dt

du

dt

ud
. 

 Поклавши p
dt

du
 , 

du

dp
p

dt

ud


2

2

, одержимо 2pp
du

dp
p  . Звідси p=0 або 

du

dp
+ 1= p. Інтегруючи друге рівняння, знайдемо p = 1 + C1e

u, або 
dt

du
1+ C1e

u. 

Загальний розв’язок цього рівняння такий: u =
t

t

eCC

e

12

ln


.  

 Повертаючись до змінних x, y, одержуємо загальний розв’язок даного рів-

няння: y=
21

ln
CxC

x
x


.            

 Випадок p = 0 дає u = C або y = Cx – частинний розв’язок, який можна ви-
лучити із загального при С1 = –e - c, C2 = 0.◄ 

 
 Ж. Рівняння вигляду F(x, y, y',…, y(n)) = 0, для яких ліва частина є похід-
ною по x від деякого диференціального виразу  (n-1)-го порядку,  тобто                 

F(x, y, y',…, y(n))=
dx

d
Ф(x, y, y',…, y(n-1)) )(

)1(
... n

n
y

y
y

yx 










 . 

 Понизити порядок рівняння на одиницю в цьому випадку дуже просто: Ф(x, 
y, y',…, y(n-1)) = C1. 
 Приклад 9. Розв’язати рівняння: y   – x y  – y = 0. 

 
 ►Ліва частина є, очевидно, точною похідною по x від диференціального ви-
разу y'–xy; отже, маємо перший інтеграл y  – xy = C 1 . Одержали лінійне рів-
няння 1-го порядку. Його загальний розв’язок можна одержати в квадратурах: 









 



2
2

1
2

22

CdxeCey
xx

.◄ 

 
Практичні завдання 

 
 а) Проінтегрувати рівняння чи розв’язати задачу Коші: 

13. xy''' – y'' = 0. 14. yy'' + 1 = y' 2. 
15. y' 2 + 2yy'' = 0. 16. xy'' = y' + xsin(y'/x). 
17. (x 2  + 1)y'' – 2xy' = 0,  18. y  y3 + 1 = 0,  
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       при  x0 = 0  y0 = 1, y 0 = 3.        при  x0 =1  y0 = 1, y 0 = 1. 
 
 б) Знизити порядок даних рівнянь, користуючись їх однорідністю, і 
розв’язати їх: 

19. xyy'' – xy' 2 = yy'. 20. y(xy'' + y') = xy' 2(1 – x). 
21. 4x2 y3 y'' = x2 – y4. 22. x3 y'' = (y – xy')(y – xy' – x). 
23. yy' + xyy'' – xy' 2  = x3. 24. y'' + y'/x + y/x2 = y' 2/y. 

  
 в) Розв’язати рівняння, попередньо перетворивши їх до такого вигляду, щоб 
обидві частини рівняння були точними похідними: 

25. yy''' + 3y'y'' = 0. 26. y' y''' = 2y'' 2. 27. y'' = xy' + y + 1. 
28. yy'' + y'2 = 1. 29. yy'' = y'(y' + 1).  

 
Розрахункові завдання 

 
 Задача 20. Знайти розв’язок задачі Коші. 

1. y'' = 128y3, y(0) = 1, y'(0) = 8. 2. y''y3 + 64 = 0, y(0) = 4, y'(0) = 2. 
3. y''+2sinycos3y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1. 4. y'' =32sin3ycosy, y(1) = π/2, y'(1) = 4.
5. y'' = 98y3 , y(1) = 1, y'(1) = 7. 6. y  y3 + 49 = 0, y(3) = –7, y'(3) = –1. 

7. 4y3y''=16y4–1, y(0)
2

2
 , y'(0)

2

1
 . 8. 4y3y''=y4–16, y(0) = 22 , y'(0)

2

1
 .

9. y''+8sinycos3y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 2. 10. y'' = 72y3, y(2) = 1, y'(2) = 6. 
11. y''y3 + 36 = 0, y(0) = 3, y'(0) = 2. 12. y'' =18sin3ycosy, y(1) = π/2, y'(1)=3.
13. y'' = 50y3, y(3) = 1, y'(3) = 5. 14. y''y3 + 25 = 0, y(2) = –5, y'(2) = –1. 
15. y''+18sinycos3y = 0, y(0)=0, y'(0)=3. 16. y''–8sin3ycosy=0,  y(1)=π/2, y'(1)=2.
17. y'' = 32y3, y(4) = 1, y'(4) = 4. 18. y''y3 + 16 = 0, y(1) = 1, y'(1) = 2. 
19. y''+32sinycos3y= 0, y(0)=0, y'(0)= 4. 20. y'' =50sinycos3y, y(1)=π/2, y'(1) = 5.
21. y'' = 18y3 , y(1) = 1, y'(1) = 3. 22. y''y3 + 9 = 0, y(1) = 1, y'(1) = 3. 
23. y3y'' = 4(y4-1), y(0)= 2 , y'(0)= 2 . 24. y''+50sinycos3y= 0, y(0)=0, y'(0)=5. 
25. y'' = 8y3, y(0) =1, y'(0) =2. 26. y''y3 +4 = 0, y(0) = –1, y'(0) = –2. 
27. y'' = 2sin3ycosy, y(1) = π/2, y'(1) =1. 28. y''y3=y–16, y(0) = 2 2 , y'(0) = 2 .
29. y'' = 2y3, y(–1) = 1, y'(–1) = 1. 30. y''y3 + 1 = 0, y(1) = –1, y'(1) = –1. 

 
 Задача 21. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння. 

1. xy''' + y'' = 1. 2. 2xy''' = y''. 
3. xy''' + y'' = x +1. 4. y'' tgx – y' + 1/sinx = 0. 
5. x2y'' + xy' =1. 6. y''' ctg(2x) + 2y'' = 0. 
7. x3y''' + x2y'' = 1. 8. y''' tgx = 2y''. 
9. yxcthy  22 . 10. 134  yxyx . 
11. 02  yyx . 12. 32 2)1( xyxyx  . 

13. 
x

yyx
1

 . 14. 0
1


x
yyx . 

15. 0 xyyx . 16. ythxy IV  . 
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17. xyyx  . 18. 1 ytgxy . 

19. yxtgy  55 . 20. yxthy  77 . 

21. 
2

2
2

x
yyx  . 22. 0

1


chx
yycthx . 

23. 1)1(  xyyx . 24. yxyx  cos)sin1( . 

25. 145  yxyx . 26. xyxyx  23 . 
27. chxyycthx  . 28. 434  yxyx . 

29. xy
x

x
y 2

1

2
2




 . 
30. 32 122)1( xyxyx  . 

 
 Задача 22. Знизити порядок рівнянь і розв’язати їх. 

1. 42 )3( yyyy  . 2.  22 xyyyy  . 

3. 222 yxyxyy  . 4. 022  yxyy . 

5. 01)(2 2  yyxxy . 6. yyyyx  22 )( . 

7. 422 )2( yyyyy  . 8. 1)2( 2  yxyyxy . 

9. yxxyyy  )12(2 2 . 10. yyyyy  22 . 

11. 22 2xyyyy  . 12. yyyyy  354 . 
13. yyy 2 . 14. 12  yy . 

15. 32 yyy  . 16. yxyyyx  )1(12 . 

17. 22 32 yyyyyyy  . 18. 52 )3( yyyyy  . 

19. 4222 2)2( yyyyyyyy  . 20. 22322 32)( yxyyyyyyx  . 

21. 035 2  IVyyy . 22. yyyyx  2 . 

23. yyxyyx  2 . 24. xyyyy 22 15 . 

25. yxyyyyx  ))(1( 22 . 26. yyyxyxy  22 . 

27. 022  yyyx . 28. 222 )2( yyyyx  . 
29. )( yyyyxy  . 30. xyyyxyxy  23222 . 

 
Запитання для самоперевірки 

 
1. Який вигляд диференціального рівняння n-го порядку? 
2. Який вигляд загального розв’язку рівняння n-го порядку? 
3. За яких умов справедлива теорема про існування та єдиність розв’язку 

такого рівняння? 
4. Як ставиться задача Коші для рівняння n-го порядку, розв’язаного відно-

сно  ny ? 
5. Яке її геометричне трактування для диференціального рівняння другого 

порядку? 
6. Чим зумовлене існування двох підходів до розв’язування рівнянь вигляду 

0),( )( nyxF ? У чому їх суть? 
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7. Як понизити порядок диференціального рівняння 0),( )()1(  nn yyF ? Який 
алгоритм одержання загального розв’язку цього рівняння у випадку па-
раметричного задання )(),( )1()( tyty nn    ? 

8. Як понизити порядок рівняння )(zfz  ? Як і якого вигляду рівняння 
зводяться саме до такого рівняння? 

9. Яка підстановка дозволяє понизити порядок диференціальних рівнянь, які  
  не містять явно шуканої функції або незалежної    змінної?     Коли    нова   

  невідома функція р вважається функцією від х, а коли – від у? 
10. Як понизити порядок диференціального рівняння n-го порядку на одини-

цю, якщо воно однорідне відносно )(,...,, nyyy  ? 

11. Як запишуться вирази для y  та y  , якщо 
dxxz

ey
)(

? 

12. Для зниження порядку однорідного відносно ydyddydxyx n,...,,,,, 2  рів-

няння (1) застосували підстановку mtt ueyex  , . Чим тут виступають 
величини m, t, u? 

13. Як у випадку введення підстановки mtt ueyex  ,  запишуться вирази для 
yy , ? 

14. Що таке проміжний інтеграл? Як знайти перший інтеграл для рівняння, 
ліва частина якого є повною похідною деякого диференціального виразу?  
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16. Лінійні однорідні рівняння з сталими коефіцієнтами 
 Література: [1], розд. VII , §1-3; [3], розд. VI , §1. 

 

 Розглянемо диференціальне рівняння  
                                    0...)1(

1

)(

0   yayaya n

nn ,                                     (1) 
де naaa ,...,, 10  – дійсні постійні. 
 Для знаходження загального розв’язку рівняння (1) діємо так: 
 1) складаємо характеристичне рівняння для рівняння (1): 

                     0...1

10  
n

nn aaa  .                             (2) 

Нехай n ,...,, 21 – корені рівняння (2), причому серед них можуть бути і кра-
тні; 
 2) записуємо відповідну фундаментальну систему розв’язків (ФСР) рівняння 
(1) (сукупність n лінійно незалежних частинних розв’язків) 

)(),...,(),( 21 xyxyxy n ; 
3) записуємо загальний розв’язок лінійного однорідного рівняння (1) у фор-

мі  
                 )(...)()( 2211 xyCxyCxyCy nn ,                                 (3) 

де iC  – довільні сталі. 
Далі перелічимо можливі випадки коренів характеристичного рівняння (2) 

та відповідні їм фундаментальні системи розв’язків рівняння (1): 
 а) n ,...,, 21  – дійсні і різні. 

Тоді ФСР має вигляд xxx neee  ,...,, 21 , і загальним розв’язком рівняння (1) бу-
де x

n

xx neCeCeCy   ...21

21 ; 

 б) n ,...,, 21   – дійсні, але серед них є кратні (нехай, наприклад, 

  k...21 , тобто   є k-кратним коренем рівняння (2), а всі інші n-k 
коренів різні ).  
 ФСР у цьому випадку має вигляд xxxkxxx nk eeexexxee  ,...,,,...,,, 112  ; 
 в) серед коренів характеристичного рівняння є комплексні. Нехай, 

 iiii  4321 ,,, , а решта коренів дійсні (комплекс-
ні корені тут попарно спряжені, бо коефіцієнти ia  рівняння (1) дійсні).  
 ФСР у цьому випадку буде мати вигляд                 

xxxxxxx neeexexexexe   ,...,,,sin,cos,sin,cos 65 ; 

 г) у випадку, якщо  i1  є k-кратним коренем рівняння (2) )
2

(
n

k  , то  

 i2  також буде  k-кратним коренем, і ФСР буде мати вигляд         

.,...,,sin,cos,...,sin,cos,sin,cos 1211 xxxkxkxxxx nk eexexxexxxexxexexe       
 Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рівняння: 032  yyy . 

 

►Складаємо  характеристичне рівняння  032 23   .   Знайдемо    його 
корені: 3,1,0 321   . Оскільки вони дійсні і різні, то    загальний 
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розв’язок матиме вигляд  xx eCeCCy 3

321   .◄ 
 

 Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рівняння: 02  yyy .  
 

 ► 02 23   . Звідси 0,1 321   . Корені дійсні, причому один з 
них, а саме 1 , двократний, тому загальний розв’язок рівняння має вигляд 

321 CxeCeCy xx   .◄ 
 

 Приклад 3. Знайти загальний розв’язок рівняння: 0134  yyy . 
 

 ► 0134 23   . Маємо корені ii 32,32,0 321   . Загальний 

розв’язок: xeCxeCCy xx 3sin3cos 2

3

2

21

  .◄ 
 

 Приклад 4. Знайти загальний розв’язок рівняння: 
02422  yyyyyy IVV . 

 

 ► 02422 2345    або 0)1)(2( 22   . Звідси знаходимо 
такі корені: 2  і i  – пара двократних уявних коренів. Загальний 

розв’язок є таким: xxCCxxCCeCy x sin)(cos)( 5432

2

1  .◄       
 

Практичні завдання 
 

 Проінтегрувати  дані рівняння і, де вказано, розв’язати задачу Коші: 
1. 3)0(,2)0(,1)0(,033  yyyyyyy . 
2. 10)0(,6)0(,034  yyyyy . 

3. 0512104  yyyyy IV . 
4. 1)0(,0)0(,022  yyyyy . 
5. 3)0(,1)0(,032  yyyyy . 

6. 05242  yyyyy IV . 

7. 04654  yyyyy IVV . 
8. 022  yyyy . 
9. 032  yyy . 
10. 1)0(,0)0(,1)0(,0  yyyyy . 

11. 0 yy IV . 

12. 03  IVVI yy . 
 

Розрахункові завдання 
 

 Задача 23. Знайти загальні розв’язки лінійних однорідних рівнянь,  а   також  
частинні там, де задано початкові умови. 

1. 04  yay IV . 2. 08126  yyyy . 

3. 02  yy . 4. 4)0(,2)0(,034  yyyyy . 
5. 0935  yyyy . 6. 1)0(,2)0(,044  yyyyy . 
7. 093  yyy . 8. 0)0(,3)0(,02  yyyyy . 
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9. 0652  yyyy . 10. 7)0(,1)0(,0294  yyyyy . 
11. 04  yy . 12. 1)0(,1)0(,096  yyyyy . 

13. 03613  yyy IV . 14. 2)0(,0)0(,02  yyyy . 

15. 08  yy IV . 16. 09  yy IV . 

17. 03  yy IV . 18. 01632248  yyyyy IV . 

19. 0464  yyyyy IV . 20. 04432  yyyyy IV . 

21. 065  yyy IV . 22. 04  yay IV . 

23. 0 yy IV . 24. 022  yyyy IV . 

25. 044  yyy IV . 26. 02  yyy IVV . 

27. 09  yyVI . 28. 02  VVI yy . 

29. 0134  IVVVI yyy . 30. 045  IVVVI yyy . 
 

Запитання для самоперевірки 
 

1. Яке диференціальне рівняння n-го порядку називається лінійним? 
2. Яке диференціальне рівняння n-го порядку називається лінійним однорі-

дним ? 
3. Яке диференціальне рівняння  називається лінійним однорідним з стали-

ми коефіцієнтами? 
4. Який тривіальний розв’язок має лінійне однорідне рівняння? 
5. Які розв’язки однорідного лінійного рівняння називаються лінійно неза-

лежними? 
6. Що таке фундаментальна система розв’язків однорідного рівняння? 
7. Що таке характеристичне рівняння? 
8. Як пов’язані корені характеристичного рівняння з ФСР? 
9. Які частинні розв’зки лінійного однорідного рівняння з сталими коефіці-

єнтами відповідають k однаковим дійсним кореням його харак- теристич-
ного рівняння? 

10. Чому комплексні корені характеристичного рівняння для рівняння з ста-
лими дійсними коефіцієнтами “ходять парами” (є взаємно спряженими)? 

11. Як пояснити появу тригонометричної частини ФСР для лінійного  одно-
рідного рівняння, серед коренів характеристичного рівняння якого є ком-
плексні спряжені? 

12. Що таке детермінант Вронського? 
13. Які властивості детермінанта Вронського? 
14. Чи вірно, що для будь-якого лінійного однорідного рівняння завжди мо-

жна написати множину частинних розв`язків, яка складатиметься з таких 
функцій, які не перетворять детермінант Вронського  в нуль на проміжку, 
де коефіцієнти рівняння неперервні? 

15. Як побудувати однорідне лінійне рівняння за його фундаментальною сис-
темою розв’язків? 
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 17. Лінійні неоднорідні рівняння з сталими коефіцієнта-
ми та спеціальними правими частинами  

Література:[1], розд.VII, §1-3; [3], розд. VI, §1. 
 

 А. Нехай дано диференціальне рівняння 
                                    )(...)1(

1

)(

0 xfyayaya n

nn                                        (1) 
з  дійсними коефіцієнтами naaaa ,...,,, 210 . 
 Теорема. Загальний розв’язок неоднорідного рівняння (1) дорівнює сумі за-
гального розв’язку відповідного однорідного рівняння і якогось частинного 
розв’язку неоднорідного рівняння. 
 Таким чином, з огляду на п.16, задача інтегрування рівняння (1) зводиться 
до відшукання частинного розв’язку цього рівняння. Для правих частин спеціа-
льного вигляду частинний розв’язок знаходиться без квадратур за допомогою 
методу підбору. 
 

Таблиця виглядів частинних розв’язків для спеціальних правих частин 
№ Права частина  

рівняння 
Корені характеристичного рі-
вняння 

Вигляд частинного 
розв’язку 

1) Число 0 не є коренем хара-
ктеристичного рівняння 

)(
~

xm  (многочлен степе- 
ня m з невизнач.  коеф.)  

1. )(xm  (многоч-
лен степеня m) 

2) Число 0 – корінь характе-
ристичного рівняння кратно-
сті s 

)(
~

xx m

s  

1)  не є коренем характерис-
тичного рівняння 

x

m ex )(
~  2. x

m ex )(  

2)  є коренем характеристи-
чного рівняння кратності s 

x

m

s exx )(
~  

1) Числа і не є коренями 
характеристичного рівняння ),max(

,sin)(~cos)(~

mnk

xxQxx kk




 
3. 

xxQ

xx

m

n




sin)(

cos)(




 

2) Числа і  є коренями ха-
рактеристичного рівняння 
кратності s 

),max(

),sin)(
~

cos)(
~

(

mnk

xxQ

xxx

k

k

s










 

1) Числа   і не є коренями 
характеристичного рівняння 

),max(

),sin)(
~

cos)(
~

(

mnk

xxQ

xxe

k

k

x










 

4. 
xxQ

xxe

m

n

x




sin)(

cos)(




 

2) Числа   і  є коренями 
характеристичного рівняння 
кратності s 

),max(

),sin)(
~

cos)(
~

(

mnk

xxQ

xxex

k

k

xs









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 Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рівняння: xxyyyy  2 . 
 

 ►Характеристичне рівняння 0123    має  корені 
ii  321 ,,1  , тому загальний розв’язок відповідного однорідного рів-

няння yз.о. буде таким: xCсоsxCеCy х

оз sin321..  . 
 Оскільки число 0  не є коренем характеристичного рівняння, то частинний 
розв’язок даного рівняння yч.н. треба шукати у вигляді ,32

2

1.. АхАхАy нч   
(див. табл.), де  321 ,, AAA  − невизначені коефіцієнти. Підставляючи вираз для 

уч.н. у дане рівняння, одержуємо ,)2()2( 2

31221

2

1 xxAAAxAAxA   

звідки 













.02

,12

,1

312

21

1

AAA

AA

A

 Розв’язуючи дану систему, знайдемо 

1,3,1 321  AAA .  

 Отже, 132

..  ххy нч , і загальний розв’язок вихідного рівняння має ви-

гляд .13sincos 2

321  xxxCxCeCy x ◄ 
 
 Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рівняння: .2cos52 xeyyy x  

 
 ►Характеристичне рівняння 0522    має корені ,212,1 i  тому 

.)2sin2cos( 21..

x

оз exCxСy   
 Оскільки число ii 21   є простим коренем характеристичного рів-

няння, то yч.н. треба шукати у вигляді x

нч exBxAxy  )2sin2cos(.. . Тоді 

],2sin)2(2cos)2[(.. xAxBxBxBxAxAey x

нч    

].2sin)4432(2cos)4432[(.. xAxABxBxBxBAxAey x

нч    
Підставляючи вирази для уч.н. і його похідних у вихідне рівняння і скорочу-

ючи на е-х, будемо мати: ,2cos2cos42sin4 xxBxA   звідки ,
4

1
,0  BA  і, 

значить, xxеy х

нч 2sin
4

1
..

 , а загальним розв’язком даного рівняння буде 

.2sin
4

1
)2sin2cos()( 21 xxeexCxCxy xx   ◄ 

 
 Б. При знаходженні частинних розв’язків лінійних неоднорідних рівнянь 
зручно користуватися ще такою теоремою.  
 Теорема (принцип суперпозиції). Якщо yk(x) є розв’язком рівняння 

,,1),()(...)()( )1(

1

)(

0 mkxfyxayxayxa kn

nn    то функція 



m

k
k xyxy

1

)()(  є 

розв’язком рівняння 


 
m

k
kn

nn xfyxayxayxa
1

)1(

1

)(

0 ).()(...)()(  
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 Приклад 3. Розв’язати рівняння: .16496 3xx eeyyy   
 

 ►Характеристичне рівняння має корені ,321    тому 

.3

2

3

1..

xx

оз xeCeCy   
 Для знаходження частинного розв’язку уч.н. знайдемо частинні розв’язки 
двох рівняннь: xeyyy 496   і .1696 3xeyyy    

 Перше з них має частинний розв’язок вигляду xAey 1 . Підставляючи вираз 

для у1 у це рівняння, знайдемо А=1, тому .1

xey   

 Частинний розв’язок другого рівняння шукаємо у формі xeBxy 32

2  . Знахо-

димо: .8 32

2

xexy   
 Виходячи з принципу суперпозиції розв’язків, частинний розв’язок yч.н. ви-
хідного рівняння буде дорівнювати сумі частинних розв’язків у1 і у2: 

xx

нч exeyyy 32

21.. 8 . 

 Загальний розв’язок вихідного рівняння xxx exeexCCy 323

21 8)(  .◄ 
 

Практичні завдання 
 

 Розв’язати рівняння: 
1. 22  yyy . 2. 244 xyyy  .  

3. xeyyy 2844  .  4. xxeyy 333  .  

5. xexyyy 2)1(1065  .  6. xexxyyy )( 2 .  
7. xyyy 2sin824  .  8. xxyy cos4 .  

9. xeyyy x 2sin52  .  10. )cos(sin42 xxeyy x  .  

11. xexyyy 422  .  12. xexyyy x cos2 2  .  

13. )cos2(sin54 2 xxeyyy x  .  14. xexyyy 242  . 

15. 12sin34  xeyy xV .  

 
Розрахункові завдання 

  
 Задача 24. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння. 

1. 2123 xyyy  . 2. xxyy 36 2  . 

3. xxyy  2 . 4. xyyyy IV 233  . 

5. 2)2(5  xyy IV . 6. )1(22 xxyyy IV  . 

7. 12 2  xxyyy IV . 8. 32  xyy IVV . 

9. 163  xyy IV . 10. 242 xyyy IV  . 

11. 15 2  xyy . 12. 244 xxyyy IV  . 
13. xyy 127  . 14. xxyyy 2323 2  . 

15. 123 2  xxyy . 16. 234 2  xxyy . 
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17. 333  xyyyy IV . 18. xxyyy IV 6122 2  . 

19. 2384324 xyy  . 20. 2322 xyyy IV  . 
21. 11213  xyyy . 22. 432 2  xxyy . 
23. 56  xyy . 24. xyy IV  . 

25. 22449 xyy  . 26. 3223 2  xxyyy . 

27. 2)1(65  xyyy . 28. 1396  xyyy IV . 

29. 39181213 2  xyyy . 30. 612  xyy IV . 
  
 Задача 25. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння. 

1. xexyyyy  )1216(254 . 2. xexyyy )21(23  . 

3. xexyyyy )84(33  . 4. xexyyyy )67(44  . 

5. xexyyyy 2)73(  .  6. xexyyy  )21(23 . 

7. xexyyyy  )3232(935 . 8. xexyyyy  )1610(375 . 

9. xexyyy  )2118(43 . 10. xxeyyy 434  . 

11. xexyyyy )52(485  . 12. xexyyy 2)52(2  . 

13. xexyyy )1(44  . 14. xxeyyy 496  . 

15. xexyyy 2)2118(2  . 16. xexyyyy )128(9157  . 

17. xexyyyy )48(  . 18. xexyyyy )48(35  . 

19. xxeyyy 423  . 20. xexyyyy )2016(375  . 

21. xexyyy 2)94(23  . 22. xexyyy  )148(32 . 

23. xexyyyy )1612(254  . 24. xexyyy )2416(96  . 

25. xexyyy )68(32  . 26. xexyyy  )116(2 . 

27. xexyyy )56(2  . 28. xexyyyy )612(99  . 

29. xexyyy )159(44  . 30. xexyyy  )1(434 . 
      

 Задача 26. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння. 
1. )cos(sin42 xxeyy x  . 2. xyyy 2sin1752  . 

3. xeyyy x 6sin44 2 . 4. xeyyy x cos136 3 . 

5. )cos(sin22 xxeyy x  . 6. )cos(sin62 xxeyy x  . 

7. )cos5sin3(84 xxeyyy x  . 8. xxyy 7sin37cos2  . 

9. )cos4sin3(84 xxeyyy x  . 10. xeyyy x 4sin44 2 . 

11. )cos3sin5(84 xxeyyy x  . 12. xeyyy x 5cos136 3 . 

13. )cos(sin2 xxeyy x  . 14. xxyy 7sin37cos2  . 

15. xeyyy x 3sin44 2 . 16. xyyy cos52  . 

17. xeyyy x 4cos136 3 . 18. xxyy 3sin33cos2  . 

19. )cos(sin32 xxeyy x  . 20. )cossin2(84 xxeyyy x  . 
21. xyyy sin252  . 22. xeyyy x 4sin44 2 . 
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23. xyyy cos1052  . 24. xeyyy x 8cos136 3 . 
25. xyyy 2sin52  . 26. )cos(sin102 xxeyy x  . 

27. xeyyy x 6sin44 2 . 28. xxyy 4sin34cos2  . 

29. xeyyy x 5sin44 2 . 30. xxyy 5sin35cos2  . 

 
 Задача 27. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння. 
1. xchyy 222  . 2. xexxyy 242cos322sin84  . 

3. xexxyy 2cos6sin2  . 4. xexxyy 6366cos126sin2436  . 

5. xeyy x cos2  . 6. xexxyy 550)5sin5(cos2525  . 
7. xchyy 323  . 8. xxeyy x 4sin644cos644816 4  . 
9. xshyy 222  . 10. xexxyy 7987cos77sin1449  . 

11. xexyy 3183sin189  . 12. )6sin6(cos723636 6 xxeyy x  . 
13. xshyy 4164  . 14. xexxyy 4cos6sin10  . 
15. xchyy 416 . 16. xexxyy 8648cos168sin1664  . 
17. xchyy 5505  . 18. xxeyy x 2sin82cos4244 2  . 
19. xshyy 5505  . 20. )7sin7(cos491449 7 xxeyy x  . 

21. xexyy 4164cos1616  . 22. xexxyy 91629cos39sin981  . 
23. shxyy 2 . 24. xxeyy x 3sin183cos999 3  . 
25. chxyy 2 . 26. xexyy 8648cos1286  . 

27. xexyy 91629sin8181  . 28. xexxyy 5505cos205sin1025  . 
29. xshyy 323  . 30. xexxyy 1020010cos3010sin20100  . 

  
Запитання для самоперевірки 

 
1. Який загальний  вигляд лінійного неоднорідного  диференціального рів-

няння з сталими коефіцієнтами? 
2. З яких доданків складається загальний розв’язок такого рівняння? 
3. В чому полягає принцип суперпозиції розв’язків? 
4. Для яких правих частин лінійного неоднорідного рівняння можна піді-

брати частинний розв’язок? 
5. Які частинні випадки має це правило? 
6. Що є орієнтиром для зміни загального вигляду частинного розв’язку для 

рівнянь з однаковими правими частинами? 
7. Що таке кратність кореня рівняння? 
8. Що таке простий корінь рівняння? 
9. Як знайти розв’язок задачі Коші для лінійного неоднорідного диференці-

ального рівняння? 
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18. Метод варіації сталих 
 Література: [3], розд. V, §3. 

 
 Лінійне неоднорідне рівняння  

                                    )(...)1(

1

)(

0 xfyayaya n

nn                                      (1) 
з будь-якою правою частиною f(x) розв’язується методом варіації сталих (мето-
дом Лагранжа).  
 Нехай знайдено розв’язок nn yCyCy  ...11  лінійного однорідного рівнян-
ня з тією ж лівою частиною. Тоді розв’язок рівняння (1) шукаємо у вигляді     

nn yxCyxCy )(...)( 11  . Функції )(xCi  визначаються із системи 
















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




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)2()2(
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xfyCyCa

yCyC
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yCyC
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n

n
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n

nn

nn

 

 Приклад 1. Розв’язати рівняння: 
x

yy
cos

1
 . 

 
 ►Відповідне однорідне рівняння буде 0 yy . Його характеристичне рі-

вняння 012   має уявні корені ii  21 , , і загальний розв’язок однорід-
ного рівняння має вигляд xCxCy оз sincos 21..   . 
 Загальний розв’язок вихідного рівняння шукаємо у вигляді                 

xxCxxCy sin)(cos)( 21  , де )(1 xC  і )(2 xC  − невідомі функції від х . Для їх 

знаходження складемо систему 










.
cos

1
)(cos)(sin

,0)(sin)(cos

21

21

x
xCxxCx

xCxxCx
   

Розв’язуємо цю систему відносно )(1 xC   і )(2 xC  :           1)(,)( 21  xCtgxxC . 

Інтегруванням знаходимо 2211 )(,cosln)( CxxCCxxC  . 

 Підставляючи вирази для )(1 xC  і )(2 xC , одержуємо загальний розв’язок да-

ного рівняння xxxxxCxCy sincoslncossincos 21   (тут 

xxxx sincoslncos   − частинний розв’язок вихідного неоднорідного рівнян-

ня).◄ 
 

Практичні завдання 
 

 Проінтегрувати методом варіації сталих дані рівняння. Розв’язати, де задано 
початкові умови, задачу Коші: 

1. xyy sin1 . 2. )1(1  xeyy . 
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3. 
xx

yy
cossin

1
5

 . 4. 
2

1

x

x
yy


 . 

5. 
x

yy
3cos

1
 . 6. 

x

xx
yy

3

2

cos

sin)cos2( 
 . 

7. 24)12( xyxyx  . 8. 0)0()0(,22   yyxeyyy x . 

9. ,2)0(,cos2  yxyy IV    
    0)0()0(,1)0(  yyy . 

10. 
3

2 269
96

x

xx
yyy


 . 

11. xx eeyy cos2 . 12. 132   xeyyy x .  
13. xctgxtgxyy cos . 14. 22sincos42 xxxeyyy x  . 

15. 
1

3
2

2
2




x

x
yyx . 

 

 
Розрахункові завдання 

 
Задача 28. Знайти розв’язок задачі Коші. 

1. 0)0(,3)0(,
cos

2
2  yy

x
yy


 . 

2. )2ln1(3)0(,4ln)0(,
1

9
3

3

3




 yy
e

e
yy

x

x

. 

3. 4
4

,5
4

,284 















yyxctgyy . 

4. 0)0(,0)0(,
1

9
189

3

3







yy
e

e
yyy

x

x

. 

5. 
22

1
,1

2

1
,

sin

22
2 


 













 yy

x
yy . 

6. 2ln6)0(,2ln21)0(,
1

4
86

2






yy

e
yyy

x
. 

7.   0)0(,2)0(,
cos

1
22

 yy
x

y
y


. 

8. )14ln3(3)0(,4ln4)0(,
3

9
3

3

3









yy
e

e
yy

x

x

. 

9. 4
2

,4
2

,4 















yyctgxyy . 

10. 3ln10)0(,3ln31)0(,
2

4
86

2






yy

e
yyy

x
. 

11. 0)0()0(,
2

4
86

2

2







yy
e

e
yyy

x

x

. 
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12. 
2

3

6
,4

6
,

3sin

9
9
















 yy

x
yy . 

13. 0)0(,1)0(,
3cos

9
9  yy

x
yy . 

14. 19ln)0(,27ln)0(,
2









yy
e

e
yy

x

x

. 

15. 2
4

,3
4

,244 















yyxctgyy . 

16. 2ln14)0(,2ln81)0(,
3

1
23 





yy

e
yyy

x
. 

17. 0)0(,0)0(,
1

4
86

2

2







yy
e

e
yyy

x

x

. 

18. 
2

8
,3

8
,

4sin

16
16 













 yy

x
yy . 

19. 0)0(,3)0(,
4cos

16
16  yy

x
yy . 

20. 24ln)0(,4ln)0(,
1

4
2

2

2









yy
e

e
yy

x

x

. 

21. 
2

1
)(,2)(,

24

1

4
  yy

x
ctg

y
y . 

22. 3ln5)0(,3ln31)0(,
2

1
23 





yy

e
yyy

x
. 

23. 0)0()0(,
2

23 





yy
e

e
yyy

x

x

. 

24. 
















4
,2

4
,

2sin

4
4 yy

x
yy . 

25. 0)0(,2)0(,
2cos

4
4  yy

x
yy . 

26. 9ln1)0(,27ln)0(,
2




 yy
e

e
yy

x

x

. 

27. 
22

,1
2

,
sin

1 














 yy

x
yy . 

28. 0)0(,1)0(,
cos

1
 yy

x
yy . 

29. 0)0()0(,
1

23 





yy
e

e
yyy

x

x

. 

30. 2ln3)0(,2ln21)0(,
1

1
23 





yy

e
yyy

x
. 
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Запитання для самоперевірки 
 

1. Який загальний вигляд лінійного неоднорідного рівняння 
2. Якщо відома ФСР для відповідного однорідного рівняння, то як можна 

одержати загальний розв’язок неоднорідного рівняння 
3. Як отримати n рівнянь для знаходження iC   за методом Лагранжа 
4. Скількома квадратурами розв’язується лінійне рівняння методом варіації 

сталих  
5. Чи можна описаним методом розв’язати лінійні неоднорідні рівняння із 

змінними коефіцієнтами 
6. Які принципові відмінності у застосуванні методу Лагранжа при інтегру-

ванні    диференціальних  рівнянь  першого  порядку   та  рівнянь вищих 
порядків 

7. Як виглядає система рівнянь для відшукання iC  у випадку лінійного рів-

няння другого порядку третього порядку 
8. Чи буде загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння містити 

частину, яка збігатиметься за виглядом із загальним розв’язком відповід-
ного однорідного рівняння Чим виступатиме інша частина такого зага-
льного розв’язку 
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19. Геометричні та фізичні задачі 
 Література: [даний посібник].  

 
 Диференціальне рівняння одержане в результаті дослідження якогось яви-
ща або процесу називають диференціальною моделлю цього явища чи процесу. 
Розглядатимемо, як і раніше, лише такі моделі які описуються звичайними ди-
ференціальними рівняннями однією із характерних особливостей яких є те‚ що 
функції в цих рівняннях залежать тільки від однієї змінної. 

В процесі побудови звичайних диференціальних моделей важливе значення 
має знання законів тієї області науки‚ з якою пов’язана природа задачі‚ що ви-
вчається‚ тому‚ вважаючи схему конструювання моделі відомою (див. пп.13‚ 
14)‚ покажемо на прикладах розв’язання деяких геометричних та фізичних за-
дач за допомогою диференціальних рівнянь другого порядку. 
 Приклад 1. Знайти плоскі криві‚ які мають постійний радіус кривини. 

 
►Нехай y=y(x) − рівняння шуканої кривої. Її  радіус  кривини 

"

)'1( 2
32

y

y
R


 . За умовою задачі a

y

y



"

)'1( 2
32

, або yb  =   2
3

21 y , де b= а.  

 Це рівняння другого    порядку  ),( yyF  =0, яке  дозволяє  знизити порядок     

підстановкою zy  : b
dx

dz
=(1+z2) 2

3

. Звідси 

2
32 )1( z

dz


=kdx , k=

b

1
.  Поклавши  z=tgt , інтегруємо 

це рівняння з відокремленими змінними:               
sint=kx+C1, або, повернувшись до змінної z: 

21 z

z


=kx+C1. Розв’язавши відносно  z , маємо: z= y

2

1

1

)(1 Ckx

Ckx




 . Інтег-

руючи вдруге, одержуємо: y+C1
k

1
 2

1 )(1 Ckx  , або 

22
2

2

1 )()( aCyCx   − сім’я кіл радіусом a   з  довільним положенням на 
площині.◄  

  
 Приклад 2. Знайти криву, яка проходить через початок координат і має таку 
властивість: площа трикутника, утвореного 
дотичною до кривої в деякій точці, ординатою 
цієї точки і віссю Оx , пропорційна з 
коефіціентом пропорційності  k площі 
криволінійної трапеції, утвореної кривою, віссю 
Оx і ординатою цієї точки. 
 ►Рівняння кривої буде y=y(x). За умовою 
задачі OBMABM kSS  , де k − коефіцієнт   
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пропорційності. Катет АВ прямокутного трикутника АВМ є піддотичною      

шуканої  кривої в точці М(х;у) , тому АВ= yy  , а значить,  S ABM
 

2

1
 .

y

y


. y .  

 Площа криволінійної трапеції ОМВ − інтеграл від функції у(х): SOMB = 
x

dxy
0

. 

Математична модель задачі матиме вигляд 
y

y
2

2

= 
x

ydxk
0

,  або після дифе-

ренціювання (для заміни даного рівняння диференціальним) – 





2

22

2

2

y

yyyy
ky. 

Після  скорочення на у (у=0 – тривіальний випадок ) одержимо  диференціа-
льне  рівняння другого порядку, що не містить явно  незалежної змінної: 

22 22 ykyyy  . Поклавши )(ypy   , перепишемо його  в змінних у, р так:          
pkyp )1(2   (на р скоротили , бо р=0 дає пряму у=const, що не задовольняє 

умову). 

Відокремлюємо змінні і інтегруємо: 
p

dp  
y

dy
k12 , )1(2

1

kyCp  .  

Пам’ятаючи, що yp  , інтегруємо ще один раз. Маємо: 

))(12( 21

12 CxCky k   або 21

12 CxCy k  . 

 Оскільки при х=0 у=0, то 02 C , і частинний інтеграл рівняння такий:      

Cxy k  12 .◄ 
      
Приклад 3. Тіло  масою  m  ковзає  по   горизонтальній   площині   під   дією 

поштовху, який надав йому початкову швидкість v0. Знайти відстань, яку тіло 
здатне пройти до повної зупинки, якщо на нього  діє сила тертя, пропорційна 
масі тіла . 

 
 ►Запишемо в проекціях на напрям руху тіла  вираз другого закону динамі-

ки  Ньютона: m 
2

2

dt

sd
km, де  s − пройдений тілом за час t шлях, k – коефіцієнт 

пропорційності . 

 Безпосереднім інтегруванням знаходимо 
dt

ds
kt +C1. Врахувавши, що 


dt

ds
v(t), з початкових умов знаходимо сталу інтегрування С1:                 

v0= 0 k +C1, C1=v0.  

 Інтегруючи повторно, маємо: s=C2+v0t - 
2

1 kt2. Пам’ятаючи, що s(0)=0, уточ-

нюємо закон руху: s=v0t - 
2

1 kt2. 

 Щоб визначити шлях, пройдений тілом до зупинки, знайдемо з рівняння 
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швидкості час, який віповідатиме моменту зупинки:                 

0 = v0 – kt , t 
k

v0 . 

 Таким чином, повний шлях, пройдений тілом у даному русі, обчислюється       

як s=v0
k

v0  – 
2

k
2

0 







k

v
 або s

k

v

2

2

0 .◄ 

 
 Приклад 4. Трубка обертається навколо  вертикальної осі  з сталою куто-
вою швидкістю  . В трубці є кулька, що ковзає по ній без тертя. Знайти закон 
руху  кульки, якщо в початковий момент вона знаходиться на осі обертання і 
має  швидкість v0  вздовж трубки. 

 
►В системі  відліку, пов’язаній з рухомою трубкою, на кульку діє відцент-

рова сила інерції rm 2 , де m − маса кульки, 
  − кутова швидкість обертання трубки, r − 
відстань кульки від осі. На основі другого 
закону динаміки диференціальне рівняння 
руху кульки по трубці запишеться так: 


2

2

dt

rd  2r, а початкові умови як r(0)=0, 
dt

dr
t=0=v(0)=v0. 

 Домножаючи рівняння на  2
dt

dr
, одержуємо 2

dt

dr


2

2

dt

rd  2(2r
dt

dr
), 

dt

d
















2

dt

dr  2

dt

d
(r2). Інтегруємо, маємо: 

2









dt

dr
= 2r2+C1, де C1=v0

2- 02  =v0
2. 

 Отже, 
dt

dr 2

0

22 vr  , 
0

222 vr

dr


=dt, 

 2

0

2 vr

dr


= dt, 

ln(r+   )2

0

2 vr  = t + 2C .  

 З початкових умов C2=ln 


0v
, а тому закон руху кульки по трубці буде таким:                 

r )()(
2

00 tsh
v

ee
v tt 


   .◄ 

 
 Приклад 5. На вільному кінці закріпленої горизонтально пружини жорсткі-
стю k міститься тіло масою m. Система знаходитться в стані рвноваги. Тілу в 
напрямі розтягнення пружини надали швидкості v0. Через яку частину періоду 
коливань потенціальна енергія системи вперше стане втричі більшою за кінети-
чну? 
 ►Запишемо для тіла другий закон Ньютона в проекціях на вісь Х (напрям 
руху): .прFma  , де .прF  – сила пружності, яка діє на тіло з боку пружини, а – 

прискорення тіла. Якщо відхилення тіла від положення рівноваги в довільний 
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момент часу t  дорівнює x , то за законом Гука kxFпр . . Прискорення тіла за 

означенням дорівнює другій похідній координати по часу: xa  . Тепер рів-
няння руху тіла можна записати у вигляді 0 kxxm . 

Як відомо, розв’язком такого лінійного однорідного рівняння з сталими ко-
ефіцієнтами є гармонічна функція  0sin   txx m , де mx  − амплітуда коли-

вань,   − циклічна частота ( mk ), 0  − початкова фаза коливань. 

При коливаннях тіла на пружині система володіє запасом потенціальної 

енергії пружної деформації 
 
2

sin

2
0

222  


tkxkx
W m

p  і кінетичної енергії 

 
2

cos

2
0

2222  


tmxmv
W m

k . В шуканий момент часу t   3kp WW . Підста-

вляючи сюди вирази для потенціальної і кінетичної енергії і враховуючи, що 

mkT  222 4 , одержуємо   30

2 ttg , або nt
T




3

2
0 . 

З початкових умов маємо: 0sin 0 mx  і 00cos vxm  . Розв’язуючи ці рів-
няння, знаходимо 00   і 0vxm  . Відношення енергій вперше стане дорів-
нювати 3 при n=0, звідки остаточно маємо 6Tt  .◄   

 
Практичні завдання 

 
Розв’язати   дані  задачі за допомогою диференціальних рівнянь: 
1. Знайти плоскі криві, у яких радіус кривини пропорційний довжині норма-

лі. 
2. Знайти плоскі криві, у яких радіус кривини пропорційний кубу нормалі. 
3. Знайти закон руху матеріальної точки масою m по прямій ОА під дією    

відштовхуючої сили, обернено пропорційної третьому степеню відстані точки 
x=OM від нерухомого центра О. 

4. Тіло масою m падає з деякої висоти зі швидкістю v. При падінні тіло за-
знає опору, пропорційного квадрату швидкості. Знайти закон руху падаючого 
тіла. 

5. Знайти час, необхідний для того, щоб упасти на Землю з висоти 400000 км 
(наближене значення відстані від Місяця до центра Землі), якщо ця висота від-
раховується від центра Землі, і якщо радіус Землі наближено дорівнює 6400 км. 

6. Знайти криву, форму якої набуває закріплений на кінцях і вільно звисаю-
чий однорідний важкий ланцюг під дією сили тяжіння. 

7. Ланцюг довжиною 6 м зісковзує зі столу без тертя. Якщо рух починається 
з того моменту, коли 1 м ланцюга звисає, то за який час зісковзне увесь лан-
цюг? 
 8. Знайти криві, в   яких  радіус  кривини  дорівнює   відрізку   нормалі,   що 
міститься між двома даними паралельними прямими. 

9. Знайти інтегральну криву рівняння 12  yyy , яка проходить  через то-
чку (0;1) і дотикається в цій точці до прямої x+y=1. 
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10. Знайти рівняння кривої, яка дотикається до осі абсцис у початку коорди-

нат, якщо   її    кривина   в   будь-якій      точці     дорівнює  cosx  (
22


 x ). 

11. Знайти закон руху і визначити період коливань математичного маятника                
довжиною l  при малих відхиленнях. 

12. Тіло здійснює 90 коливань за хвилину. Амплітуда коливань зменшується 
вдвічі за 15 с. Знайти диференціальне рівняння руху. 

 
Розрахункові завдання 

  
Задача 29. Розв’язати  дані задачі за допомогою диференціальних рівнянь. 
1. Знайти лінію, для якої проекція радіуса кривини на вісь Оу є постійною 

величиною, що дорівнює a. 
2. Знайти лінію, довжина дуги якої, що відраховується від деякої точки, 

пропорційна кутовому коефіцієнту  дотичної в кінцевій точці дуги. 
3. Яка лінія володіє тією властивістю,  що радіус кривини в будь-якій її точ-

ці пропорційний довжині нормалі? Вважати коефіцієнт пропорційності  
k = –1. 

4. Дивись умову задачі 3. k = 1. 
5. Дивись умову задачі 3. k = –2. 
6. Дивись умову задачі 3. k = 2. 
7. Знайти інтегральну криву рівняння 09  yy , яка проходить через точ-

ку M( ;–1) і дотикається в цій точці до прямої  y+1=x–  . 
8. Знайти інтегральну криву рівняння 0 kyy , яка проходить через точку 
М(х0;y0) і дотикається в цій точці до прямої y–y0=a(x–x0). 

9. Знайти інтегральну криву рівняння 23 yyyyy  , яка дотикається у 
початку координат до прямої х+у=0. 

10. Знайти рівняння кривих, в яких радіус кривини в будь-якій точці дорів-
нює довжині відрізка нормалі, що знаходиться між цією    точкою і віссю 
абсцис, якщо крива опукла. 

11. Дивись умову задачі 10, але крива увігнута. 
12. Знайти рівняння кривих, в яких радіус кривини в будь-якій точці вдвічі 

більший від довжини відрізка нормалі, що знаходиться між цією точкою і  
віссю абсцис, якщо  відомо, що крива опукла. 

13. Дивись умову задачі 12, але крива увігнута. 
14. Знайти інтегральну криву, знаючи, що радіус її кривини пропорційний 

квадрату абсциси (коефіцієнт пропорційності a1 ) та справедливі   умови: 
.0)(,3)(  ayaay  

15. Знайти криві, в яких радіус кривини обернено пропорційний      косинусу 
      кута між дотичною і віссю абсцис. 
16. Знайти сім’ю кривих, для якої відношення радіуса кривини до довжини 

нормалі дорівнює 2. Виділити ту криву, для якої .1)0()0(  yy  
17. Матеріальна точка масою  m рухається по прямій до центра, що притягує 



 86

її з силою  
3

2

r

mk
, де  r – відстань точки від центра. Знайти час, за який то-

чка досягне центра, якщо рух починається із стану спокою при r=a. 
18. Дивись умову задачі 17, але сила  відштовхуюча і дорівнює k2mr. Показа-

ти, що точка, необмежено наближаючись до центра, ніколи його не дося-
гне. Початкові умови: r(0)=a, v(0)=ka. 

19. Знайти швидкість падіння тіла на Землю з нескінченної висоти під дією 
сили  тяжіння  Землі, обернено  пропорційної квадрату відстані точки від 
центра Землі. 

20. Знайти закон руху тіла, що  вільно падає без початкової швидкості, при-
пускаючи, що опір повітря пропорційний квадрату швидкості, і що швид-
кість має своєю границею величину 75 м/с.  

21. Матеріальну точку кинуто вертикально вгору з початковою швидкістю v0. 
Припускаючи, що опір повітря дорівнює kv2, знайти швидкість падіння 
точки на Землю. 

22. Знайти закон прямолінійного руху матеріальної точки масою m, якщо ві-
домо, що робота сили, яка діє на точку, пропорційна часу, який пройшов з 
моменту початку руху. 

23. Тіло масою 2 кг, кинуте вертикально вгору зі швидкістю 20 м/с, зазнає 
опору повітря  0,04v (v − швидкість руху тіла). Знайти час, за який тіло 
досягне найвищого положення. 

24. Розв’язати задачу прикладу 4 даного пункту в припущенні, що кулька 
прикріплена до осі обертання пружиною, коефіцієнт жорсткості якої k, а 
довжина в недеформованому стані дорівнює а. 

25. Знайти закон прямолінійного руху матеріальної точки, на яку діє сила  
опору середовища, пропорційна швидкості руху. 

26. Дивись задачу 25, але сила опору пропорційна  квадрату швидкості           
руху. 

27. Дивись задачу 25,  але діє пружна сила. 
28. Дивись задачу 25, але крім сили опору діє постійна сила F, прикладена      

до точки в напрямі її руху. 
29. Дивись задачу 25, але крім сили опору діє пропорційна зміщенню сила 

пружності,  прикладена до точки в напрямі, протилежному  її зміщенню. 
30. На тіло вагою 10 Н діє пружна сила, яка намагається повернути його у 

стан стійкої рівноваги. Сила пропорційна зміщенню і дорівнює 2 Н при 
зміщенні в 1 м. Опір середовища пропорційний швидкості. Амплітуда пі-
сля трьох коливань зменшується в 10 разів. Знайти період коливань. 

 
 

Запитання для самоперевірки 
 
1. Яке диференціальне рівняння називають звичайним? 
2. Який загальний вигляд диференціального рівняння другого порядку; n-го 

порядку? 
3. Як ставиться задача Коші для диференціального рівняння  n-го порядку? 
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4. Що таке кривина плоскої кривої? 
5. Що таке радіус кривини плоскої кривої? 
6. Чому дорівнює кривина кола; параболи 2xy   у початку координат? 
7. Як обчислюється радіус кривини кривої в декартових координатах; поля-

рних координатах? 
8. Чим визначається напрям увігнутості кривої? 
9. Що таке закон руху матеріальної точки? 
10. Як записується другий закон динаміки Ньютона у векторній формі? 
11. Скількома диференціальними рівняннями  описується рух матеріальної 

точки на площині; в просторі; по прямій? 
12. Яким рівнянням другого порядку моделюються вільні гармонічні коли-

вання? Напишіть його загальний розв’язок. 
13. Яким рівнянням моделюються коливання тягарця на пружині в середо-

вищі з опором? 
14. Як виникають затухаючі гармонічні коливання? Чому дорівнюють амплі-

туда і частота цих коливань? 
15. Яке явище називають резонансом? 
16. Який вигляд має диференціальне рівняння коливань маятника при малих 

відхиленнях від положення рівноваги? 
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20. Лінійні рівняння із змінними коефіцієнтами 
 Література: [3], розд. V, §2, §3; розд. VI, §2,  п.1, п. 3, §1, п. 4. 

 
 А. Рівняння Ейлера.   
 Лінійне рівняння вигляду 

                                 0... 1

)1(1

1

)(

0  
 yayxayxayxa nn

nnnn ,                     (1) 
де всі ia  постійні, називається рівнянням Ейлера. Ці рівняння заміною незале-
жної змінної x=et приводяться до лінійного однорідного рівняння з постійними 
коефіцієнтами  
                                         0)(... 1

)1(

1

)(

0  

 tybybybyb ntn

n

t

n

t .                          (2) 
 Зауваження 1. Рівняння вигляду  

0)(...)()( 1

)1(1

1

)(

0  
 yaybaxaybaxaybaxa nn

nnnn  також називають-
ся рівняннями Ейлера і зводяться до лінійних однорідних рівнянь з постійними 
коефіцієнтами заміною ax+b=et. 
 Зауваження 2. Частинні розв’язки рівняння (1) можна відразу шукати у ви-
гляді y=xk, при цьому для k ми одержуємо рівняння, яке співпадає з характерис-
тичним рівнянням для рівняння (2). 
 Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рівняння Ейлера: 

.0622  yyxyx  
 

 ►Перший спосіб. Робимо в рівнянні підстановку x=et. Тоді 
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, , і рів-

няння набуде вигляду 06
2

2

 y
dt

dy

dt

yd
. 

 Корені характеристичного рівняння 2,3 21   , і загальний розв’язок 

останнього рівняння буде tt eCeCy 2

2

3

1   . Оскільки ж x=et , то 2

23

1 xC
x

C
y  . 

 Другий спосіб. Будемо шукати розв’язок даного рівняння у вигляді y=xk, де k 
– невідоме число. Знаходимо 21 )1(,   kk xkkykxy . Підставляючи в рів-

няння, одержуємо 062)1( 122   kkk xxkxxkkx , або   062)1(  kkkx k . 

Але, оскільки xk0, то 062)1(  kkk , або 062  kk , звідки 

2,3 21  kk , а фундаментальна система розв’язків – 2

2

3

1 , xyxy   , і за-

гальний розв’язок, як і раніше, буде 2

2

3

1 xCxCy   .◄ 
 

Неоднорідні рівняння Ейлера вигляду 



n

k
m

kk

k xPxyxa
0

)( )(ln , де Рm(x) – 

многочлен степеня m, можна також розв’язувати методом підбору по аналогії з 
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розв’язанням неоднорідного лінійного диференціального рівняння з постійними 
коефіцієнтами і з правою частиною вигляду )(xPe m

x . 

 Приклад 2. Розв’язати рівняння Ейлера: xxyyxyx ln22  . 
 
►Характеристичне рівняння 02)1(  kkk , або  0222  kk  має ко-

рені ikik  1,1 21 , тому )lnsinlncos( 21.. xCxCxy оз  . 
Частинний розв’язок шукаємо у вигляді )ln(.. BxAxy нч  ; маємо: 

ABxAy нч  ln.. , 
x

A
y нч 

.. . Підставляючи в дане рівняння, одержуємо 

xxBxAxBAxAxAx ln)ln(2)ln(  , або xxBxxAx lnln  , звідки 
0,1  BA .  

Отже, xxy нч ln..  , а xxxCxCxy ln)lnsinlncos( 21  .◄ 
 
Б. Метод Лагранжа. 
Якщо відомий частинний розв’язок  y1(x) рівняння                                                              
                                0)(...)( )1(

1

)(   yxpyxpy n

nn ,                                      (3) 
то його порядок можна понизити на одиницю (не порушуючи лінійності рів-
няння), покладаючи zyy 1 , де z – нова невідома функція, а потім виконуючи 

заміну uz   (або безпосередньо: 












1y

y
u ).        

Якщо відомо k частинних лінійно незалежних розв’язків рівняння (3), то по-
рядок рівняння може бути понижений на k одиниць. 

Загальний розв’язок рівняння  
                              )()(...)( )1(

1

)( xfyxpyxpy n

nn                                                      (4)        
є сумою будь-якого його частинного розв’язку і загального розв’язку відповід-
ного рівняння (3). 

Якщо відома ФСР відповідного однорідного рівняння (3), то загальний 
розв’язок неоднорідного рівняння (4) може бути знайдений методом варіації 
сталих (метод Лагранжа) (див. п.18). 

Приклад 3.  Знайти загальний розв’язок рівняння 02  xyyyx , якщо 

x

x
y

sin
1   – його частинний розв’язок. 

 

►Покладемо z
x

x
y

sin
 ; тоді zyzyzyyzyzyy  1111 2, .  Під-

ставляючи в рівняння, одержуємо 0)(2)2( 111111  zyyxzxyzxyyyx .  

Оскільки 
x

x
y

sin
1   є частинним розв’язком даного рівняння, то 

02 111  xyyyx , тому маємо 0)(2 111  zyyxzxy . 



 90

Але 
21

sincos

x

x

x

x
y  , а значить xyyx cos11  , і останнє рівняння набуває 

вигляду 0cos2sin  xzxz . Перепишемо його у вигляді 0
sin

cos
2 




x

x

z

z
. 

Звідси маємо 0)sinln2(ln  xz , звідки 1

~
lnsinln2ln Cxz  , або 

1

2 ~
sin Cxz  . Інтегруючи це рівняння, знайдемо 21

~
CctgxCz  , і, як наслідок, 

загальний розв’язок вихідного рівняння буде 
x

x
C

x

x
Cy

sincos~
21  , або 

x

x
C

x

x
Cy

sincos
21   )

~
( 11 CC  .◄ 

 
Практичні завдання 

 
а) Розв’язати дані рівняння Ейлера: 
1. 02  yyxyx . 2.     03232 2  yyxyx . 

3.     012212 2  yyxyx . 4.  xxyyxyx ln62  . 

5. xyyx lnsin22  . 6. 2222 22  xxyyxyx . 
 

б) Проінтегрувати дані рівняння, якщо відомий один частинний розв’язок y1 
однорідного рівняння: 

7. ,08)24()12(  yyxyx   

    xey 2

1

 . 
8. ,0)1(ln2  yyxyxx   
    xy 1 . 

9. ,02)2( 2  xyctgyctgxtgxy   
    xy sin1  . 

10. ,53 42 xyyxyx    
      xy 11  . 

11. ),32(2)12()1( 2  xxyyxyxx  

      2

1 xy  . 

12. ,32 xx eyeyy     

      xey  cos1 . 
 

Розрахункові завдання 
 
Задача 30. Зінтегрувати подані нижче рівняння, які зводяться до рівнянь із 

сталими коефіцієнтами. 
1. 032  yyxyx . 2. 0622  yyxyx . 

3. 02  yyxyx . 4. 0 yyx . 

5. 022  yyx . 6. 0663 23  yyxyxyx . 

7. 03  yyxyx . 8. 02)12()12(2 2  yyxyx . 

9. 0)1(3)1( 2  yyxyx . 10. 06)2(4)2( 2  yyxyx . 

11. 0104  yyx IV . 12. 23 3 xyyxyx  . 

13. 32 23 xyyxyx  . 14. xxyyxyxyx 322 323  . 

15. xyxyxyx ln128 23  . 16. 2234 56 xyyxyxyxyx IV  . 
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17. 42 53 xyyxyx  . 18. 32 8xyyxyx  . 

19. 0642  yyxyx . 20. xyyxyx 1042  . 

21. xxyyx ln623  . 22. 232 856 xxyyx  . 

23. 22 353 xyyxyx  . 24. xyyxyx  4)2(3)2( 2 . 

25. 032  yyxyx . 26. 06)32(3)32( 3  yyxyx . 

27. 0
)1(1

2
222









x

y

x

yx
y . 

28. xxyyxyx 12ln224 22  . 

29. 04)1(4)1(3)1( 23  yyxyxyx .  

30. )1ln(6)1(18)1(9)1( 23  xyyxyxyx .  

 
Задача 31. Розв’язати дані лінійні рівняння із змінними коефіцієнтами, зна-

ючи один або декілька частинних розв’язків відповідних однорідних рівнянь. 
1. xxyyyxyx  )(,022)1( 1

2 . 

2. xexyyyxyx  )(,0)1( 1 . 

3. xxyyxyx ln)(,0ln 1

2  . 

4. xxexyyxyxxyx 2

1

2 )(,0)1(2)1(2  . 

5. 2

1

22 )(,0)1(2)2()2( xxyyxyxyxx  . 

6. 2

1

2 1)(,0)1( xxyyyxyx  . 

7. 12)(,6124)24()4( 1

22  xxyxxyyxyxx . 

8. xxyxxyxyyxyyx cos)(,)(,3 21

2  . 

9. xxyexyxyyxyyx x  )(,)(,2 21

3 . 

10. xxyxxyxxyxxyx  )(,0)2(sin2)2(sin22sin 1

2 . 

11. 
x

xyyyxyxx
1

)(,03)23()3( 1

2  . 

12. nxxxyynyxyx )1()(,0)1( 2

1

22  . 
13. 2)(,0)2( 1  xxyyyxyx . 

14. 2
1

2

2

)(,0)1(
x

exyyxy  . 

15. 1)(,02 2

1  xxyyyxy . 

16. 
2

)(,0)24(4 1

2 xexyyxyxy  . 

17. xexyxytgxyy sin

1

2 )(,0cos  . 

18. xexyyxyxyxx  )(,0)63()6()3( 1

22 . 

19. 
x

x
xyyyxx




1
)(,02)1( 1

2 . 

20. 2
1

2

2

)(,02)1(
x

exyxyyxyx


 . 

21. xxexyyxyxxyx  )(,0)2()2( 1

2 . 
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22. tgxxy
x

y
y  )(,0

cos

2
12

. 

23. xxxyyxyxyx 2cos)(,0)24(2 1

22  . 

24. 
x

e
xyxyyyx

x

 )(,02 1 . 

25. 
x

xyxxyyyxyxxyxx
1

)(,)(,022)34()12( 21

2  . 

26. 
21

2 1
)(,02)32()(

x
xyyyxyxx  . 

27. xxyexyyyxyxyx x  )(,)(,044)67()32( 21 . 

28. xx exyexyyyxyyx  )(,)(,0 21 . 

29. xx exyexyyxyx  )(,)1()1( 1

2 . 

30. xxx exyxeyeyy sin)(,1 1

22  . 
 

Запитання для самоперевірки 
 

1. Який загальний вигляд лінійного однорідного рівняння із змінними кое-
фіцієнтами? 

2. Як понизити порядок такого рівняння, коли відомо один частинний його 
розв’язок ? 

3. Яку додаткову заміну треба зробити, щоб понизити порядок на дві оди-
ниці, коли відомо два частинних розв’язки рівняння? 

4. Як розв’язуються лінійні неоднорідні рівняння із змінними коефіцієнта-
ми? 

5. Як формулюється теорема про структуру загального розв’язку лінійного 
неоднорідного рівняння? 

6. Коли можна застосовувати метод Лагранжа варіації сталих при 
розв’язуванні такого рівняння ? 

7. Який загальний вигляд рівняння Ейлера? 
8. Якою заміною воно зводиться до лінійного однорідного рівняння з ста-

лими коефіцієнтами? 
9. Як можна відразу записати характеристичне рівняння для утвореного піс-

ля заміни незалежної змінної ЛОДР з постійними коефіцієнтами, не ви-
конуючи вказаної заміни? 

10. Яка функція в такому випадку служить частинним розв’язком? 
11. Як   записати    рівняння    вищого    порядку     у      вигляді      системи 

диференціальних рівнянь першого порядку? 
12. Які властивості лінійного диференціального оператора? 
13. Чому при неперервній правій частині b(x) лінійного неоднорідного рів-

няння задача Коші завжди має розв’язок? 
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21. Інтегрування рівнянь за допомогою рядів 
 Література: [1], розд. VIII; [3], розд.VI, §2. 

 
А. Розклад розв’язку в степеневий ряд. 
Коли інтегрування лінійних диференціальних рівнянь за допомогою елемен-

тарних функцій провести не вдається, їх розв’язки вводяться через нові транс-
цендентні функції. Для визначення цих функцій часто користуються поданням 
розв’язку рівняння у вигляді степеневого ряду за зростаючими степенями 

0xx  , де 0x − початкове значення.  
Нехай дано диференціальне рівняння другого порядку 
                                         0)()(  yxqyxpy .                                              (1) 

Якщо коефіцієнти )(xp  і )(xq  подаються у вигляді рядів (такі функції нази-
ваються голоморфними), то рівняння (1) можна записати у вигляді 

             0...)(....)( 2

210

2

210  yxbxbbyxaxaay                     (2) 
(тут х0=0). Розв’язок цього рівняння будемо шукати також у вигляді збіжного 
степеневого ряду  

                                                    





0k

k

k xCy .                                             (3) 

 
Підставляючи цей вираз для y і його похідних у (2), одержуємо  

                  





















 
0 1 0 0

1

2

2 0)1(
k k k k

k

k

k

k

k

k

k

k
k

k

k xCxbxkCxaxCkk .                 (4) 

Перемножаючи степеневі ряди, збираючи подібні члени і прирівнюючи до нуля 
коефіцієнти при усіх степенях х у лівій частині (4), одержуємо ряд рівнянь:  

                    

..................................................................................

,02334

,0223

,012

...
0211201221304

011011203

00102

2

1

0






CbCbCbCaCaCaC

CbCbCaCaC

CbCaC

x

x

x

                 (5) 

Коефіцієнти С0  і  С1 залишаються довільними і відіграють роль довільних ста-
лих. Перше з рівнянь (5) дає С2 , друге – С3 , третє – С4 і т.д.  

На практиці зручно діяти таким чином: визначаємо за вказаною схемою два 
розв’язки )(1 xy  і  )(2 xy , причому для )(1 xy  виберемо С0=1 і С1=0, а для )(2 xy  
вибираємо С0=0 і С1=1, що рівносильно таким початковим умовам: 1)0(1 y , 

0)0(1 y ; 0)0(2 y , 1)0(2 y . 
Якщо початкові умови мають вигляд Ay )0( , By  )0( , то, очевидно, 

)()( 21 xByxAyy  . 
Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рівняння  
                                                   02  yyxy                                        (6) 

у вигляді степеневого ряду. 
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►Нехай 





0

1 )(
k

k

k xCxy , тоді 





1

1

1 )(
k

k

k xkCxy , 





2

2

1 )1()(
k

k

k xCkkxy . 

Підставляючи 11 , yy   і 1y   у (6), одержуємо  

                            












 
1 02

2 02)1(
k k

k

k

k

k
k

k

k xCxkCxCkk .                   (7) 

Для визначеності покладемо, що 1)0(1 y , 0)0(1 y ; звідси знаходимо, що 
С0=1, С1=0. Далі зводячи в (7) подібні члени і прирівнюючи коефіцієнти при 
всіх степенях х, маємо:  

...................................

,02456

,02345

,02234

,02123

,022

...
446

335

224

113

02

4

3

2

1

0








CCC

CCC

CCC

CCC

CC

x

x

x

x

x

 звідки   

.........................

,
53

1

5

,0

,
3

1
,0

,1

4
6

5

4

3

2











C
C

C

C

C

C

 

Таким чином ,                  

                                 ...
15

1

3

1
1)( 642

1  xxxxy                             (8) 

Аналогічно, беручи    

                                           





0

2 )(
k

k

k xAxy                                (9) 

і початкові умови 0)0(2 y , 1)0(2 y , одержуємо 00 A , 11 A , а       

                     2

0

2

753

2

2

!

2
...

642422
)(

x

k

k

xe
k

x

x
xxx

xxy 















 




.                     (10) 

Остаточно, )()()( 21 xByxAyxy  , де А і В – довільні сталі, причому 
Ay )0( , By  )0( .◄ 

 
Практичні завдання 

 
а) Знайти три перші члени розкладу в степеневий ряд розв’язку даного ди-

ференціального рівняння при заданих початкових умовах: 
1. 1)0(,0)0(,0  yyxyy . 2. 1)0(,0)0(,0sin  yyyxy .
3. 0)(,1)(,sin   yyxxyyx . 4. 1)0(,0)0(,02  yyyxy . 

5. 1)0(,0)0(,02  yyyxy . 6. ,2)0(,0sin  yyxy      

7. 0)(,)(,0sinln 1   eyeeyxyxy .     ,0)0( y 0)0( y . 

 
б) Проінтегрувати за допомогою рядів такі диференціальні рівняння: 
8. 0 yyxy . 9. 0)0()0(,01  yyyyxy . 
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10. .0 xyy  11. .02  yyxy  

12. .0)21(24 2  yxyxy  13. .0 xyy  

 
Б. Розклад розв’язку в узагальнений степеневий ряд. 
Повертаючись  до  рівняння (1), розглянемо  випадок,  коли  р(х), q(x)  мають  

особливі  точки − точки  розриву.  Якщо  p(x) і q(x) − раціональні,  тобто  

)(

)(
)(

0

1

xp

xp
xp  ,  

)(

)(
)(

0

1

xq

xq
xq  ,  де  p1, q1, p0, q0 − многочлени,  то  особливими  бу-

дуть  точки  рівняння,  в  яких  р0(х)=0  або  q0(x)=0.  
Особлива  точка  х=0  називається  регулярною  особливою  точкою  (особ-

ливою  точкою  першого  роду),  якщо  вона  є  особливою  для  рівняння  
0)()( 11

2  yxqyxxpyx , де р1(х)  і  q1(x) − голоморфні. 
В  околі  особливої  точки  х=х0  розв’язки  рівняння  (1) у вигляді степене-

вого  ряду можуть не існувати. У цьому випадку розв’язки шукають у вигляді 
узагальненого степеневого ряду  

                                  





0

00 )()()(
s

s

s xxaxxxy  ,                                (11) 

де   і sa  − невизначені. 
 Вважатимемо для спрощення запису 0x =0, тоді в диференціальному рівнян-

ні (1) функції )(xp  та )(xq  мають відповідно вигляд 
x

xp
xp

s

s
s



 0)( , 

2

0)(
x

xq
xq

s

s
s



 , де ряди в чисельниках збіжні. 

Для визначення показника   і коефіцієнтів sa  треба підставити ряд  (11) у 

рівняння (1),  скоротити  на  x  і прирівняти  до  нуля  коефіцієнти  при  усіх  
степенях  х. При  цьому     визначається  із  так  званого  визначального  рів-
няння   

                                           0)1( 00  ba  ,                                           (12) 
де      
                                  )(lim

00 xxpa
x

 ,              )(lim 2

00 xqxb
x

  .                              (13) 

 Нехай  1    і  2  − корені  визначального  рівняння  (12). Будемо  розрізняти  
три  випадки: 
 а) різниця  21      не  є  цілим  числом.  Тоді  рівняння  (1)  має  два  

розв’язки  у  вигляді  узагальненого  степеневого  ряду: s

s
s xaxy 






0

1
1 ,              

s

s
s xAxy 






0

2
2 . Коефіцієнти  sа   та  sA  визначаються  із  нескінченної  системи  

алгебраїчних  рівнянь,   що  одержуються   в   результаті   підстановки   функ-
ції-розв’язку і її послідовних  похідних  у  рівняння  (1)  і  прирівнювання  від-
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повідних  коефіцієнтів. 0A  та 0a  не дорівнюють нулю. Вони довільні;  
 б)  різниця  21     є  цілим  числом ( 0 ).  Перший  розв’язок: 







0

1
1

s

s

s xaxy  . Другий    розв’язок − сума       узагальненого       степеневого          

ряду і логарифмічної  частини: 





0

12 )ln()(2

s

s

s xxAyxAxy  , де А  може  бути  і  

нулем; 
 в) 21   . Вигляд  розв’язків  у1  та  у2  співпадає  з  попереднім  випадком, 
але  0A . 
 Приклад 2. Розв’язати  рівняння: 0,0)1()23(2 22  xyxyxxyx .                      
 

 ►Запишемо  рівняння  у  вигляді    0
2

1

2

23
22

2







 y
x

x
y

x

xx
y   або                 

.0
2

1

2

23
2







 y
x

x
y

x

x
y  Розв’язок  будемо  шукати  у  вигляді         







0

0 .0;)(
s

s

s axaxxy    

Для  знаходження     випишемо  визначальне  рівняння   

,0)1( 00  ba   де ,
2

3

2

23
lim

00 





x
a

x
 

2

1

2

1
lim

00 





 




x
b

x
,  тобто  

0
2

1

2

3
)1(   ,  або 

2

1

2

12  0. Звідси  1,
2

1
21    (випадок а).      

Згідно  наведеного  правила  беремо );0()(
0

2

1

1  




xxaxxy
s

s

s   

.
1

)(
0

2 





s

s

s xA
x

xy      

Для  того,  щоб  знайти  sa   і  sA   підставляємо  по  черзі  1y  і 2y  у  вихідне  

рівняння  і  бачимо,  що ,
)32(...975

)2(
1)(

1

2

1

1 









 


s

s

s

x
xxy  






0

2 !

1
)(

s

s

s

x

x
xy        

або 
x

e
xy

x

)(2 . Загальний   розв’язок: ),()()( 21 xByxAyxy    де  А  і  В −  дові-

льні  сталі.◄ 
 

Практичні   завдання 
 

 Проінтегрувати за допомогою узагальнених степеневих рядів дані рівняння: 
14.   .02  xyxyy  15. .02)1(  yyxyx  

16. .0)12(2 32  yxyxyx  17.     0534  yxyy . 

18. .0
3

2

2

3
 y

x
y

x
y  
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Розрахункові    завдання 

 
Задача  32. Проінтегрувати за допомогою рядів дані рівняння. 
1. 024  yyyx . 2. .0)1(2 3  yxy  

3. .32 2 yyxy   4. 1)0(,1)0(,0  yyyy . 

5. 02  yxy . 6. xyey 2 . 

7. 0
9

1

2

1
 yy

x
y . 8. 04

3

1
 yy

x
y . 

9. 02  yxy . 10. 033  yyxy . 

11. 0
4

1

2

1
 yyyx . 12. 02

5

4
 yyyx . 

13. 0
2

5
 yy

x
y . 14. 0

2

1
 xyyyx . 

15. 04
4

3
 yy

x
y . 16. 0)

2

1
(  yyxyx . 

17. 02 2  yxyxy . 18. 2)0(,2)0(,0)1( 2  yyyxy . 

19. 0 xyey . 20. 0)0(,1)0(,2  yyyyxy . 

21. 0
3

1
 yyyx . 22. 02

4
 yy

x
y . 

23. 0
4

3
 yyyx . 24. 1)0()0(,0

11 22






 yy

x

y
y

x

x
y . 

25. 06
5

2
 yyyx . 26. 02)

2

1
( 2  xyyxyx . 

27. 03
2

1
 yyyx . 28. 0

3

2
 xyyyx . 

29. 0232  yyyx . 30. xyey  . 
 

Запитання для самоперевірки 
 
1. Який загальний вигляд лінійного однорідного диференціального рівняння 

другого порядку із змінними коефіцієнтами? 
2. Як записують степеневий ряд для даної функції в околі точки 0x ? 
3. Коли можна шукати розв’язок рівняння  у вигляді степеневого ряду? 
4. Як знайти невизначені коефіцієнти цього ряду? 
5. Яка роль відводиться двом вільним змінним системи алгебраїчних  рів-

нянь  по  визначенню  коефіцієнтів  ряду-розв’язку? 
6. За якої  умови  для  відшукання  розв’язку  рівняння,  який  не    подається  
      через  елементарні   функції,   користуються   узагальненим     степеневим   

      рядом? Який  його  вигляд? 
7. Що  таке  визначальне  рівняння?  Як  знайти  його  коефіцієнти? 
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8. Яка  особлива  точка  називається  регулярною? 
9. Від  чого  залежить  вигляд  ФСР  при  розв’язуванні  диференціального  

рівняння  за  допомогою  узагальненого  степеневого  ряду? 
10. Чи може нульовий розв’язок входити в склад ФСР? 
11. Яка фундаментальна система розв’язків називається нормованою? 
12. За якої умови однорідне лінійне рівняння другого порядку має частинний 

розв’язок, що задовольняє задані початкові умови і подається у вигляді 
степеневого ряду за степенями різниці 0xx  , де 0x  − початкове значення 
незалежної змінної? Як можна вибирати початкове значення шуканої фу-
нкції і її похідної? У якій області збігається ряд, що подає розв’язок? 

13. За якої умови однорідне лінійне рівняння другого порядку має в околі 
особливої точки 0xx   хоча б один частинний розв’язок у вигляді уза-
гальненого степеневого ряду? У якій області збігається цей степеневий 
ряд? У якому випадку, знаходячи розв’язок у вигляді узагальненого сте-
пеневого ряду, одержують розв’язок у вигляді звичайного степеневого 
ряду?  
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 22. Періодичні розв’язки лінійних рівнянь 
 Література: [1], розд. VIII; [3], розд. VI, §1, п. 3. 

 
 Нехай дано лінійне неоднорідне диференціальне рівняння другого порядку з 
постійними коефіцієнтами 

                                    ),(21 xfypypy                                            (1) 
де f(x) – функція, періодична з періодом 2π, яка розкладається в ряд Фур’є 

                             





1

0 )sincos(
2

)(
n

nn nxbnxa
a

xf .                                      (2) 

 Періодичні розв’язки рівняння (1) шукаємо у вигляді 

                                    .)sincos(
2

)(
1

0 





n

nn nxBnxA
A

xy                                      (3) 

Підставляємо ряд (3) у рівняння (1) і підбираємо його коефіцієнти так, щоб рів-
ність (1) задовольнялась формально. Прирівнюючи вільні члени і коефіцієнти 
при cosnx i sinnx в лівій і правій частинах одержаної рівності, знайдемо  

     ;
2

0
0 p

a
A   ;

)(

)(
22

1

22

2

1

2

2

npnp

nbpanp
A nn

n 


  ,
)(

)(
22

1

22

2

1

2

2

npnp

napbnp
B nn

n 


  ,...2,1n .       (4) 

Перша з рівностей (4) дає необхідну умову розв’язку виду (3): якщо а0≠0, то не-
обхідно, щоб р2≠0. Підставляючи (4) в (3), одержуємо 

      
     

 


 




1
22

1

22

2

1

2

21

2

2

2

0 sincos

2
)(

n

nnnn

npnp

nxnapbnpnxnbpanp

p

a
xy .        (5) 

 Коли р1=0 і р2=n2, де n=1,2..., то періодичний розв’язок буде існувати лише 
за умови  

                  ,0cos)(
1 2

0
 



nxdxxfan  .0sin)(

1 2

0
 



nxdxxfbn                            (6) 

Коефіцієнти Аk і Вk при k≠n  знаходяться за формулами (4), а коефіцієнти Аn і Вn 
залишаються довільними, бо вираз Аncosnx+Bnsinnx є загальним розв’язком від-
повідного однорідного рівняння. 

У випадку невиконання умов (6) рівняння (1) періодичних розв’язків не має 
(виникає резонанс). При p2=0 i a0=0,  коефіцієнт А0 залишається невизначеним і 
рівняння (1) має нескінченну множину  періодичних розв’язків, які відрізня-
ються на сталу. 

Якщо  права частини f(x) рівняння (1) має період 2l≠2π, то треба розкладати 
f(x) за періодом 2l і шукати розв’язки у вигляді 

                                ).sincos(
2 1

0 





n

nn l

xn
B

l

xn
A

A
y


                                  (7) 

Приклад 1. Знайти періодичні розв’язки рівняння: .
sin

4
3

2





n n

nx
yy  

 

►Маємо:     ,...).4,3(
1

,0,0,24,0
20

2

21  n
n

baapp nn         Функція 
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





3

2

sin
)(

n n

nx
xf  не містить резонуючого члена a2cos2x+b2sin2x, а значить, рів-

няння має періодичні розв’язки, причому нескінченну множину. 
 За формулами (4) знаходимо коефіцієнти: ,00  nAA  ,01 B  

,
)4(

1
22 nn

Bn 
  ,...4,3n . Усі періодичні розв’язки даються формулою 

,
)4(

sin
2sin2cos)(

3
2222 



 


n nn

nx
xBxAxy  де А2, В2 – довільні сталі.◄ 

 
Практичні завдання 

 
Знайти періодичні розв’язки (якщо вони існують) даних диференціальних 

рівнянь: 

1. 







1
3

sincos
13

n n

nxnx
yy . 2. 






1

3

cos

n n

nx
yy . 

3. 





2

2

cos

n n

nx
yy . 4. 






1

2

sin

n n

nx
yy . 

5.   xxyyy ,44 22 . 6. xxyy 2coscos . 

7. xyy 2cos4  . 8. xyy cos4  . 

9. xyy 3sin9  . 10. )arcsin(sin44 xyyy  . 

 
Розрахункові завдання 

 
Задача 33. Знайти періодичні розв’язки (якщо вони існують) даних дифере-

нціальних рівнянь.  

1. xy
dx

yd 2

2

2

sin4  . 2. 







1
3

sincos
23

n n

nxnx
yy . 

3. 







1
3

sincos
3

n n

nxnx
yy . 4. 






1

3

cos
1

n n

nx
yy . 

5. 





2

2

cos
2

n n

nx
yy . 6. 








3
3

sincos
23

n n

nxnx
yy . 

7.   xxyyy ,44 22 . 8. xyy sin4  . 

9. xyy 3sin . 10. xxyy 2sinsin . 

11. 





1

3

cos
22

n n

nx
yy . 12. 






2

2

cos
13

n n

nx
yy . 

13.   xxyyy ,24 22 . 14. xxyy 2coscos1 . 

15. xyy 2cos16  . 16. xyy 3sin127  . 

17. xyy cos24  . 18. xyy 2cos4  . 

19. )arccos(cos44 xyyy  . 
20. 

2
sin2

x
yy


 . 
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21. 





1

2

sin
2

n n

nx
yy . 

22. xyy 2sin . 

23. xxyy 2coscos4  . 24. xyy 2cos . 

25. xyy 2sin . 26. xxyy 4sin2sin . 

27. xxyy 4cos2cos . 28. xxyy 2cossin . 

29. 





1

2

sin

n n

nx
yy . 30. 






2

2

cos
19

n n

nx
yy . 

 
Запитання для самоперевірки 

 
1. Який тригонометричний ряд називають рядом Фур’є функції f(x)? 
2. Як обчислюються коефіцієнти цього ряду? 
3. Який вигляд має розклад в ряд Фур’є  функцій, заданих на відрізках         

[-π; π],  [-l;l]? 
4. Яка особливість розкладу в ряд Фур’є періодичних функцій? 
5. Яка особливість розкладу в ряд Фур’є парних (непарних) функцій? 
6. Які вимоги накладаємо  на  функцію  f(x) – праву  частину  лінійного не-

однорідного диференціального рівняння з сталими коефіцієнтами   для 
відшукання періодичних розв’язків даного рівняння? 

7. В якій формі шукаємо періодичний розв’язок рівняння? 
8. Як вивести в загальному вигляді вирази для обчислення невизначених ко-

ефіцієнтів для L[y]=y // +qy? 
9. Як вивести в загальному вигляді вирази для обчислення невизначених ко-

ефіцієнтів для L[y]=y // +p1 y
/ +p2 y? 

10. За якої умови рівняння періодичних розв’язків не матиме? 
11. Що таке резонансний член правої частини рівняння? 
12. Коли рівняння має нескінченну множину періодичних розв’язків?  
13. При яких значеннях коефіцієнтів p i q усі розв’язки рівняння 

0 qyypy  є періодичними функціями від x? 
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23. Системи диференціальних рівнянь 
Література: [1], розд. ІХ, §1, 2; розд. Х, §1-3; [3], розд. VII, §2. 
 
А. Канонічною системою звичайних диференціальних рівнянь називається 

система вигляду  

                  

 
 

 










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m

k
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m

k
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k

mmm

m

k
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yyyyyyxfy

yyyyyyxfy

yyyyyyxfy

                         (1) 

Канонічну систему з k рівнянь вищих порядків можна замінити еквівалент-
ною їй системою  n=m1+m2+…+mk рівнянь першого порядку відносно похідних 
всіх n шуканих функцій (нормальна система). Зокрема, одне рівняння n-ого по-
рядку приводять до системи n диференціальних рівнянь. 

Нормальна система має вигляд:  

                                     






















).,...,,,(

.......................................

),,...,,,(

),,...,,,(

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

                                               (2) 

 Приклад 1. Звести диференціальне рівняння 0)()(
2

2

 xtq
dt

dx
tp

dt

xd
 до но-

рмальної системи.   

 ►Покладемо x=x1, 
dt

dx
=x2; тоді 2

1 x
dt

dx
 ; 

dt

dx

dt

xd 2

2

2

 . Підставимо ці вирази в  

дане  рівняння, одержимо: 0)()( 12
2  xtqxtp

dt

dx
. Нормальна система матиме  

вигляд 














.)()(

,

12
2

2
1

xtqxtp
dt

dx

x
dt

dx

◄ 

         
 Розв’язком системи на (а,b) називається сукупність n функцій x1=1(t), 
x2=2(t),…, xn=n(t), визначених і неперервно  диференційовних   на   (а,b),   як-
що вони перетворюють рівняння системи в тотожності, справедливі для всіх 
значень t(a,b). 
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Практичні завдання 
 
Покажіть, що дані системи функцій є розв’язками даних систем диференці-

альних рівнянь: 

1. 















;

,2

22

2

1
1

t

tx

dt

dx

tx
dt

dx

 









.ln

,
1

2

21

ttx
t

x
 

2. 












 

;2

,

y

yx

e
dx

dz

e
dx

dy

 







.2

,
xez

xy
 

 
 Задачею Коші для системи (2) називається задача знаходження розв’язку 
y1=y1(x), y2=y2(x),…, yn=yn(x) цієї системи, що задовольняє початкові умови: 
y1(x0)=y1

0, y2(x0)=y2
0,…,yn(x0)=yn

0, де x0,  y1
0, y2

0, …, yn
0  − задані числа. 

 Теорема Коші (існування і єдиності розв’язку нормальної системи). 
 Якщо  функції fi , i=1, 2, …, n, визначені в області зміни x, y1, y2,…,yn, і існує 
окіл точки (x0, y1

0, y2
0,…, yn

0), в якому функції fi: а) неперервні; б) мають обме-
жені частинні похідні по змінних y1, y2, …, yn, то знайдеться інтервал (x0 − h< x < 
x0+h) зміни x, в якому існує єдиний розв’язок нормальної системи, що задово-
льняє початковим умовам. 

Система n диференційовних функцій yi=yi(x, C1, C2, …, Cn), i=1, 2, …, n, Ci  − 
довільні сталі, називається  загальним розв’язком нормальної системи , якщо:  
1) для будь-яких допустимих значень C1, C2,…,Cn ця система функцій перетво-
рює (2) в тотожність; 2) в області, де виконуються умови теореми Коші, дані 
функції розв’язують будь-яку задачу Коші. 

Інтегралом нормальної системи (2)  називається функція (x, y1, y2,…, yn), 
визначена і неперервна разом з своїми частинними похідними першого порядку        

кду

д

дх

д 
,  , k=1,n , в області, якщо при підстановці в неї довільного розв’язку 

y1(x), y2(x), …, yn(x) системи (2) вона набуває сталого значення (тобто функція 
(x, y1, y2,…, yn) залежить від вибору розв’язку y1(x), y2(x), …, yn(x), а не від 
змінної x). Першим інтегралом нормальної системи (2) називається рівність  
(x, y1, y2,…, yn)=C, де (x, y1, y2,…, yn) − інтеграл системи (2) , а С – довільна 
стала. 
 Приклад 2. Показати, що функція   

                                                   (x, y1, y2)
х

у2 − y1 ,                                               (3)   

визначена в області D: х0 , −< y1, y2<+ є інтегралом системи рівнянь 

                                            ,, 2
1

211

x

y
y

dx

dy

x

y

dx

dy
                      (4) 

якщо загальним розв’язком цієї системи є   
 

                                                   xCxCyxCy 2

2

1211 ,  .                                       (5) 
  

 ►Підставляючи (5) в (3), одержуємо (x, y1, y2)= (x, С1x, C1x
2+C2x)= 
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x

xCxC 2

2

1 
  − C1x=C2 в області D. Отже, функція (3) в області D є інтегралом 

системи рівнянь (4), а значить, перший інтеграл цієї системи такий: 
x

y2  − у1=С, 

де С – довільна стала.◄  
 
Нормальна система має безліч перших інтегралів. Загальним інтегралом но-

рмальної системи називається сукупність n незалежних перших інтегралів цієї 
системи. 

 
Б. Метод виключення (зведення системи диференціальних рівнянь до од-

ного рівняння). 

 Розглянемо систему двох рівнянь 














),(

),(

tgdycx
dt

dy

tfbyax
dt

dx

 де  a, b, c, d  R; f(t), 

g(t) – задані функції, x(t), y(t) − шукані функції.  

 З першого рівняння системи знаходимо    





  )(

1
tfax

dt

dx

b
y   і підставля-

ємо в  друге рівняння системи замість у, а замість  
dt

dy
  − похідну від правої час-

тини останньої рівності. Одержуємо рівняння другого порядку відносно x(t): 

,0)(
2

2

 tPCx
dt

dx
B

dt

xd
A  де А, В, С – сталі. Звідси знаходимо х=х(t, С1, С2). 

Підставивши знайдений вираз для х і 
dt

dx
 у вираз для y , знайдемо і цю функ-

цію. 
 Метод виключення використовується для однорідних і неоднорідних сис-
тем. 

 Приклад 3. Розв’язати задачу Коші: .2)0(,6)0(

,3

,83














yx

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

  

 ►З другого рівняння системи знаходимо х= − 3у − 
dt

dy
, 

2

2

3
dt

yd

dt

dy

dt

dx
 . 

Підставляючи значення х і  
dt

dx
 у перше рівняння системи , одержимо   рівняння 

,0
2

2

 y
dt

yd
 загальний розв'язок якого   tt eCeCy  21     )3(

dt

dy
yx  .    Тоді        

tt eCeCx  21 24 . Це загальний розв'язок системи.  
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 При початкових значеннях одержимо систему рівнянь для визначення 1C  і 

2C : 1,1
,2

,246
21

21

21 







CC
CC

CC
. Розв'язок задачі Коші: 












.

,24
tt

tt

eey

eex
◄             

 
Практичні завдання 

 
Методом виключення розв’язати дані системи рівнянь чи задачу Коші для 

систем рівнянь: 

3. 














.1
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x
dt

dy

y
dt

dx
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


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
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x
dt
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y
dt

dx

 5. 
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


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
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dt

dy
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6. 
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










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2tx
dt

dy

et
dt

dx t

 
7. 








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,22

212

211
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8. 
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
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







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,sin34

ty
dt

dx

tx
dt
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9. 














.052

,07

zy
dx

dz

zy
dx

dy

 10. 














.32

,64

tyx
dt

dy

yx
dt

dx

 11. 














.sin52

,2

texy
dt

dy

yx
dt

dx

t

 

12. 














.4)0(,1)0(,052

,043

yxyx
dt

dy

yx
dt

dx

 

  

13. 














.1)0(,2)0(,3

,5

yxyx
dt

dy

yx
dt

dx

 

  

14. 














.0)0(,1)0(,

,

yxex
dt

dy

ty
dt

dx

t

 

  

 
 В. Знаходження інтегровних комбінацій. 
      Суть   цього   методу:   з   допомогою   доцільних   арифметичних    операцій 
(додавання, віднімання, ділення, множення) з системи (2) утворюють нову сис-
тему рівнянь, кожне з яких (інтегровна комбінація)  інтегрується безпосеред-
ньо. Інтегруючи їх, одержуємо перші інтеграли системи. Задача інтегрування 
системи розв'язана, якщо відомо n незалежних перших  інтегралів. Наприклад, 
два перших інтеграли 1211 ),,( Cxxt  ,   2212 ),,( Cxxt   незалежні, якщо якобі-
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ан  
),(

),(

21

21

xxD

D 

2

2

1

2

2

1

1

1

xx

xx

















 0. 

 Для знаходження інтегровних комбінацій треба подати систему диференціа-
льних рівнянь (2) в симетричній формі:                 

),...,,(
...

),...,,(),...,,( 21212

2

211

1

nn

n

nn xxxX

dx

xxxX

dx

xxxX

dx
 . Для розв’язання цієї 

системи або беруть пари відношень, які допускають відокремлення змінних, 
або використовують похідні пропорції: 

nn

nn

n

n

bbb

aaa

b

a

b

a

b

a








...

...
...

2211

2211

2

2

1

1 , де коефіцієнти n ,...,, 21  довільні і 

їх вибирають так, щоб чисельник був диференціалом знаменника, або чисель-
ник був повним диференціалом, а знаменник дорівнював нулю. 

 Приклад 4. Розв’язати систему: 














.4

,)(2

21
2

2

2

2

1
1

txx
dt

dx

txx
dt

dx

  

 

 ►Додаючи рівняння, маємо txx
dt

xxd
2)(

)( 2

21
21 


. Відокремлюючи змін-

ні, інтегруємо:  1

2

21

1
Ct

xx



   або 1

2

21

1
Ct

xx



. Віднімаючи рівняння, 

одержимо   txx
dt

xxd
2)(

)( 2

21
21 


, звідки 2

2

21

1
Ct

xx



. Отже, знайдено два 

перших інтеграли даної системи: 1

2

21

211

1
),,( Ct

xx
xxt 


 , 

2

2

21

212

1
),,( Ct

xx
xxt 


 , які є незалежними, бо якобіан 

0
)(

2

)(

1

)(

1
)(

1

)(

1

),(

),(
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2

2

1
2

21

2

21

2

21

2

21

21

21 














xx

xxxx

xxxx
xxD

D 
.  

 Загальний інтеграл системи диференціальних рівнянь:   1

2

21

1
Ct

xx



, 

2

2

21

1
Ct

xx



.  Розв’язуючи  його  відносно    невідомих функцій,  одержуємо   
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загальний розв’язок системи: 
))((2

2
2

2

2

1

2

21
1 tCtC

tCC
x




 , 
))((2 2

2

2

1

12
2 tCtC

CC
x




 .◄ 

  

 Приклад 5. Зінтегрувати систему рівнянь:  
xydx

dz

z

z

dx

dy







1
,

1
. 

 

 ►Приведемо цю систему до симетричної форми: 
xy

dxdz

z

dx

z

dy




 1
,

1
 або     

                                          
z

dz

xyz

dy

xyz

dx





 ))(1()(
.                                          (6) 

Складемо відношення 
)())(1( xyzxyz

dxdy

z

dz




  або 
xy

xyd

z

dz





)(

, звідки                     

                                                      1)( Czxy  .                                                        (7) 
Прирівнюємо перший і останній дріб системи (6), замінивши знаменник першо-

го дробу через його значення 1C  з (7):  
z

dz

C

dx


1

, звідки   1

2

C

x

eCz  , або, заміни-

вши 1C  з (7), zxy

x

eCz )(
2

 .  

Загальним інтегралом є: 1)( Czxy  , zxy

x

eCz )(
2

 .◄ 
 

 Приклад 6. Знайти загальний інтеграл системи:  

                                                 
xy

dz

zx

dy

yz

dx








.                                                (8) 

 
 ►Побудуємо дві інтегровні комбінації, користуючись властивостями ряду 
рівних відношень. Додаючи в системі чисельники й знаменники дробів, мати-

мемо 0,
0













dzdydx
dzdydx

xy

dz

zx

dy

yz

dx
 або 0)(  zyxd , 

тобто                                          
            1Czyx  .                                                     (9) 
 Тепер помножимо в системі (8) чисельники й знаменники дробів відповідно 
на 2x, 2y, 2z і додамо чисельники й знаменники одержаних дробів. Тоді                 

,
0

)(

)(2

2

)(2

2

)(2

2 222 zyxd

xyz

zdz

zxy

ydy

yzx

xdx 









 

                                                    2

222 Czyx  .                                                 (10)  
 Перші інтеграли (9) і (10) утворюють загальний інтеграл системи (8).◄ 

 
Практичні завдання 

 
 а) Розв’язати системи диференціальних рівнянь: 
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15. 














.2

,22

xy
dt

dy

yx
dt

dx

 16. 














.sincos

,cossin

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 17. 














.
1

,
1

xdt

dy
e

ydt

dx
e

t

t

 

18. 














.
1

,
1

xdt

dy

ydt

dx

 19. 














.

,

x

y

dt

dy

y

x

dt

dx

 20. 
















.

,

yx

x

dt

dy

yx

y

dt

dx

 

 
 б) Знайти загальний розв’язок систем рівнянь: 

21. 
xt

dy

t

dx

x

dt

2lnln2 



 . 22. 

xy

dt

yt

dy

xt

dx



 . 23. 

ty

dy

x

dx

t

dt
 . 

24. 
tx

dy

yt

dx

xy

dt

433554 






. 25. 

tx

dy

xy

dt

yt

dx

243243 






. 

 

 
Г. Метод Ейлера інтегрування однорідних лінійних систем з сталими кое-

фіцієнтами. 
 Нехай є система трьох лінійних диференціальних рівнянь: 

                                            





















.

,

,

222

111

zcybxa
dt

dz

zcybxa
dt

dy

czbyax
dt

dx

.                                            (11) 

Шукаємо розв’язок системи (11) у вигляді   ktex  , ktey  , ktez  , k,,,    

− сталі, які необхідно визначити. Підставляючи в (11) і скорочуючи на kte , оде-
ржимо систему рівнянь для визначення  ,, : 

                                        













.0)(

,0)(

,0)(

222

111






kcba

ckba

cbka

                                         (12) 

Система (12) має ненульовий розв’язок, якщо її визначник  =0: 

                                      0

222

111 






kcba

ckba

cbka

  .                                    (13) 

Рівняння (13) називається характеристичним. 
 а) Корені 321 ,, kkk  характеристичного рівняння дійсні і різні. 
 Підставивши в (12) замість k  число 1k  і розв’язавши систему (12), одержи-
мо числа 111 ,,  . Потім, поклавши в (12) 2kk  , одержимо числа 222 ,,  , і, 
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нарешті, при 3kk   одержимо 333 ,,  . 
 Відповідно трьом наборам чисел  ,, одержимо три частинні  розв’язки:                    

1) tkex 1

11  , tkey 1

11  , tkez 1

11  ; 

2) tkex 2

22  , tkey 2

22  , tkez 2

22  ; 

3) tkex 3

33  , tkey 3

33  , tkez 3

33  . 

Загальний розв’язок системи (11) має вигляд: 

.

,

,

321

321

321

332211

332211

332211

tktktk

tktktk

tktktk

eCeCeCz

eCeCeCy

eCeCeCx









 

 Приклад 7. Розв’язати систему: 





















.3

,5

,3

zyx
dt

dz

zyx
dt

dy

zyx
dt

dx

 

      

 ►Складаємо характеристичне рівняння: 0

311

151

113

det 





















k

k

k

 або    

0363611 23  kkk , звідки 6,3,2 321  kkk .  Цим кореням відповідають 

числа: 

.1,2,1

;1,1,1

;1,0,1

333

222

111









 Частинні розв’язки: 

.,2,

;,,

;,0,

6

3

6

3

6

3

3

2

3

2

3

2

2

11

2

1

ttt

ttt

tt

ezeyex

ezeyex

ezyex





  

 Загальний розв’язок системи: 

.

,2

,

6

3

3

2

2

1

6

3

3

2

6

3

3

2

2

1

ttt

tt

ttt

eCeCeCz

eCeCy

eCeCeCx





◄          

  
 б) Випадок кратних коренів. 

 Приклад 8.  Розв’язати систему: 














.4

,2

xy
dt

dy

yx
dt

dx

 

►Характеристичне рівняння: 0
41

12





k

k
, або 0962  kk  має крат-

ний корінь 321  kk . Розв’язок шукаємо у вигляді: tetx 3

11 )(   ,  
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tety 3

22 )(    . 
 Підставивши x і y у перше рівняння системи, одержуємо 

)()(2)(3 2211111 ttt   . Прирівнюючи тут коефіцієнти при од-
накових степенях t в лівій і правій частині, одержуємо:                 

2111 23   , 211 23   , звідки 112   , 12   . 
 Величини 1  і 1  залишаються довільними. Позначивши їх відповідно через  

1C  і 2C , одержуємо загальний розв’язок системи:                 
tetCCx 3

21 )(  , tetCCCy 3

221 )(  . 
 Зауваження 1. Коли підставимо x і y у друге рівняння системи, то одержимо 
цей же результат. 
 Зауваження 2. У загальному випадку той розв’язок однорідної лінійної сис-
теми з n  шуканими функціями )(txi , ni ,1 , що відповідає кореню k  кратності 

s  характеристичного рівняння, шукають у вигляді kt

ii etPx )(
~ , де iP

~
 ─ многоч-

лен степеня ms   з невизначеними коефіцієнтами, rnm  , )( kEArangr  , 
A  ─ основна матриця системи, E  ─ одинична матриця n -го порядку.◄ 

      
 в) Випадок комплексних коренів характеристичного рівняння. 

 Приклад 9. Розв’язати систему: 














.2

,2

zy
dx

dz

zy
dx

dy

 

 
 ►Шукаємо розв’язок у вигляді: kxey 1 , kxez 2 . Характеристичне рів-

няння: 0
21

12





k

k
, або 0542  kk  має корені ik  21 , ik  22 . 

 Побудуємо комплексний розв’язок вигляду xiey )2(

1

  , xiez )2(

2

  , який 
відповідає характеристичному числу  ik  21 . Числа 1  і 2  визначаємо з рів-
няння 021  i . Покладаючи 11  , маємо i2 , тому                 

)sin(cos2)2( xixeey xxi   , )cos(sin2)2( xixeiez xxi   . 
 Відокремлюючи дійсну і уявну частини, одержимо два дійсних лінійно не-
залежних частинних розв’язки: xey x cos2

1  , xez x sin2

1  ;                 

xey x sin2

2  , xez x cos2

2  . Загальним розв’язком системи є  

)sincos( 21

2 xCxCey x  , )cossin( 21

2 xCxCez x  .◄ 
 

Практичні завдання 
 

 Методом Ейлера знайти загальний розв’язок даних систем, і де вказано, ви-
ділити розв’язок,  що відповідає заданим початковим умовам: 
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26. 














.

,8

yx
dt

dy

xy
dt

dx

 27. 














.

,

xy
dt

dy

yx
dt

dx

 28. 














.0)0(,0)0(,3

,2

yxyx
dt

dy

yx
dt

dx

29. 














.1)0(,0)0(,24

,

yxxy
dt

dy

yx
dt

dx

30. 














.1)0(,0)0(,

,54

yxx
dt

dy

yx
dt

dx

 

31. 





















.

,

,

zyx
dt

dz

zyx
dt

dy

zyx
dt

dx

  32. 





















.2

,2

,2

zyx
dt

dz

zyx
dt

dy

zyx
dt

dx

  

33. 





















.1)0(,0)0(,0)0(,32

,

,2

zyxxzy
dt

dz

zx
dt

dy

zyx
dt

dx

 

 
 Д. Метод варіації сталих розв’язування лінійних неоднорідних систем ди-
ференціальних рівнянь. 

 Приклад 10. Розв’язати систему рівнянь: 














.

,12

tgtx
dt

dy

ttgy
dt

dx

          

      

 ►Розв’яжемо однорідну систему 














,0

,0

x
dt

dy

y
dt

dx

 звівши її до одного рівняння 

другого порядку: .0,,
2

2

2

2

 x
dt

xd

dt

xd

dt

dy

dt

dx
y  Характеристичне рівняння 

012 k  має корені ., 21 ikik   Загальний розв’язок  лінійної однорідної  

системи  має вигляд 










.cossin

,sincos

21

21

tCtCy

tCtCx
 

 Для знаходження загального розв’язку лінійної неоднорідної системи буде-
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мо вважати в загальному розв’язку лінійної однорідної системи 1C  і 2C  функці-

ями від t , тобто: 







.cos)(sin)(

,sin)(cos)(

21

21

ttCttCy

ttCttCx
  

 Підставимо значення )(tx  і )(ty  у вихідну систему: 








.sincoscossinsincos

,1cossinsincoscossin

212121

2

212121

tgttCtCtCtCtCtC

ttgtCtCtCtCtCtC
 Одержимо си-

стему відносно невідомих функцій )(1 tC  і )(2 tC  : 







.cossin

,1sincos

21

2

21

tgttCtC

ttgtCtC
 

Розв’яжемо її методом Крамера: 1
cossin

sincos





tt

tt
, 

t
ttgt

tttg
tC cos

cos

sin1
)(

2

1 


 , .
cos

sin

sin

1cos
)(

2

32

2 t

t

tgtt

ttgt
tC 




  Звідси 

  11 sincos)( CttdttC , 



  dztdt

zt
dt

t

t
tC

sin

,cos

cos

sin
)(

2

3

2  

 


 222

2

cos
cos

111
Ct

t
Cz

z
dz

z

z
. 

 Тоді загальний розв’язок неоднорідної системи матиме вигляд:  
tgttCtCx  sincos 21 , .2cossin 21  tCtCy ◄                                                              

 
Практичні завдання 

  
 Розв’язати системи методом варіації сталих: 

34. 















.
1

34

,2

2

3

t

t

e

e
xy

dt

dy

xy
dt

dx

 35. 














.2

,
cos

1

yx
dt

dy
t

yx
dt

dx

 

36. 














.
2

3

,4142

2tyx
dt

dy

tyx
dt

dx

 37. 












 

.623

,2

2

3

t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

 

38. 














.152

,23

teyx
dt

dy

yx
dt

dx

t

 39. 
















.
1

3
36

,
1

2
24

t

t

e
yx

dt

dy
e

yx
dt

dx
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40. 














.
cos

1

,

t
x

dt

dy

y
dt

dx

 41. 














.2

,
cos

1

yx
dt

dy
t

yx
dt

dx

 

42. 














.2)0(,1)0(,sincos2

,cos

yxttxy
dt

dy

tyx
dt

dx

 

 

 
Е. Матричний метод. 
Цим методом безпосередньо знаходиться фундаментальна матриця системи 

диференціальних рівнянь у вигляді експоненти Ate . 

Властивості матричної експоненти ...
!

...
!2!1

2


n

AAA
Ee

n
A : 

1) ABBABA eeeeeABBA   ; 
2) TeTeTJTA AJA

A

11    (тут AJ  ─ жорданова форма матриці A ); 

3) матриця AtetX )(  є розв’язком матричної задачі Коші AX
dt

dX
 , 

EX )0(  ( E  ─ одинична матриця), тобто є фундаментальною матрицею 
системи лінійних диференціальних рівнянь із сталими коефіцієнтами. 

 Для відшукання розв’язків системи рівнянь знаходять матрицю Ate  за мат-
рицею A , попередньо подавши її у вигляді TJTA A

1  та скориставшись рівні-

стю TeTe tJAt A1 , де  )(),...,(),( 21 21 pmmmA p
JJJdiagJ  , 
































...000

1...000

...............

0...10

0...01

)(
imJ , nm

p

i
i 

1

, причому власні значення p ,...,, 21  не 

обов’язково різні. Квазідіагональна матриця AJ  називається жордановою фор-
мою матриці A , а матриця )(

imJ  ─ жордановою клітиною (блоком) матриці A . 

Якщо 1im , то жорданова клітина називається простою. Загальна кількість p  
жорданових клітин дорівнює кількості лінійно незалежних власних векторів 
матриці A . Власному значенню   відповідає )( EArangnm   жорданових 
клітин.  
 Записавши матрицю )( imi

J   у вигляді HEJ iimi
  )( , де 
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























0...000

1...000

...............

0...100

0...010

H , дістанемо, що HtttJ eee iiim   )( . Матрицю Hte  знаходимо 

за допомогою ряду матричної експоненти, оскільки 0imH , де im  ─ порядок 
клітини )( imi

J  .  

 Приклад 11. Розв’язати систему рівнянь: AX
dt

dX
 , 










2

1

x

x
X , 













34

23
A . 

  
 ►Знаходимо власні значення матриці A  з рівняння 0)det(  EA  : 

0
34

23








; 11  , 12   ─ корені різні, для них жорданові клітини 

прості, тому жорданова форма AJ  діагональна. 

 Знайдемо матрицю перетворення 









2221

1211

tt

tt
T  таку, щоб TJTA A

1 , де 












10

01
AJ . Для знаходження матриці T  одержуємо рівняння TJTA A  або 







































2221

1211

2221

1211

10

01

34

23

tt

tt

tt

tt
, звідки 02 1211  tt , 02221  tt . Одним з 

розв’язків є 1,1,1,2 22211211  tttt , тому за T  беремо матрицю 














11

12
T , 0det T . Для неї 1T  має вигляд 










21

11
1T , і, значить, рів-

ність TJTA A

1  запишеться як 







































11

12

10

01

21

11

34

23
. Враховую-

чи рівність TeTe tJAt A1 , маємо: 





































































 tttt

tttt

tt

tt

t

t

At

eeee

eeee

ee

ee

e

e
e

222

2

11

12

211

12

0

0

21

11
. 

 Таким чином, будь-який розв’язок )(tX  даної системи рівнянь, такий що 











2

1

0)0(
C

C
XX , має вигляд 0222

2
)( X

eeee

eeee
tX

tttt

tttt

















.◄ 
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 Приклад 12. Розв’язати систему рівнянь: 














.

,3

21
2

21
1

xx
dt

dx

xx
dt

dx

 

 

 ►Нехай 










11

13
A , 










2

1

x

x
X , тоді AX

dt

dX
 . З рівняння 0

11

13








, 

0442    знаходимо власні значення матриці A : 221    ─ двократний 

корінь. Оскільки ранг матриці 






















11

11

211

123
EA   дорівнює 1, то 

жорданова форма матриці A  має вигляд жорданової клітини другого порядку 











20

12
AJ .  

 Перетворюючу матрицю 









2221

1211

tt

tt
T  для матриці A  знаходимо, таким чи-

ном, з рівності 


































2221

1211

2221

1211

20

12

11

13

tt

tt

tt

tt
. Для визначення 11t , 12t , 21t , 

22t  маємо лінійну систему рівнянь 21111211 23 tttt  , 22121211 2 tttt  , 

212221 23 ttt  , 222221 2ttt  , яка еквівалентна системі 







.0

,0

2221

211211

tt

ttt
 Одним з 

розв’язків цієї системи є: 311 t ; 212 t ; 121 t ; 122 t . Отже, 









11

23
T , 














31

21
1T . 

 Оскільки TJTA A

1 , то 



































 11

23

20

12

31

21

11

13
. Але 











10

1
2

t
ee ttJ A , тому 









































tt

tt

t

tt

At

ette

teet

e

tee
e

22

22

2

22

)1(

)1(

11

23

031

21
. 

Будь-який розв’язок )(tX  даної системи рівнянь, такий що 0)0( XX  , має ви-

гляд 022

22

)1(

)1(
)( X

ette

teet
tX

tt

tt












 .◄ 

 Зауваження. Окрім розглянутих у двох попередніх прикладах жорданових 

форм 









2

1

0

0




J  (а) та 









0

0

0

1




J  (б) дійсних 22 -матриць A  з дійсними 

різними 21,  та дійсними рівними 021    власними значеннями відповід-
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но зустрічаються ще два їх типи: 









0

0

0

0




J  (в) і 













J  (г). Випадок 

(в) відповідає дійсним рівним власним значенням 0  діагональної матриці A , 
випадок (г) ─ комплексним спряженим власним значенням i   (дійсна жор-
данова форма). 

 
Практичні завдання 

 
Розв’язати системи рівнянь: 

43. 














.43

,2

21
2

21
1

xx
dt

dx

xx
dt

dx

  44. 














.42

,

21
2

21
1

xx
dt

dx

xx
dt

dx

 45. 














.44

,

21
2

21
1

xx
dt

dx

xx
dt

dx

 

46. 














.2

,4

21
2

21
1

xx
dt

dx

xx
dt

dx

 47. 














.24

,2

21
2

21
1

xx
dt

dx

xx
dt

dx

 48. 














.44

,22

21
2

21
1

xx
dt

dx

xx
dt

dx

 

49. 





















.42

,2

,

321
3

321
2

321
1

xxx
dt

dx

xxx
dt

dx

xxx
dt

dx

 50. 





















.2

,4

,2

31
3

32
2

31
1

xx
dt

dx

xx
dt

dx

xx
dt

dx

 

 

51. 





















.612

,3

,4123

321
3

321
2

321
1

xxx
dt

dx

xxx
dt

dx

xxx
dt

dx

 52. 





















.3

,

,

31
3

21
2

321
1

xx
dt

dx

xx
dt

dx

xxx
dt

dx

 

 

53. 





















.9310

,12512

,45

321
3

321
2

321
1

xxx
dt

dx

xxx
dt

dx

xxx
dt

dx

 54. 





















.17618

,18718

,9310

321
3

321
2

321
1

xxx
dt

dx

xxx
dt

dx

xxx
dt

dx

 

 

 
Розрахункові завдання 

 
Задача 34. Розв’язати системи диференціальних рівнянь. 
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1. 














.32

,45

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

 

2. 













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yx
dt

dy

yx
dt
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3. 














.4

,82

yx
dt

dy

yx
dt
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4. 














.37
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yx
dt

dy
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dt
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 5. 














.4

,32

yx
dt

dy
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dt
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 6. 











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.24

,64
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



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


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

.8

,3

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

10. 













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dx

 11. 









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dt
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

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


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dt
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





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

.25
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dt

dy
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dt

dx
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
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





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dt
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dt
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


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

.22

,52
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dt
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dt
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16. 
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

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







.

,3
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dt
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yx
dt

dx

 17. 














.64

,23

xy
dt

dy

yx
dt

dx

 18. 














.42

,2

xy
dt

dy

xy
dt

dx

 

19. 














.2

,5

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 20. 














.3

,

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 21. 














.3

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

22. 














.

,3

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 23. 














.4

,

xy
dt

dy

yx
dt

dx

 24. 














.4

,3

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

25. 














.

,8

yx
dt

dy

xy
dt

dx

 26. 














.3

,83

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 27. 














.8

,92

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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28. 














.52

,43

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 29. 














.2

,23

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 30. 














.2

,4

xy
dt

dy

yx
dt

dx

 

  
 Задача 35. Знайти загальний розв’язок неоднорідних систем диференціаль-
них рівнянь, а також частинний, якщо вказано початкові умови. 

1. 














.2

,2

tex
dt

dy

yx
dt

dx

 2. 














.5

,8

yx
dt

dy

tyx
dt

dx

 

3. 














.sin2

,cos2

tx
dt

dy

tyx
dt

dx

 4. 














.133

,16

2

2

ttx
dt

dy

tty
dt

dx

 

5. 














.5

,3 2

t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

 6. 














.sin2

,cos42

tyx
dt

dy

tyx
dt

dx

 

7. 














 .96

,4025

t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

 8. 














.
2

3

,4142

2tyx
dt

dy

tyx
dt

dx

 

9. 














.623

,2

2

2

t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

 10. 














.2)0(,1)0(,sincos2

,cos

yxttxy
dt

dy

tyx
dt

dx

 

11. 














.
cos

1

,

t
x

dt

dy

y
dt

dx

 12. 
















.
1

3
36

,
1

2
24

t

t

e
yx

dt

dy
e

yx
dt

dx

 

13. 














.sin5

,2

tx
dt

dy

yx
dt

dx

 14. 














.22

,162

yx
dt

dy

teyx
dt

dx t
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15. 














.22

,23

tx
dt

dy

y
dt

dx

 16. 














.cos

,sin

tx
dt

dy

ty
dt

dx

 

17. 














.

,

t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

 18. 














.0)0()0(,2

,1454

yxtyx
dt

dy

tyx
dt

dx

 

19. 














.

,

t

t

eyx
dt

dy

exy
dt

dx

 20. 














.

,2

tx
dt

dy

ty
dt

dx

 

21. 














.4

,2

2t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

 22. 














.sin5

,2

tx
dt

dy

yx
dt

dx

 

23. 














.22

,162

yx
dt

dy

teyx
dt

dx t

 24. 














.sin52

,02

teyx
dt

dy

xy
dt

dx

t

 

25. 












 

.sin22

,

ty
dt

dy

dt

dx

ey
dt

dy

dt

dx t

 26. 














.1)0()0(,

,

yxexy
dt

dy

eyx
dt

dx

t

t

 

27. 


















.32

,43

2

2

t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

 28. 














.0)0()0(,
2

3

,1424

2 yxtyx
dt

dy

txy
dt

dx

 

29. 














.3

,5

2t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

 30. 














.
2

1
)0(,

2

1
)0(,cos

,sin

yxt
dt

dy

dt

dx

t
dt

dy

dt

dx

 

 
 Задача 36. Розв’язати системи рівнянь методом Ейлера і матричним мето-
дом. 

1. 













.9910

,12512

,45

zyxz

zyxy

zyxx

 2. 












.44

,

,3

zyxz

zyxy

zyxx

 3. 













.9310

,12512

,45

zyxz

zyxy

zyxx
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4. 













.17618

,18718

,9310

zyxz

zyxy

zyxx

 5. 













.32

,3

,2

xzyz

zyxy

yxx

 6. 













.2

,2

,22

zxyz

zxy

zyxx

 

7. 












.2

,2

,4

zyxz

zyxy

zyxx

 8. 












.2

,323

,2

yxzz

zyxy

zyxx

 9. 












.533

,22

,22

zyxz

zyxy

zxyx

 

10. 












.42

,343

,23

yxz

zyxy

zyxx

 11. 












.2

,

,

yzz

zyxy

zyxx

 12. 













.2

,4

,2

zyxz

yxy

xzyx

 

13. 












.

,42

,2

zxz

zyy

yxx

 14. 












.2

,22

,2

yxzz

zyxy

zyxx

 15. 













.

,3

,4

zxz

zyxy

yxx

 

16. 












.

,

,

zyxz

zyxy

zyxx

 17. 












.

,

,

yxz

zxy

zyx

 18. 












.2

,2

,2

yzxz

zyxy

xzyx

 

19. 












.44

,

,3

zyxz

zyxy

zyxx

 20. 













.

,

,22

zyxz

xy

zyxx

 21. 













.6

,

,65

zz

zxy

zyxx

 

22. 












.2

,2

,2

zz

zyy

yxx

 23. 












.612

,3

,4123

zyxz

zyxy

zyxx

 24. 













.54

,12412

,2

zyxz

zyxy

zyxx

 

25. 












.15616

,15718

,19821

zyxz

zyxy

zyxx

 26. 













.3

,

,

zxz

yxy

zyxx

 27. 












.2

,2

,2

zyxz

zyxy

zyxx

 

28. 













.626

,626

,33

zyxz

zyxy

zyxx

 29. 













.44

,626

,

zyxz

zyxy

zxx

 30. 













.566

,

,324

zyxz

xzy

xzyx

 

 
Запитання для самоперевірки 

 
1. Який загальний вигляд має лінійна система? Коли вона називається одно-

рідною; неоднорідною? 
2. За якої умови задача Коші для лінійної системи має єдиний розв’язок? В 

якому інтервалі існують розв’язки? Чому лінійна система не має особли-
вих розв’язків? 

3. Які розв’язки однорідної лінійної системи називаються лінійно незалеж-
ними? Що таке фундаментальна система розв’язків? Чи може нульовий 
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розв’язок входити в ФСР? Яка умова необхідна і достатня для того, щоб 
дана система розв’язків була фундаментальною? Яка фундаментальна си-
стема називається нормованою в заданій точці 0xx  ? 

4. Як побудувати загальний розв’язок однорідної лінійної системи, якщо ві-
дома фундаментальна система розв’язків? В якій області визначено зага-
льний розв’язок? 

5. Як знайти загальний розв’язок неоднорідної лінійної системи, якщо відо-
мо один її частинний розв’язок і загальний розв’язок відповідної однорі-
дної системи? 

6. В чому полягає метод Лагранжа знаходження загального розв’язку неод-
норідної лінійної системи? 

7. Як побудувати однорідну лінійну систему, яка має задану фундаменталь-
ну систему розв’язків? 

8. В чому полягає метод Ейлера інтегрування лінійних систем з сталими ко-
ефіцієнтами? Як залежить структура фундаментальної системи розв’язків 
від вибору коренів характеристичного рівняння? Як впливають на струк-
туру фундаментальної системи розв’язків елементарні дільники матриці 
коефіцієнтів системи? 

9. В якому випадку систему диференціальних рівнянь можна проінтегрува-
ти шляхом послідовного інтегрування рівнянь, що входять до її складу? В 
чому полягає метод виключення? 

10. Що таке метод інтегровних  комбінацій? 
11. Яка система рівнянь називається нормальною? Як звести одне рівняння 

вищого порядку до нормальної системи рівнянь? 
12. Що таке система диференціальних рівнянь в симетричній формі? Що на-

зивається її інтегралом; першим інтегралом; загальним інтегралом? 
13. В чому полягає матричний метод інтегрування однорідної лінійної систе-

ми з сталими коефіцієнтами? 
14. Який вигляд матриць розв’язків лінійної системи, в якій матриця A  має 

діагональну форму? 
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Теми доповідей, рефератів, курсових робіт 
 

1. Метод інваріанту для лінійних диференціальних рівнянь 2-ого порядку із 
змінними коефіцієнтами. [25, 1] 

2. Рівняння Бесселя та його застосування. [25, 13, 19, 32] 
3. Інтегрування диференціальних рівнянь другого порядку за допомогою 

узагальнених степеневих рядів. [25, 19, 13] 
4. Інтегрування диференціальних рівнянь операційним методом. [18, 32] 
5. Векторно-матричний метод інтегрування систем лінійних диференціаль-

них рівнянь. [19, 4, 9] 
6. Рівняння і поліноми Лежандра. [25, 13, 26] 
7. Рівняння і функції Матьє. [13] 
8. Теореми існування розв’язків для диференціальних рівнянь n-ого порядку. [25, 19] 
9. Симетрична форма системи диференціальних рівнянь. [25, 19] 
10. Стійкість за Ляпуновим. [25, 2, 20, 3, 9] 
11. Асимптотичні ряди та їх властивості. [29, 5, 31] 
12. Асимптотичне інтегрування лінійних диференціальних рівнянь другого 

порядку. [27, 31] 
13. Крайова задача Штурма-Ліувілля. [34, 4, 13, 32, 26] 
14. Функція Гріна і крайові задачі. [13, 4] 
15. Теорія Флоке. [19, 9] 
16. Диференціальне рівняння Гаусса і гіпергеометрична функція. [19, 25, 13] 
17. Теорема про диференційовність розв’язків задачі Коші за параметром та 

початковими даними. [22, 34, 16] 
18. Побудова і розвиток теорії звичайних диференціальних рівнянь. [25, 13] 
19. Голоморфні розв’язки задачі Коші для рівнянь першого і другого поряд-

ків і інтегрування диференціальних рівнянь за допомогою степеневих ря-
дів. [22, 19, 25, 34] 

20. Диференціальні рівняння і поліноми Лагерра. [13, 26] 
21. Теорема Каччіопполі-Тихонова. [22] 
22. Спряжені диференціальні рівняння і системи. [25, 19, 13, 1] 
23. Теорема Жордана про канонічну форму системи лінійних диференціаль-

них рівнянь п-ого порядку з сталими коефіцієнтами. [22, 23] 
24. Елементарні дільники матриць. [6, 25, 31, 20] 
25. Інтегрування лінійних диференціальних систем з регулярною особливою 

точкою. [27, 1, 30] 
26. Гіпергеометричне рівняння. [25, 19, 13, 26, 1] 
27. Елементи якісної теорії диференціальних рівнянь і систем. [1, 16, 21, 34, 26] 
28. Геометричні задачі, які приводять до диференціальних рівнянь другого 

порядку. [24, 25] 
29. Фізичні задачі, які приводять до диференціальних рівнянь другого порядку. [24, 25] 
30. Періодичні розв’язки диференціальних рівнянь другого порядку і систем. 

[4, 9, 25, 19, 14] 
31. Застосування функцій від матриці до інтегрування систем лінійних дифе-

ренціальних рівнянь з сталими коефіцієнтами. [6] 
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Диференціальні рівняння першого порядку       
в задачах геометрії і фізики 

 
  Диференціальні рівняння як математичні моделі реаль-
них процесів 

 
 Коли мова йде про математичну модель явища чи процесу, то звичайно ма-
ється на увазі опис цього явища чи процесу засобами якої-небудь математичної 
теорії, системою алгебраїчних чи диференціальних рівнянь разом з початкови-
ми умовами i іншими даними, необхідними для її розв’язання. 
 Кожне диференціальне рівняння – математична  модель деякого класу про-
цесів, які існують реально i навіть інколи не мають схожості, хоча між ними є 
глибинний зв’язок. Наприклад, диференціальне рівняння показникового зрос-
тання )()( tkxtx   описує   різні   процеси,   які відбуваються в дійсності: про-
цес радioактивного розпаду, процес росту популяції бактерій, процес охоло-
дження тіла, процес розширення газу, процес зміни тиску повітря i інші проце-
си, тобто зовсім різні реальні процеси, які зводяться до дослідження зміни де-
якої величини, наприклад, від часу. Вивчення багатьох процесів приводить до 
вивчення зв’язків між самим ходом процесу i його швидкістю, а у більш склад-
них випадках – i “бистротою” її зміни і т. д., тобто до виявлення зв’язків між 
невідомою функцією і її послідовними похідними. 
 Диференціальне рівняння – це абстракція більш високого порядку, ніж фун-
кціональна, а застосовуючи її, ми глибше проникаємо в дійсність, моделюючи 
її. 

Як же будується модель процесу – диференціальне рівняння?   
Як i при побудові інших моделей пpoцеciв, так i при побудові диференціа-

льного рівняння роблять деякі спрощуючі припущення, абстрагуються від де-
яких деталей. Покажемо це на прикладі моделі росту популяції бактерій. Нехай 
N(t) – чисельність популяції, що розмножується, в момент часу  t. При ідеаль-
них умовах приріст її чисельності  )()()( tNttNtN   за час від  t до tt   
для багатьох видів бактерій вважають пропорційним наявній в даний момент 
часу  кількості  бактерій. Крім  того, при малих t  приріст )(tN  приблизно 
пропорційний даному проміжку часу. Отже, при зроблених припущеннях 

ttkNtN  )()( , де 0k  – коефіцієнт, який залежить від виду бактерій. Для 
швидкості зміни чисельності популяції маємо співвідношення 

)(
)(

)( tkN
t

tN
tN 




 . Тут ми абстрагуємося від того, що кількість бактерій 

може вимірюватися тільки натуральними числами і вважаємо, що )(tN  зміню-
ється неперервно в часі. Далі вважаємо, що наближена рівність тим точніша, 
чим менше t , i одержуємо граничним переходом диференціальне рівняння, 
яке і описує закон росту популяції: )()( tkNtN  . Після  одержання диференці-
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ального рівняння (моделі процесу) воно розв’язується математичними метода-
ми, а потім вже з одержаного розв’язку роблять висновки відносно протікання 
модельованого явища в часі. 
 Розглянемо ще такий приклад. Нехай на лісовому масиві є  а м3  деревини, і 
кожного року ця  кількість  стало  зростає  на %p  по відношенню  до початко-
вої кількості деревини. Скільки деревини буде на масиві через t  років? 
 Якщо робити підрахунок за простими процентами, то кожного року дода-

ється  
100

ap
  м3 деревини, а за t  років –  pt

a

100
, тобто, через t років буде  







 

100
1

pt
a  м3 деревини. Отже, така модель задачі підпорядкована закону ариф-

метичної пpoгpeсiї. Зауважимо, що така модель процесу росту деревини є гру-
бою, оскільки вона не враховує росту новоутворених клітин.  
 Кращою моделлю буде модель, підпорядкована закону, який описується 
геометричною прогресією. Для цього будемо робити підрахунок за складними 
процентами, і одержимо таку кількість деревини на масиві лicy через t років:   

t
p

a 





 

100
1 . Недолік моделі тепер у дискретному законі підрахунку – через 1, 2, 

3 i т. д. років.  
 Кількість же деревини змінюється неперервно, а тому нам потрібно одержа-
ти таку модель росту величини, щоб пpиріст приєднувався неперервно, як це i 
відбувається в природі. Значить, будемо враховувати приріст за 1 місяць, за 1 
день, за 1 годину, за 1 хвилину, за 1 секунду i т.д. Такий приріст забезпечить кі-

лькість деревини 
nt

n

p
a 






 

100
1 , де n  (з одного боку потрібно зменшити 

проміжок часу, а з іншого − збільшити в сотні разів кількість таких проміжків). 

Далі за допомогою граничного переходу одержуємо 100

100
1lim

ptnt

n
ae

n

p
a 












. 

Отже, ktaey   − закон неперервної зміни величини. Функція  ktaey   є 
розв’язком диференціального рівняння показникового росту kyy  . 

Експоненційна залежність є розв’язком великої кількості задач, що виника-
ють у різних областях людської діяльності. Характер цих та подібних задач i 
етапи їx розв’язування можна схематично описати так: відбувається деякий 
процес, наприклад, фізичний, хімічний, біологічний тощо; нас цікавить певна 
функціональна характеристика усього процесу, наприклад, закон зміни темпе-
ратури від часу; якщо є достатньою певна інформація про пepeбiг усього про-
цесу, то будують його математичну модель – диференціальне рівняння, 
розв’язком якого є шукана функціональна характеристика процесу. Диференці-
альне рівняння моделює краще в тому смислі, що воно описує еволюцію проце-
су, характер тих змін, які відбуваються в матеріальній системі, можливі варіан-
ти цих змін в залежності від початкового стану системи. 

Як ми вже бачили, поняття диференціального рівняння багате конкретним 
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змістом. Воно сприяє розв’язанню множини конкретних практичних задач, 
розширює сферу застосувань математики, відображає єдність багатогранних 
властивостей  явищ і процесів природи. Використання задач прикладного хара-
ктеру розширює уявлення про роль математики у вивченні реальних процесів, 
про взаємозв’язки математики i практики. Поряд з формуванням світогляду, 
розв’язування таких задач сприяє розвитку інтересу до математики, протидіє 
вихованню формального мислення. 

Досвід показує, що використання диференціальних рівнянь в якості матема-
тичних моделей дуже плодотворне, але не треба забувати, що область застосу-
вання моделей будь-якого роду обмежена. Розглянемо ще для  прикладу задачу 
про охолодження тіла.  

Вода має  температуру 80  оС, а через 5 хв. –  78 оС. Температура оточуючо-
го середовища –  13 оС. Якою буде температура води через 30 хв.? 

Нехай  Т – температура води, T   –  швидкість її зменшення, яка пропорційна  

різниці температур води i середовища, тобто ),13(  Tk
dt

dT
 k  – коефіцієнт 

пропорційності, dtTkdT )13(  . Відокремлюємо змінні: kdt
T

dT


13
. Інтегру-

ємо: CktT  )13ln(  або 113 CeT kt  , 01 C . Отже, 131  kteCT  – закон 
охолодження. 

Сталі 1C  i  k  визначаємо з початкових умов: для 800  Tt , значить, 

1380 0

1  keC , 671 C , 1367  kteT ; для 785  Tt , тому  

136778 5  ke , звідси 006,0k , і остаточно 1367 006,0   teT . 
Для 30t   691367 30006,0  eT . 
Зауважимо, що вимірювання на практиці дають дещо інший результат. 

Справа в тому, що побудована  модель  даного  процесу  є  наближеною,  вона  
не  враховує впливу інших характеристик. Уточнення моделі продовжується. 
Потрібно  шукати нові фактори, які суттєво змінюють природу явища. Зокрема, 
якщо врахувати теплообмін через стінки і дно посудини, а також те, що темпе-
ратура середовища, звичайно, змінюється, то модель буде точнішою, але це в 
свою чергу ускладнить як саме одержання диференціального рівняння, так i йо-
го розв’язання. 

Задачі, подібні за характером до описаних, почали виникати на початку 
XVII ст. Розвиток навігації та військової справи, будівництво аригаційних спо-
руд сприяли розвитку механіки, астрономії, оптики, а значить, докорінному по-
новленню математичних знань. Ці нові практичні задачі зумовили появу i но-
вих методів,  пов’язаних з розглядом “нескінченно малих” величин, що стали 
фундаментом, на якому виникли диференціальне та інтегральне числення. Тво-
рці його – I. Ньютон (1643–1727) i Г. В. Лейбніц (1646–1716). Вони  –  перші з 
тих, хто розв’язував диференціальні рівняння. 
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 Основні поняття теорії диференціальних рівнянь пер-
шого порядку 

 
 Диференціальним рівнянням першого порядку називається рівняння, яке 
пов’язує незалежну змінну, невідому функцію i її похідну. Його загальний вигляд 

),( yxfy   або 0),,( yyxF . 
Розв’язком диференціального рівняння першого порядку на інтервалі ),( ba  

називається функція  )(xy  , яка диференційовна i перетворює рівняння в 
тотожність. 

Загальним розв’язком називається функція ),( Cxy  , яка задовольняє рів-
нянню i містить довільну сталу С. ),,( Cyx  – загальний інтеграл рівняння. 
Кожний розв’язок, який одержується із загального, якщо надати сталій С пев-
ного числового значення, називається частинним розв’язком. Частинний 

розв’язок рівняння ),( yxf
dx

dy
  знайдемо, якщо задано початкову умову 

00
yy xx  . 

Диференціальне рівняння першого порядку вважається розв’язаним, якщо 
воно зведене до вигляду  0)()()()(  dyyQxPdxyNxM , оскільки тоді рівняння 
інтегрується. Це рівняння з відокремлюваними змінними. Справді, поділивши 

таке рівняння на 0)()( xPyN , маємо 0
)(

)(

)(

)(
 dy

yN

yQ
dx

xP

xM
, звідки одержимо 

загальний інтеграл Cdy
yN

yQ
dx

xP

xM
  )(

)(

)(

)(
. 

В квадратурах інтегруються також однорідні рівняння (підстановка uxy  ), 
лінійні рівняння (підстановка uvy  ) i рівняння в повних диференціалах 

( CdxyxNdxyxM
y

y

x

x

 
00

),(),( 0 ).  
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Геометричні задачі. Декартова прямокутна система 
координат 

 
Щоб розв’язати геометричну задачу, яка приводить до диференціального рі-

вняння, потрібно: 
1. Побудувати рисунок. 
2. Позначити шукану криву через )(xfy  ; виділити умови, які мають мicце  

для окремих точок, тобто початкові умови. 
3. Виразити всі згадувані в задачі величини через yyx ,, . Тоді для задачі 

можна буде побудувати її модель – диференціальне рівняння, з якого тре-
ба знайти функцію )(xf . 

4. Знайти загальний розв’язок одержаного рівняння i вилучити з нього за 
допомогою початкових умов рівняння шуканої кривої. 

 
 Задачі на властивості дотичних i нормалей до кривих  

 
У таких задачах необхідно за властивостями дотичних i нормалей до кривих 

знайти самі ці криві, що володіють даними властивостями. 
  Дотичною 00TM  до кривої )(xfy   у точці  0M  називається пряма лінія, 
яка проходить через точку 0M  i займає граничне положення січної, яка прохо-
дить через точку 0M   i  іншу точку M  лінії, коли ця точка M  ковзає  по кривій 
до точки  0M .  

Рівняння дотичної до кривої  )(xfy    в її точці  ),( 00 yx  має вигляд  
                                       ))(()( 000 xxxfxfy  .                                           (1) 
Нормаллю до кривої  )(xfy   в її точці  0M  називається пряма 00 NM , яка 

проходить через точку 0M  перпендикулярно до дотичної в цій же точці.  
Рівнянням нормалі до кривої  )(xfy    в   точці  ),( 00 yx  є  

                                     )(
)(

1
)( 0

0

0 xx
xf

xfy 


 .                                            (2) 

3 дотичною i нормаллю пов’язані відрізки, які ними відтинаються на осях 
Ox  i Oy . Спочатку знайдемо абсцису 
точки перетину дотичної з вiccю Ox. 
Для цього в рівнянні дотичної 
покладемо     у = 0, одержимо: 

))(( 000 xxxfy  , звідси  

)( 0

0
0 xf

y
xx


  або, інакше, 

y

yxy
OT




0 , tgy   (тут і далі 

індекси в позначенні точки дотику 
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опускатимемо). 
Отже, відрізком, який відтинається дотичною на oci  Ох,  є  

                                                 
y

yxy
OT




0 .                                                    (3) 

 Відрізком, який відтинається дотичною на oci Oy , є 

                                                       xyyOS 0 .                                                    (4) 

 Аналогічно знаходимо відрізки, які відтинаються нормаллю на осях  Ox  і 
Oy . Відрізком, який відтинається нормаллю на oci Ox, є 

                                                       yyxON 0 .                                                    (5) 

 Відрізок, який відтинається нормаллю на oci Оу, ─ 
yxyOL 0 .                                                    (6) 

 Тепер знайдемо відрізки дотичної 00 MT  i нормалі 00 MN . Розглянемо трику-

тник 000 PMT : sin
MT

PM


00

00 ,  
sin

PM
MT 00

00  , 






 tg

tgy

sin

y
MT

2

00

1
 

y

yy





21

. Отже, відрізок дотичної визначається як 

         2

00 1 y
y

y
MT 


 .                                             (7) 

 Аналогічно знаходимо відрізок нормалі: 
2

00 1 yyNM  .                                              (8) 

 Використовуючи відрізки, які відтинають на осях Ox i Оу дотична i нормаль, 
знаходимо відрізки дотичної i нормалі, які знаходяться між осями координат: 

2

00 1 y
y

yxy
ST 




 .                  (9) 

                        yxyyyxNL  41 222

00 .                                    (10) 

 Відстань від початку координат до дотичної:  

                                      
21

1 y

yxy
d




 .                                                   (11) 

 Відстань від початку координат до нормалі:  

22
1 y

yyx
d




 .                                                   (12) 

 Приклад 1. Крива  )(xfy   проходить через точку  )2,1( . Кожна дотична до 
неї перетинає пряму 1y  в точці з абсцисою, що дорівнює подвоєній абсцисі 
точки дотику. Знайти криву.  

 ▼Нехай  ),( yx  − довільна точка на даній кривій. Рівняння дотичної, прове-
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деної до цієї кривої в точці ),( yx , буде )( xX
dx

dy
yY  , де Х, Y –  координати 

біжучої точки кривої. З тієї умови, що дотична перетинає пряму 1y  в точці з 
абсцисою x2 , одержимо диференціальне рівняння 

y
dx

dy
xxx

dx

dy
y  1),2(1 . Відокремивши змінні i проінтегрувавши це 

рівняння, знаходимо 
x

C
y 1 .  

 Крива проходить через точку   )2,1( , тому  1C , і, значить, шукана крива − 

гіпербола 
x

y
1

1 .▲  

 Приклад 2. Крива проходить через точку )1,0(  i має ту властивістъ, що в 
кожній її точці тангенс кута нахилу дотичної до  цієї  кривої дорівнює   подвоє-
ному добутку координат точки дотику. Знайти криву. 
 ▼Нехай ),( yx  − довільна точка на шуканій кривій. Тангенс кута нахилу до-
тичної до кривої в точці ),( yx  дорівнює похідній від шуканої функції в точці 

),( yx , тобто 
dx

dy
. За умовою задачі xy

dx

dy
2 . Звідси 

2xCey  .  

 Оскільки 1)0( y , то 1C , і 
2xey  .▲ 

 Приклад 3. Знайти криву, яка має ту властивість, що відрізок, який відтина-
ється дотичною в довільній точці кривої на oci ординат, дорівнює подвоєній 
ординаті точки дотику. 
 ▼Розглянемо на шуканій кривій довільну точку ),( yxM . Рівняння                

дотичної в точці М має вигляд )( xXyyY  , де 
Х, Y − координати біжучої точки дотичної, а y  − 
похідна шуканої функції в даній точці. Для 
знаходження відрізка OB , який відтинається 
дотичною на oci Oy , покладемо в її рівнянні 0x ; 
тоді yxyYOB B

  (див. (4)). 
  3 іншого боку, за умовою задачі yOB 2 . 
Прирівняємо тепер вирази для yyxyOB 2:    або 

0 yyx . Звідси 0 ydxxdy , 0)( xyd , Cxy  , C  − стала.▲  
 Приклад 4. Знайти криву, рівняння якої задовольняє диференціальне рів-

няння xy  , а вона сама проходить через точку )2,1( . 

 ▼З рівняння xy   слідує, що xdxdy   i Cxdxy   , тобто                 

C
x

y 
2

2

 (рівняння ciм’ї кривих). З умови  2)1( y  одержуємо C
2

1
2 ,  зві-

дки 
2

3
C . Отже, 

2

32 


x
y .▲   

 Приклад 5. Знайти криву, яка проходить через точку )2,0(  ,  щоб     тангенс  
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кута нахилу дотичної в будь-якій її точці дорівнював ординаті цієї точки, збі-
льшеній на три одиниці. 
 ▼Виходячи з геометричного змісту похідної, одержимо диференціальне рі-

вняння cім’ї кривих, що   задовольняють умову задачі: 3 y
dx

dy
. Відокрем-

люючи змінні і інтегруючи, знаходимо загальний розв’язок 3 xCey .                               

  Оскільки шукана крива проходить через точку )2,0(  , тобто  20 xy , то із 

загального розв’язку при 2,0  yx  одержимо 32  C , звідки 1C . Шу-

кана крива визначається рівнянням 3 xey .▲ 
Приклад 6. Знайти криві, в яких дотична i нормаль в будь-якій точці рівно-

віддалені від початку координат. 
 ▼Відстань від початку координат до дотичної )( xXyyY   дорівнює 

21
1 y

yxy
d




 , а до нормалі  − 

22
1 y

yyx
d




 , тобто )( yxyyyx  . Це одно-

рідне рівняння. Вводячи заміну 
x

y
u  , одержуємо після інтегрування та повер-

нення до початкових змінних такий загальний інтеграл: 

x

y
arctgCyx  22ln .▲                 

 Приклад 7. Знайти криву, яка має ту властивістъ, що відрізок будь-якої до-
тичної, який міститься між точкою дотику i віссю абсцис, поділяється віссю ор-
динат навпіл.    

▼Рівняння дотичної в будь-якій точці ),( yx  шуканої кривої 
)( xXyyY  , де Х i Y − координати 

довільної точки на дотичній. Покладаючи тут 
0Y , знайдемо абсцису 0x  точки перетину 

дотичної з вiccю 
y

y
xxOx


0: . Згідно 

умови задачі 00  xx , тобто 02 



y

y
x . 

x

dx

y

dy
2 , 1lnlnln2 Cxy  ; Cxy 2  − парабола, симетрична відносно oci    

Ox. ▲ 
 Приклад 8. Знайти криву,  що проходить через точку )1,0( , а кутовий кое-

фіцієнт дотичної до неї в будь-якій точці дорівнює ординаті цієї точки.  
 ▼Згідно умови задачі yy  . Подамо це рівняння у вигляді 0 yy . По-

множивши обидві частини останнього рівняння на xe , дістанемо 
0)(  yye x , 0)(  xye , звідки  Cye x  , xCey  , де С − довільна стала. Це i 

є загальний розв’язок рівняння.  
 Згідно з початковою умовою крива проходить через точку )1,0( , тому 
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01 Ce , 1C . Таким чином, рівняння шуканої кривої має вигляд xey  .  

 Оскільки xey  , то 0 xx eeyy . Отже, перевірка ще раз доводить, 

що функція xey   є розв’язком рівняння, а значить, і поставленої задачі. ▲ 
Приклад 9. Знайти криві, нормалі яких перетинаються в одній точці )0,0( . 3 

ciм’ї даних кривих вибрати ту криву, що проходить через точку )4,3(  .  
 ▼Візьмемо на площині декартову прямокутну систему координат i припус-
тимо, що нормалі даної ciм’ї кривих перетинаються в одній точці, що є почат-
ком координат. Відомо, що рівняння дотичної, проведеної до кривої в точці 

),( 00 yx , має вигляд ))(( 000 xxxfyy  . Оскільки нормаль кривої в даній то-
чці перпендикулярна до її дотичної, проведеної через цю точку, то, замінивши в 
рівнянні дотичної кутовий коефіцієнт на обернений та змінивши його знак на 

протилежний, одержимо відразу рівняння нормалі: )(
)(

1
0

0

0 xx
xf

yy 


 .  

 Нормаль до кривої проходить через початок координат, тому її рівняння 

слід шукати у вигляді kxy  , де 
)(

1

xf
k


 . Отже, x

y
y




1
 або 

y

x
y   − 

диференціальне рівняння даної задачі (це рівняння можна також одержати, як-
що в рівнянні нормалі покласти 0 YX ). Перепишемо рівняння у вигляді 

0 xyy . Помноживши його на 2, дістанемо 022  xyy , тобто 

0)( 22  xy , звідки Cxy  22 , де С − стала. Це i є рівняння шуканої ciм’ї – 
ciм’ї концентричних кіл.  
 3 початкової умови знаходимо, що 25C . Отже, через точку   )4,3(   про-

ходить коло  2522  xy .▲ 
 Приклад 10. Знайти криві, в яких нормаль є стала − a . Визначити з них ту 

криву, що проходить через точку )1,0(Z .    

 ▼Рівняння нормалі в точці  ),( yxM : )(
1

xX
y

yY 


 . При  0Y : 

)(
1

xX
y

y A 
  або xXyy A  . Довжина   

відрізка нормалі: 222 BMABMA  . Таким     
чином, ;)( 222 yxXa A   222 )( yyya  ,                 

yyya  22 , 
y

ya
y

22 
 , dx

ya

ydy





22
, 

Cxya  22 . З початкових умов 12  aC  , 

а значить, рівняння шуканої кривої 
222 1 yaxa   або   22

2
2 1 ayax  . ▲  

 Приклад 11 (параболічне дзеркало). Визначити форму дзеркала-
прожектора, яке вci промені світла, що виходять з даної точки О, відбиває пара-
лельно даному напряму. 
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 ▼З міркувань симетрії ясно, що поверхня дзеркала має бути поверхнею 
обертання, а тому знайдемо лише рівняння )(xfy   лінії, яку треба обертати 
навколо певної oci, паралельної даному напряму.  
 Нехай ОМ − промінь, що падає на дзеркало, МК − відбитий промінь, МР − 

нормаль до шуканої лінії. Розташуємо 
прямокутну систему координат  хОу так, як 
показано на малюнку, і скористаємося 
відомим з фізики законом відбивання світла, 
за яким кут падіння дорівнює куту 
відбивання, тобто OMP = PMK. Прямі 
АР i МК паралельні, тому MPO = PMK 
як внутрішні різносторонні; отже, OMP = 
=MPO, і ОМ =ОР.      
 Піднормаль  xOPQOQP  

22 yx  . Крім того, MPO=90°- MBQ,  

отже MB − дотична  до   шуканої   кривої )(xfy  . Маємо, таким   чином, 

  yyMBQtgyMBQctgyMPOctgQMQP  90 .  
 Прирівнюючи пpaвi частини двох співвідношень для QP, дістанемо дифере-

нціальне рівняння 22 yxxyy   або 1
22






yx

yyx
,  тобто   122  yx

dx

d
. 

Інтегруючи останнє рівняння, маємо: Cxyx  22 , або 22 2 CCxy   − па-

рабола з віссю cимeтpiї Ox. ▲  
 Приклад 12. Знайти криві, які мають ту властивість, що відрізок дотичної, 
який міститься між осями координат, поділяється в точці дотику пополам. 

▼Нехай М(х,у) − довільна точка кривої, i AM =МВ. 3  OAB  маємо: 

BAOtg
OA

OB
 , і оскільки xOA 2 , yOB 2 , 

yBAOtg  , то диференціальне рівняння задачі 

запишеться як y
x

y  . Відокремлюємо змінні: 

x

dx

y

dy
 . Інтегруємо:  Cxy  lnln  

)(  C  або Cexy  , і значить Cexy  . 

Позначаючи Ce  через C , одержимо )0(  CCxy .▲     
Приклад 13. Знайти криві, в яких відрізок, який відтинається дотичною на 

oci Oy, дорівнює квадрату ординати точки дотику. 
▼Згідно умови задачі 2PMOB  , yPM  . Відрізок OB  знаходимо з рів-

няння дотичної )( xXyyY  , покладаючи в ньому 0X : 

yxyYOB B
 . Диференціальне рівняння задачі − рівняння Бернуллі 

2yyyx  .    
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Ділимо його на 2y  і покладаємо zy 1 , звідки  

2y

y

dx

dz 
 ; приходимо до лінійного рівняння 

xx

z

dx

dz 1 . Розв’язуючи його (інтегрується також 

і як рівняння з відокремлюваними змінними), 

одержуємо 
xC

x
y


 .▲ 

Приклад 14. Знайти криві, для яких довжина будь-якої дотичної дорівнює 
довжині відрізка, який відтинає ця дотична на oci Ox. 

▼Довжина дотичної: 21 y
y

y
MT 


 . Довжина відрізка, який відтинаєть-

ся дотичною на осі абсцис: 
y

y
xOT


 .  За умовою 

задачі МТ=ОТ, тобто 
y

y
xy

y

y





21  або 

 
2

2

2

2

1 










 y

y
xy

y

y
, звідки 

22

2

yx

xy
y


  − однорідне 

рівняння (математична модель задачі). Розв’язуємо  його підстановкою uxy  : 

022  Cyyx .▲ 
Приклад 15. Знайти рівняння кривої, яка проходить через точку  )1,1(    і  має 

ту властивість, що відстань від початку координат до будь-якої її дотичної до-
рівнює абсцисі точки дотику. 

▼Оскільки 
y

y
xOT


 , то 








  sin)sin(
y

yyx

y

yyx
OK  




21 tg

tg

y

yyx








22 11 y

yyx

y

y

y

yyx














 . 

Згідно умови задачі  x
y

yyx





21

 або  

   222 1 yxyyx  , 
xy

xy
y

2

22 
  − однорідне 

рівняння. Використовуючи  підстановку uxy  , 

знаходимо рівняння сім’ї  інтегральних кривих: Cxxy  22 .  
З початкової умови  знаходимо, що 2C . Шукана крива, таким чином, коло 

  11 22  yx .▲ 
Приклад 16. Кут  , утворений дотичною до кривої з віссю Ох, дорівнює 

потрійному куту  , утвореному з цією віссю прямою, яка з’єднує точку дотику 
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з початком координат. Визначити криву. 

▼За умовою  3 , але ytg  , a 
x

y
tg  . Враховуючи, що 




2

3

31

3
3

tg

tgtg
tgtg




 , дістанемо однорідне 

диференціальне рівняння 
xyx

yyx
y

)3(

3
22

32




 . 

Розв’язуємо    його підстановкою uxy  . 

Одержуємо загальний інтеграл   Cxyyx  222 , де 
С – довільна стала.▲ 

Приклад 17. Знайти криву, для якої кутовий коефіцієнт дотичної у довіль-
ній точці в k разів більший за кутовий коефіцієнт прямої, 
що сполучає цю точку з початком координат. 

▼ ytg  . Кутовий коефіцієнт прямої ОМ 

x

y
tgk  1 .  Отже, згідно умови задачі, 

x

y
k

dx

dy
 . 

Рівняння шуканої кривої, таким чином, kCxy   (С − 
довільна стала).▲  

Приклад 18. Знайти криву, яка проходить через точку А(0,1), для якої три-
кутник, утворений віссю Оу, дотичною до кривої в довільній її точці i радус-
вектором точки дотику − рівнобедрений (основа трикутника − відрізок дотичної   
від точки дотику до oci   Оу). 
 ▼Нехай )(xfy   − рівняння шуканої кривої. Проведемо    дотичну   MN    в 
довільній точці М(х,у) кривої до перетину з віссю Оу в точці N . Згідно умови 

повинна виконуватись рівність ON=ОМ. Але 
22 xyOM  , a ON знайдемо з рівняння дотичної 

)( xXyyY  , покладаючи X=0, тобто 

yxyONYN
 . Отже, маємо однорідне рівняння 
22 yxyxy  .  

 Покладаючи  y=ux, після заміни i відокремлення 

змінних одержимо 
x

dx

u

du 
 21

 або 

xCuu lnln1ln 1

2  , звідки  yCCx 22  . Підставляючи координати 

точки А у знайдений загальний інтеграл, одержимо: )2(0 CC ; з трьох зна-
чень С=0 i С= 2 перше не підходить за змістом задачі (при С=0 парабола ви-
роджується у вісь Оу).  

Отже, шукана крива – парабола )1(42 yx   або 
4

1
2x

y  .▲  

Приклад 19. Знайти лінію, яка має ту властивість, що відрізок будь-якої до-
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тичної до неї, що міститься між координатними осями, має сталу довжину, що 
дорівнює l . 

▼Рівняння дотичної до кривої в точці М(х,у) має вигляд )( xXyyY  . 
Обчислимо координати точок А i В, знайшовши 
відрізки, які відтинає дотична на осях   Ox i Оу. 
Поклавши у рівнянні дотичної спочатку Х=0, а 
потім Y=0, одержимо, що yxyYB

 , 

y

y
xX A 
 . Знаходимо тепер відстань між точ-

ками А i В:   lyxy
y

y
x 










 2

2

. Після 

перетворення будемо мати в якості моделі задачі рівняння Клеро 

21 y

yl
yxy




 . Його загальний розв’язок 

21 C

Cl
Cxy


  − сім’я прямих, 

відрізки яких між осями координат мають довжину, що якраз дорівнює l .  
Продиференціюємо розв’язок по С i утворимо систему рівнянь: 

 















2

3
2

2

1

,
1

C

l
x

C

Cl
Cxy


 − особливий інтеграл в параметричній формі.   Виключивши 

параметр С, одержуємо: 3

2

3

2

3

2

lyx   − астроїда,     обвідна    ciм’ї   інтегральних  
кривих. ▲ 

Приклад 20. Знайти криві, для яких довжина відрізка,  що  його  відтинає  
дотична на oci ординат, пропорційна квадрату ординати точки дотику. 
 ▼Нехай точка М(х,у) лежить на шуканій кривій i АВ − дотична до кривої в 

точці М. Скористаємось  рівнянням дотичної 
)( xXyyY  , де Х і Y − біжучі координати 

дотичної, а х і у − координати точки дотику М.  
Покладаючи X=0, знайдемо відрізок, який 

відтинає дотична    на    oci     Оу: 
yxyYOA A
 . За умовою диференціальним 

рівнянням шуканої кривої буде 2kyyxy  , де k − 
коефіцієнт пропорційності.  

Відокремлюючи змінні i ітегруючи, матимемо послідовно: 
x

dx

kyy

dy


 )1(
, 

 



x

dx
dy

kyy

kyky

)1(

1
,   


x

dx
dy

ky

k

y

dy

1
, 1lnln1lnln Cxkyy  , де 
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01 C . Потенціюванням знаходимо: 1

)1(
C

y

kyx



, 1

)1(
C

y

kyx



 або 

0,
)1(




CC
y

kyx
, звідки 

Cxk

x
y


  − сім’я рівнобічних гіпербол.▲ 

Приклад 21. Знайти криву, якщо довжина дотичної в кожній її точці є вели-
чина стала, що дорівнює  а. 

▼Користуючись формулою довжини відрізка дотичної, одержимо диферен-

ціальне рівняння кривої a
y

yy



 21

, звідки 
22 ya

y
y


 .  Після відокре-

млення змінних, інтегруємо, вводячи підстановку sinay  , і одержуємо зага-
льний розв’язок в параметричній формі: 

 sin,
2

lncos ayCtgax 





   − сім’я трактрис з спільною асимпто-

тою Ox.▲ 
 Приклад 22. Знайти криву, довжина нормалі якої для кожної точки  М дорі-
внює відстані точки М від початку координат.                                                                
 ▼М(х,у) − довільна точка кривої у=f(x). Її відстань від початку координат 

22 yxd  . MN − нормаль, її довжина  

22 11
cos

yytgy
MK

MN  


.  

 Прирівнюємо згідно з умовою d i MN: 
222 1 yyyx  , 2222 )1( yxyy  ,  

22222 yxyyy  , xyy  , x
dx

dy
y  , 

xdxydy  ; 
22

2

1

2 x
C

y
 , Cxy  22 .  

 Отже, шукана крива є або колом, або рівнобічною гіперболою, або прямою 
xy   чи xy  .▲  

  
 Задачі 
  
 1. Знайти криві, для яких проекція на вісь абсцис відрізка дотичної, що міс-
титься між точкою дотику i вiccю абсцис, дорівнює середньому арифметичному 
координат точки дотику.          
Відповідь: 2)( yxCy  . 
 2. Знайти криві, для яких відношення відрізка  oci  абсцис,   що  відтинається 
перпендикуляром до дотичної, проведеним у точку дотику, до радіус-вектора 
точки дотику є величина стала, що дорівнює  k.         

Відповідь: Cyxkx  22 . 
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 3. Знайти криві, у яких точка перетину будь-якої дотичної з вiccю абсцис 
має абсцису, вдвічі меншу від абсциси точки дотику.                 
Відповідь: у=Сх2. 
 4. Крива проходить через точку  )1,1(  i має ту властвістъ, що тангенс кута 
нахилу кожної її дотичної пропорційний квадрату аргумента точки дотику. 
Знайти криву.  
 5. Знайти криву, для якої кутовий коефіцієнт дотичної в кожній її точці до-
рівнює абсцисі точки дотику.                     

Відповідь: C
x

y 
2

2

. 

 6. Знайти таку криву, яка проходить через точку (0,-2), щоб кутовий коефі-
цієнт дотичної в будь-якій її точці дорівнював ординаті цієї точки, збільшеній у 
три рази.                 
Вказівка. Диференціальне рівняння y  = 3у.         

Відповідь: xey 32 . 
 7. Знайти криву, всі нормалі якої проходять через точку (2,-3).      

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі )2(
1

3 x
y

y 


 .  

Відповідь: Cyx  22 )3()2( .  
 8. Знайти криву, яка проходить через точку А(1,3), для якої відрізок дотичної 
між точкою дотику i вiccю Оу поділяється навпіл у точці перетину з вiccю Ox.  
Відповідь: 23xy  . 
 9. Знайти криву, яка проходить через точку А(2,4), знаючи, що абсциса точ-
ки перетину дотичної в довільній точці кривої з вiccю Ox дорівнює подвоєній 
абсцисі точки дотику.   
 10. Визначити криву, знаючи, що сума координат точок перетину дотичної  
до кривої з осями координат у два рази більша від суми координат точки доти-
ку.   
Відповідь: ху = С;  х + у = С. 
 11. Знайти криву, що проходить через точку А(1,2), для якої абсциса точки 

перетину будь-якої дотичної з віссю абсцис дорівнює 
3

2  абсциси точки дотику. 

Відповідь: у=2х3. 
 12. Знайти криву, знаючи, що ордината точки перетину нормалі в довільній 

точці кривої з віссю ординат дорівнює подвоєній ординаті точки кривої, через   
яку проведено дану нормаль.                  
Відповідь: 222 Cyx  . 

13. 3найти криві, для яких відстань від початку координат до точки на кри-
вій дорівнює довжині відрізка дотичної, що знаходиться між цією точкою i віс-
сю абсцис.                 
Відповідь: ху =С; у = Сх. 

14. Знайти криві, нормалі до яких проходять через початок координат.         
Відповідь: x2+y2=C2. 
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15. Знайти криву, для якої довжина відрізка, який відтинається на oci орди-
нат нормаллю, проведеною в будь-якій точці кривої, дорівнює відстані цієї точ-
ки до початку координат.                                              

Відповідь: 





 

C
Cxy

1

2

1 2 . 

16. Знайти криву, для якої добуток абсциси якої-небудь точки на величину 
відрізка, який відтинається нормаллю на oci Оу, дорівнює квадрату відстані цієї 
точки  від початку координат.                 
Відповідь: x2+y2=Cx4. 

17. Знайти криву, яка проходить через точку (2,0) i має ту властивість, що 
відрізок дотичної між точкою дотику i віссю ординат має сталу довжину, що 
дорівнює 2.  

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі 4
2

2 







dx

dy
xx .       

Відповідь: трактриса 








 


x

x
xy

2
2 42

ln24 . 

 18. Знайти лінію, вci дотичні до якої проходять через дану точку  ),( 00 yx .  
Вказівка. Диференціальне рівняння задачі )( 00 xxyyy  .      
Відповідь: )( 00 xxCyy  . 

19. Знайти криву, для якої квадрат довжини відрізка, який відтинається 
будь-якою дотичною на oci ординат, дорівнює добутку координат точки доти-
ку.   

Відповідь: x

y

Cex



2

. 
20. Знайти криву, для якої довжина нормалі пропорційна квадрату ординати 

точки дотику.                       

Відповідь:  )(

2

1 CkxCkx ee
k

y   . 

21. Знайти криву, в якої довільна дотична перетинається з віссю ординат у 
точці, яка однаково віддалена від точки дотику i від початку координат.           
Відповідь:  х2 + у2 = Сх. 

22. Знайти криву, якщо її дотична відтинає на oci Оу відрізок, що дорівнює 

n

1 -й суми координат точки дотику.           

Відповідь: xCxy n

n


1

. 
23. Знайти криві, які мають ту властивість, що відрізок, який дотична в будь-

якій точці кривої відтинає на oci Оу, дорівнює квадрату абсциси точки дотику.  
Вказівка. Диференціальне рівняння задачі 2xyxy  .            
Відповідь: у = Сх − х2. 

24. Знайти криву, для якої відрізок, який відтинається дотичною на oсi ор-
динат, дорівнює півсумі координат точки дотику.       
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Вказівка. Диференціальне рівняння задачі 
2

yx
yxy


 .        

Відповідь: xxCy  . 
25. Знайти лінію, що проходить через початок координат, а всі нормалі до 

неї − через дану точку    ),( 00 yx .                

Відповідь: коло )(2 00

22 yyxxyx  . 
26. Знайти лінію, яка має ту властивість, що відрізок будь-якої її дотичної, 

що міститься між віссю Ох i прямою baxy  , поділяється точкою дотику по-
полам.                
Відповідь: у2 − by − аху = С. 

27. Знайти криву, в якої точка перетину будь-якої дотичної з вiccю абсцис 
однаково віддалена від точки дотику i від початку координат. 
Відповідь: )( 22 yxCy  . 

28. Знайти криву, в якої відрізок будь-якої нормалі, що міститься між осями 
координат, поділяється у точці дотику навпіл.              
Вказівка. Диференціальне рівняння задачі xyy  .  

29. Знайти лінію, для якої відрізок, який відтинається на oci ординат дотич-
ною в довільній точці пропорційний кубу ординати точки дотику.   

Відповідь: 1
22


y

b

x

a
. 

30. Знайти криві, які мають ту властивість, що відрізок oci абсцис, який від-
тинається дотичною i нормаллю, проведеними з довільної точки кривої, дорів-
нює 2а. 

Відповідь: Cxyayaaa  2222 )ln( . 

31. Знайти криву, яка проходить через точку (2,1) i має ту властивість, що  
відрізок її дотичної, кінці якого лежать на осях координат, поділяється точкою 
дотику навпіл.                    
Відповідь: ху = 6.    

 32. Знайти вci ті криві, для яких відрізок, який відтинається дотичною на  oci 
Ox, пропорційний квадрату абсциси точки дотику.            

Відповідь: 
kx

Cx
y




1
. 

33. Довести,  що крива, вci нормалі якої проходять через сталу точку, є ко-
лом. 

34. Довести, що крива, кутовий коефіцієнт дотичної до якої в будь-якій точ-
ці пропорційний абсцисі точки дотику, є параболою.  

35. Нормаль MQ перетинає вісь Ox в точці Q. Довести, що коли абсциса точ-
ки Q вдвічі більша від абсциси точки  М, то крива − рівнобічна гіпербола.   
Вказівка. Скористатися рівнянням нормалі до кривої в точці   М.  

36. Знайти криву, для якої добуток абсциси будь-якої точки, що належить 
кривій, і величини відрізка, який відтинається нормаллю на oci Ох, дорівнює 
подвоєному квадрату відстані цієї точки від початку координат.     
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Відповідь: 122  xCxy . 
37. Знайти криві, для яких кут між радіус-вектором, проведеним у точку М 

кривої i дотичною,  проведеною в точці М, сталий i дорівнює  .      

Відповідь: C
x

y
arctgctgyx  2)ln( 22 . 

38. Знайти лінію, дотичні до якої відтинають на ocях координат відрізки, 
сума яких дорівнює 2а.                   
Відповідь: axaxy 8)2( 2  . 

39. Знайти криві, в яких нормаль співпадає з радіус-вектором точки дотику. 
Відповідь: Cyx  22 . 
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Задачі на властивості піддотичних i піднормалей кривих 
  
Піддотичною кривої в її точці M  називається проекція 00 PT  на вісь Ox на-

прямленого відрізка   MT0  дотичної до цієї лінії в точці M . 
 Піднормаллю кривої в її точці M   
називається проекція 00 PN   на вісь Ox 
напрямленого відрізка MN 0  нормалі до цієї 
лінії в точці M .  

Піддотична визначається так: 

)(00 xf

y
PT


 ; піднормаль − )(00 xfyPN  . 

   Якщо ),( yxM  − біжуча точка кривої, то 
матимемо, що 

 
y

y
PT


00 ,                                                      (13) 

yyPN 00 .                                                 (14) 
Приклад 23. Знайти криві, в яких сума довжин нормалі i піднормалі є ста-

лою величиною, що дорівнює а.  

▼Довжина піднормалі yy  , а довжина нормалі 21 yy  . Отже, рівняння, 

якому повинні задовольняти шукані криві, має вигляд ayyyy  21 . 

Розв’язуючи його відносно y , знаходимо (враховуючи обидва можливі знаки): 

ay

ya
y

2

22 
 . Відокремлюємо змінні: 

a

dx

ya

ydy


 22

2
. Інтегруючи,  одержуємо 

загальний інтеграл 1

22 lnln C
a

x
ya  . Виконавши перетворення, приводи-

мо рівняння шуканих кривих до вигляду a

x

Ceay


 22 .▲ 
Приклад 24. Знайти криву, для якої сума відрізків дотичної i піддотичної 

пропорційна добутку  координат точки дотику. 
▼Вказівка. Використати формули довжин відрізків дотичної ТМ i 

піддотичної ТР: 21 y
y

y
TM 


 , 

y

y
TP


 . 

Диференціальне  рівняння   задачі 

1

2
,1

22

2







 xk

kx
ykxy

y

y
y

y

y
. 

Відповідь: Cxk
k

y  1ln
1 22 .▲ 

Приклад 25. Знайти криву, знаючи, що півсума її піддотичної i піднормалі в 
будь-якій точці дорівнює абсцисі точки дотику.  
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▼Модель задачі − диференціальне рівняння xyy
y

y
2


 або x

y

y
y

21

2



  − 

рівняння Лагранжа. Запишемо його у вигляді y
y

y
x





2

1 2

 або 
x

yxy
x






22

 

(нехай )(yx  ).  

Покладемо px  . Тоді 
p

yyp
x

22
  або 










p
p

y
x

1

2
, 

dy

dp

p

y

p
px 



















2

1
1

2

1

2

1
. Замінимо x  через  р і, виконуючи перетворення, 

одержимо 
p

dp

y

dy
 , Cpy  , а загальний інтеграл у параметричній формі запи-

шеться тепер як  




















.

,
1

2

Cpy

p
p

Cp
x

 

Виключаючи параметр, одержимо 
22

2 C

C

y
x   або 222 CyCx   − сім’я па-

рабол.▲     
Приклад 26. Знайти криву, відрізки піднормалей якої на осях Ox i Оу одна-

кові.    

▼ Вказівка. Відрізок піднормалі на oci Ox дорівнює yy  , а на oci Оу − 
y

x


;  

отже, 
y

x
yy


 .  

Відповідь: Cxy  2

3

2

3

.▲  
 Приклад 27. Знайти лінію, для якої сума нормалі i піднормалі пропорційна 
абсцисі.  

▼Відомо, що   2222 1 yyyyyMT  . Піднормаль ТК  уу'. Отже, 

виходячи з умови задачі, маємо диференціальне 

рівняння kxyyyy  21  або 

ykxyxky  2222 , тобто 
kxy

xky
y

2

222 
  − 

однорідне рівняння.  
Після введення заміни uxy   та відокремлення 

змінних одержуємо 
x

dx

kuk

kudu


 22)21(

2
; 

інтегруємо   і   повертаємось    до     початкових      змінних:  
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k

xk
Cxy k

21

221
2


 .▲  

  
Задачі 
 
 40. Знайти криві, в яких піднормаль є стала, що дорівнює а. Вилучити з них 

ту криву, яка проходить через точку   М(0,1).            
Відповідь: у2 = С − 2ax; у2 = 1 − 2ax. 

 41. Знайти вci тi криві, у яких піддотична дорівнює подвоєній абсцисі точки 
дотику.                       
Відповідь: у2 = Cx. 

 42. Знайти криві, в яких піддотична пропорційна абсцисі точки дотику.    
Відповідь: Cxy k  . 

 43. Знайти криву, в якої піднормаль в будь-якій точці так відноситься до су-
ми абсциси i ординати, як ордината цієї точки до її абсциси.        

Відповідь: 
22

x

x

C
y  .  

 44. Знайти криву, якщо піднормаль для будь-якої точки кривої є середнім 
арифметичним  її координат, взятим з протилежним знаком.      
Відповідь: Cyxyx  )2()( 2 . 

 45. Знайти криву, якщо будь-яка її піддотична є  середнім арифметичним 
координат точки дотику.                   
Відповідь: Cyyx  2)( . 

 46. Знайти  всі ті криві, для яких піддотична є  сталою величиною, що дорі-
внює  k.  

Відповідь: k

x

Cey  . 
 47. Знайти криву, для якої відношення відрізка, утвореного дотичною на oci 

Оу, до відрізка, утвореного піднормаллю на oci Ох, є величиною сталою, що 
дорівнює k. 

Відповідь: Cyx
k

x

y
arctg  )ln(

2
22 . 

 48. Знайти криву, для якої піднормаль дорівнює різниці радіус-вектора i аб-
сциси точки дотику.                    
Відповідь: CxCy 222  . 

 49. Знайти криві, які мають ту властивість, що ордината будь-якої її точки є 
середнім пропорційним абсциси i суми абсциси i піднормалі. 
Вказівка. Диференціальне рівняння задачі  у2 =х(х − уу').                  

Відповідь: 
2

2

2

2 x

x

C
y  . 

50. Знайти криву, в кожній точці якої піднормаль є середнім арифметичним 
квадратів координат цієї точки.                
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Вказівка. Диференціальне рівняння задачі 
2

22 yx
yy


 .         

Відповідь: 2222   xxCey x . 

 51. Знайти криву, яка проходить через точку  0,2 , якщо сума довжин її 
дотичної i піддотичної дорівнює добутку координат точки дотику. 
Відповідь: 1ln 2  xy . 

 52. Знайти криву, яка проходить через точку (1,2), якщо її піддотична вдвічі 
більша від абсциси точки дотику.                
Відповідь: xy 42  .  
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Задачі на площі фігур та довжини дуг кривих 
 

 Приклад 28. Знайти криву, яка має ту властивість, що якщо через довільну 
її точку провести прямі паралельно осям координат до перетину з ними, то 
площа прямокутника, який при цьому утвориться, поділиться кривою на дві ча-
стини, одна з яких за площею втричі більша за іншу. 

▼ Нехай С − точка перетину шуканої  кривої  )(xfy   з віссю Оу. Тоді за 
умовою площа криволінійної трапеції ОСМА 

дорівнює 
x

ydx
0

; вона втричі більша від площі 

криволінійного трикутника СВМ, яка дорівнює 


x

ydxxy
0

. Отже, 







 

xx

ydxxyydx
00

3 , 

звідки  
x

xyydx
0

34 .  

Диференціюючи обидві частини по х, маємо yxyy  334  або yyx 3  

(якщо беремо знак “+”). Розв’язком цього рівняння буде Cxy 3  (якщо взяти   

“−”, то одержимо розв’язок 
7

3

x

C
y  , який не задовольняє умову задачі).▲ 

 Приклад 29. Крива проходить через початок координат і лежить у півпло-
щині  0y . Кожний  прямокутник, обмежений осями координат і перпендику-
лярами до них, проведеними з точки кривої, крива поділяє на дві частини, при-
чому, перша частина прямокутника, яка знаходиться під кривою,  у два рази 
менша від площі тієї частини, що знаходиться над кривою. Знайти рівняння 
кривої. 

▼Опустимо з довільної точки М(х,у) шуканої кривої )(xfy   перпендику-
ляри МА  і МВ на координатні осі. Площа 
прямокутника ОАМВ xyS   (або xyS  , якщо 
точку М вибрано в області 0x ). Площу частини 
прямокутника, що лежить під кривою, 

обчислюємо за формулою 
x

dttyQ
0

)(  (або 


x

dttyQ
0

)( , якщо 0x ). За умовою задачі 

QQS 2 , тобто 
x

dttyxy
0

)(3 .  

Продиференціювавши обидві частини по х, маємо диференціальне рівняння 

yy
dx

dy
x 3  або y

dx

dy
x 2 . Інтегруючи,  знаходимо: у=Сх2. Оскільки крива 

лежить у півплощині 0y , то 0C .▲  
Приклад 30. Знайти криві, в   яких  площа     трапеції,     обмеженої     осями  
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координат, дотичною i ординатою точки дотику, є величина стала, що дорівнює  
а2.     

▼Відрізок, який відтинає дотична на oci Oy визначається як yxy  . Площа 

трапеції, що розглядається, визначається так: 

2

2
ax

yyxy



. Звідси маємо для визначення у   

таке  диференціальне  рівняння: 022 22  axyxy  
(інші випадки розкриття модулів дають рівняння 

22 2ayx   і відповідно розв’язки C
x

a
y 

22 , 

що не задовольняють умову задачі, бо задають 
криві в інших координатних чвертях, ніж це визначено способом розкриття мо-
дулів, зокрема xy ).  

Це лінійне диференціальне рівняння, загальний розв’язок якого  

x

a
Cxy

3

2 2
2  .▲  

 Приклад 31. Площа трикутника, утвореного радіус-вектором ОМ точки 
М(х,у) кривої, дотичною МР i віссю Ох, дорівнює 2. Знайти криву.  

▼ 
y

y
xOPyMNMNOPS OMP 
 ;;

2

1
 як відрізок осі абсцис, що від-

тинається від початку координат дотичною. Отже, 

4









 y
y

y
x .  

Подамо це рівняння у вигляді 
2

4

yy

x

dy

dx  . Це 

лінійне рівняння, тому розв’язуємо його підстановкою 

uvx  . Остаточно матимемо: Cy
y

x 
2

.▲  

Приклад 32. Знайти криву, яка має ту властивістъ, що площа криволінійної 
трапеції, обмеженої дугою кривої, дорівнює довжині дуги. Крива проходить 
через точку (0,1).  

▼ 3 умови слідує, що  
x

a

x

a

dxydxy 21 . Звідси, диференціюючи, прихо-

димо до рівняння 21 yy  . Розв’яжемо рівняння відносно похідної: 

1,12  yyy . Відокремлюємо змінні i інтегруємо: 

  


CxyyCdx
y

dy
1ln;

1
2

2
.  

Оскільки при  х=0 у=1, то С=0. Таким чином, xeyy  12  (*).     Звідси 
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xe
yy


 1

1
2

 або xeyy  12  (**).   

 Додаючи рівності (*) і (**), одержуємо )(2 xx eey   . Таким чином, шу-

каною кривою є ланцюгова лінія )(
2

1 xx eey   .▲  

Приклад 33. Знайти криву, яка має ту властивість, що дотична до неї в 
будь-якій точці утворює з осями координат трикутник площею 2 кв. од. 

▼Вказівка. Диференціальне рівняння задачі 4



y

y
xyxy . 

Розв’язуючи його відносно у, приходимо до рівняння Клеро.       
      

Відповідь: гіперболи 1xy  і прямі CCxy  2 , дотичні до цих гіпер-
бол.▲  

Приклад 34. Знайти лінію, для якої площа прямокутника, що має за сторони 
дотичну i нормаль в будь-якій точці кривої, дорівнює площі прямокутника із 
сторонами, що дорівнюють за довжиною абсцисі i ординаті цієї точки. 

▼ 21 y
y

y
AM 


  − відрізок дотичної, 21 yyTM   − відрізок норма-

лі. Згідно умови задачі одержуємо таке 

рівняння: xyyyy
y

y



22 11  або 

yxyyy  2 , звідки 
21 y

yx
y




 .  

Покладемо py  : 
21 p

xp
y


 . 

Диференціюючи по х, матимемо: 

 

 22

2

1

21

p

xp
dx

dp
pp

dx

dp
xp

p
dx

dy









 

 ,  

 
 22

23

1 p

xpx
dx

dp
pp

p



 ,    2322 11 px

dx

dp
pppp  , 

   2342 121 px
dx

dp
ppppp  , 

 

 













,12

,12

2353

2353

px
dx

dp
ppppp

px
dx

dp
ppppp
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 

 













,1)2)(1(

,1

222

253

px
dx

dp
ppp

px
dx

dp
pp

 

 
 
 

  


















.
21

1

,
1

1

22

2

23

2

x

dx

ppp

dpp

x

dx

pp

dpp

 Інтегруємо: 

 

  





















.ln
21

1

,ln
1

1

22

2

23

2

Cxdp
ppp

p

Cxdp
pp

p

 Використовуючи розкладання підінтегральної 

функції на елементарні дроби та подальше інтегрування, одержуємо, що 

 

 
 





















.
2

1

,
1

4

3
22

1

2

2

22

1
2

pp

pC
x

p

peC
x

p

  

Далі знаходимо у, пам’ятаючи, що 
21 p

xp
y


 : 

 
















.
2

,

4

3
2

2

1

2

1
2

p

pC
y

p

eC
y

p

 

Відповідь: а) 

 























;

,
1

2

2

2

1

2

22

1

p

eC
y

p

peC
x

p

p

                б) 

 
 

 




















.
2

,
2

1

4

3
2

2

1

4

3
22

1

2

p

pC
y

pp

pC
x

▲  

  
 Задачі 

 
53. Знайти криві, які мають ту властивістъ, що якщо через будь-яку точку 

кривої провести прямі паралельно осям координат до перетину з цими осями, 
то площа одержаного прямокутника поділиться кривою у відношенні 1:2.    
Відповідь: CxyCxy  22 ; . 

 54. Площа фігури, обмеженої кривою, віссю Ох та довільною ординатою, 
дорівнює кубові цієї ординати. Знайти ту з інтегральних кривих, яка проходить 
через початок координат. 

Вказівка. dyyydxyydx
x

a

23 3,   − диференціальне рівняння задачі. 
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Відповідь: xy
3

22  .  

 55. Знайти криву, для якої площа Q, обмежена кривою, віссю Ox i  двома  

ординатами  х = 0 і х = а є даною функцією від  у: 
a

y
aQ ln2 .  

Вказівка. 
a

y
aydx

x

ln2

0

 . 

Відповідь: гіпербола 
xC

a
y




2

. 

 56. Визначити криві, для яких площа прямокутника з вершинами в початку 
координат, довільній точці кривої та проекціях цієї точки на координатні осі 
дорівнює площі прямокутника з вершинами в тій же точці кривої, її проекції на 
вісь Ох  i в точці перетину з віссю Ox дотичної до кривої в даній точці. 

Відповідь: 0,;0,  y
x

C
yyxCy . 

 57. Знайти криву, яка проходить через точки О(0,0) i A(l,l) i обмежує криво-
лінійну трапецію з основою [0, х], площа якої пропорційна у4.     
Вказівка. Використовуйте подання площі криволінійної трапеції через визначе-
ний інтеграл. 
Відповідь: 3 xy  . 

58. Знайти криву, в якої площа трапеції, утвореної осями координат, ордина-
тою довільної точки i дотичною в цій точці, дорівнює половині квадрата абсци-
си.  
Відповідь: у=х+Сх2. 

 59. Знайти криві, в яких площа трикутника, утвореного дотичною, віссю аб-
сцис i відрізком від початку координат до точки дотику, є величиною сталою, 
що дорівнює а2.                        
Відповідь: 22 Cyaxy  . 

 60. Знайти лінію, для якої площа криволінійної трапеції, яка міститься між 
віссю абсцис, кривою i двома ординатами, одна з яких стала, а друга − змінна, 
дорівнює відношенню куба змінної ординати до змінної абсциси.             
Відповідь:   23222 Cxxy  . 

 61. Визначити криві, для яких площа прямокутника, побудованого на відріз-
ках, які відтинаються на осях координат дотичною в довільній точці кривої, в 
чотири рази більша  від  площі прямокутника, побудованого на відрізках пер-
пендикулярів, опущених з точки кривої на oci координат.   
Відповідь: Cxy  . 

 62. Знайти криву  0)0(,0)()(  fxfxfy , яка обмежує криволі-
нійну трапецію з основою [0, х], площа якої пропорційна (n+1)-му степеню f(x). 
Відомо, що 1)1( f .  

Відповідь: nyx  .   



 150

 63. Знайти криві, для яких площа трикутника, утвореного дотичною, орди-
натою точки дотику i віссю абсцис, є величина стала, що дорівнює а2.               
Відповідь: (С х )у = 2а 2.  

 64. Знайти криву, для якої сума катетів трикутника, побудованого так, як   в   
попередній задачі, є величина стала, що дорівнює b.           
Відповідь: byCxyyb  0,ln . 

 65. Знайти криву, для якої трикутник, утворений нормаллю з осями коорди-
нат, був би рівновеликий трикутнику, утвореному віссю  Ох, дотичною i нор-
маллю.  
Відповідь: 222)( CyCx  .  

 66. Знайти криву, для якої площа між кривою, віссю абсцис та ординатою 
пропорційна довжині дуги цієї кривої.                   

Відповідь: 
a

Cx
chay


 . 

 67. Знайти криву, яка проходить через точку N(0, а) i має ту властивість, що 
площа криволінійної трапеції, обмеженої будь-якою дугою кривої, двома орди-
натами i віссю абсцис, пропорційна довжині цієї дуги. Коефіцієнт пропорційно-
сті дорівнює a . 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі 
a

ay
y

22 
 . 

Відповідь: 
a

x
chay  . 

 



 151

M ( , ) 

 Геометричні задачі. Полярна система координат 
  
Означення дотичної і нормалі до кривої при переході з декартової прямоку-

тної системи координат (ДПСК) до полярної системи координат (ПСК) не змі-
нюються, але, зрозуміло, нового вигляду наберуть рівняння цих прямих, а, от-
же, і вирази для обчислення довжин відрізків, пов’язаних з ними. 

 Знайдемо їх, 
вважаючи заданим 
рівняння кривої в 
ПСК у явному вигляді 

)(  , а саму ПСК 
– узгодженою з 
ДПСК, так що 








.sin)(

,cos)(




y

x
 

 Нехай радіус-
вектор точки M 
дорівнює   і утворює 
з полярною віссю 
(віссю Oх) кут  , з 
дотичною до кривої у 

даній точці – кут  . Сама ж дотична утворює з полярною віссю кут  . 

 Обчислимо tg . Оскільки з трикутника РМВ   , то  
dx

dy
arctg , 














 



sincos'

cossin'
arctgtgtg , звідки  

                              
'

 tg .                                                       (1) 

 Піддотичною кривої в точці M назвемо проекцію TP напрямленого відрізка 
TM дотичної на пряму, яка проходить через полюс перпендикулярно до радіус-
вектора точки M. 

Знайдемо з прямокутного трикутника MTP  піддотичну TP: 

                                                     
'

2




TP                                                         (2)  

(тригонометрична форма: tgTP  ). 
Піднормаллю кривої в точці M назвемо проекцію PK напрямленого відрізка 

MK нормалі на пряму, яка проходить через полюс перпендикулярно до радіус- 
вектора точки M. 

Знайдемо  з  прямокутного трикутника KMP  піднормаль PK: 
                                                   'PK                 (3) 

(тригонометрична форма: ctgPK  ). 
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Знайдемо відрізок дотичної TM:  

                          2222 ''
'





 tgTM             (4) 

(якщо взяти PM=  , tgPT  , то одержимо тригонометричну форму: 




cos
TM ). 

Знайдемо відрізок нормалі KM: 

     22 ' KM          (5) 

(тригонометрична форма: 



sin

KM ). 

 З PMB  визначаємо відрізок PB, що відтинається дотичною на полярній 
осі:        

           






sinsincos 22

22





PB .                              (6) 

 З прямокутного трикутника PBD  знаходимо відрізок PD, що відтинається 

дотичною на промені 
2

  :  







coscos'sin 22

22





PD .                              (7) 

 Тепер обрахуємо довжину відрізка дотичної DB, що міститься між поляр-

ною віссю та променем 
2

  : 







2sin

2

2cos'22sin)'(

'2
22

2

22

222







DB .                (8) 

 Знайдемо довжину відрізка LP, що відтинається нормаллю на полярній осі:  

  






coscos'sin

'
22 





LP .                          (9) 

 Обчислимо довжину відрізка, що відтинається нормаллю на промені 

2

  : 

                   






sinsin'cos

'
22 





PN .                  (10) 

 Знайдемо відрізок нормалі  між полярною віссю та променем 
2

  : 







2sin

2

2cos'22sin)'(

''2
2222

22









LN .              (11) 
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Визначимо довжину перпендикуляра, опущеного із полюса на дотичну: 

                                              
22

2

'



PR                      (12)                 

(тригонометрична форма  sinPR ). 
Знайдемо відстань від полюса до нормалі: 

                                     
22 '

'





PQ             (13) 

(тригонометрична форма  cosPQ ). 
 Узагальнюючи одержані відомості, запишемо рівняння дотичної в ПСК:    

                  
)sin()sin(')cos( 22

22











 ,                     (14) 

де   ,  – координати біжучої точки дотичної. 
Рівняння нормалі в ПСК має вигляд 

             
)cos()sin()cos('

'
22 











                     (15) 

де  ,  – координати біжучої точки нормалі. 
 
Задачі на траєкторії   
 
Приклад 1. Знайти криві, які перетинають усі півпрямі, які виходять з по-

люса, під кутом 
4

 . 

 ▼Щоб від рівняння сім’ї кривих  0),( F   перейти  до  рівняння ізого-
нальних траєкторій 0),(1 F  (кривих, кожна з яких перетинає криві даної 
сім’ї під одним і тим же кутом  ), треба в диференціальному рівнянні даної 
сім’ї замінити   відповідним диференціальним виразом (як в декартовій пря-

мокутній системі y  замінюють на 
y


1

, коли 90 ). Знайдемо цю відповід-

ність, вважаючи заданими рівняння даної сім’ї    кривих     та    сім’ї ізогональ-
них  траєкторій (кут перетину  ) у 
явному вигляді )(   та )(1    
відповідно.   
 Нехай у точці перетину M  
ізогональних траєкторій відповідні 
дотичні утворюють з продовженням 
даного радіус-вектора кути   і 1 . Тоді 
один із кутів між кривими (між 
дотичними до них) 1  , а 
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1

1

1 



tgtg

tgtg
tg




 , звідки з урахуванням (1) 



tg

tg

'

'
'

2

1 


  (при 90    

tg , і 





2

1  – ортогональні траєкторії).    

Оскільки рівняння усіх півпрямих, які виходять з полюса,  має  вигляд  

C , то диференціюючи його, знаходимо, що 0



d

d
 або 

0
1



. Замінивши тут   на 




tg

tg

'

' 2




 та врахувавши, що 

1tg , одержуємо диференціальне рівняння сім’ї 

ізогональних траєкторій 0
2







 або   . 

Інтегруючи його, встановлюємо, що ізогональними 
траєкторіями півпрямих C  є логарифмічні спіралі  ae , де 0a .▲ 

Приклад 2. Знайти ортогональні траєкторії сім’ї лемініскат 2 2cosa . 

▼Диференціюємо по   рівняння  2cos2 a :  2sin' a . Виключаю-
чи параметр a  з останніх двох рівнянь, одержимо диференціальне рівняння да-

ної сім’ї кривих:  2' tg . 

Замінюючи '  на 
'

2




 , знайдемо 

диференціальне рівняння сім’ї 
ортогональних траєкторій 





2
'

2

tg , звідки 



dctg
d

2 . 

Інтегруємо і знаходимо таким чином 
рівняння ортогональних траєкторій 

 2sin2 C .  
Отже, ортогональними траєкторіями сім’ї лемініскат є лемініскати, осі си-

метрії яких утворюють з полярною віссю кут 45о .▲  
Приклад 3. Знайти ізогональні траєкторії сім’ї синусоїдальних спіралей 

 ka kk sin  (кут  ). 

▼Диференціальне рівняння даної сім’ї 



ctgk
'

. Потрібно в ньому замі-

нити   на 



tg

tg

'

' 2




 і тоді матимемо 0
1









 d

d
ctgkctg

ctgkctg
 або 





dkctg
d

)(  . Звідси )sin(   kC kk  – ізогональні траєкторії. Це та-

кож синусоїдальні спіралі, але повернуті на кут 
k


.▲  
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Задачі 
 

 1. Знайти ортогональні траєкторії даної сім’ї кривих: )cos1(   a . 
Відповідь: )cos1(   C . 

 2. Знайти ізогональні траєкторії (кут перетину  ) сім’ї ліній 



2cos

2
2 a
 . 

Відповідь:
)2cos(

2







C
. 

 3. Знайти ортогональні траєкторії для сім’ї кривих 0)( 2222  xyayx . 
Вказівка. Перейти до полярних координат. 
Відповідь: ).()( 22222 yxCyx   
 4. Знайти ізогональні траєкторії (кут перетину  ) сім’ї кривих 

)cos1(   a . 

Відповідь: 





  

2
cos2C . 

 5. Знайти ізогональні траєкторії (кут перетину  ) сім’ї кіл   cosa . 
Відповідь: )cos(   C . 

6. Знайти диференціальне рівняння ізогональних траєкторій (  = 90 ) сім’ї 
кривих  cos a . 

Відповідь: 2sin'   . 
 7. Знайти диференціальне рівняння ізогональних траєкторій (  = 90 ) сім’ї 
кривих  2cosa . 

Відповідь:  ctg
2

1
'  . 

 8. Знайти диференціальне рівняння ізогональних траєкторій (  = 45 ) сім’ї 
кривих  sina . 
Відповідь: )45('   ctg . 

 9. Знайти криві, які перетинають усі логарифмічні спіралі  ae  під кутом 
4 . 

Відповідь: C . 
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Задачі на властивості дотичних, нормалей, піддотичних і піднормалей 
 
Приклад 4. Знайти криві, у яких кут   між  віссю абсцис і  радіус-вектором 

точки дотику дорівнює куту   між його продовженням  і дотичною. 
▼Перший спосіб. Нехай криву задано в ДПСК рівнянням )(xyy  , а 

),( yxM   точка дотику на ній. Радіус-вектор 
OM  утворює з додатним напрямом осі абсцис 
кут  , а дотична до кривої в точці M   кут  . 
Кут між прямими OM  і BM  дорівнює   і 
визначається як    або через кутові 
коефіцієнти даних прямих за співвідношенням  




tgtg

tgtg
tg





1

.  

 Оскільки ytg  , 
x

y
tg  , то 

yyx

yyx

x

yy
x

y
y

tg











1
 , і згідно з умовою за-

дачі маємо таке диференціальне рівняння для знаходження кривої: 
yyx

yyx

x

y



  

або 
22

2

yx

xy
y


 . Це однорідне диференціальне рівняння першого порядку 

(права частина – однорідна як відношення двох однорідних многочленів друго-
го порядку функція нульового виміру). Поділивши чисельник і знаменник на 

2x , приходимо до рівняння 
 21

2

xy

xy
y




 . Впроваджуючи заміну змінних 

u
x

y
  та врахувавши, що uxuxuy  )( , зводимо дане рівняння до рівнян-

ня з відокремлюваними змінними 
21

2

u

u
uxu


 . 

 Для інтегрування відокремлюємо змінні та проводимо розкладання підінте-

гральної функції (раціональний дріб) на елементарні дроби: 
x

dx
du

uu

u





)1(

1
2

2

; 

 
)1(

)1(

1)1(

1
2

2

22

2












uu

uCBuuA

u

CBu

u

A

uu

u
,   де CBA ,,    невідомі коефіці-

єнти. З рівності   ACuuBAu  221  чисельників рівних дробів  одержу-

ємо систему рівнянь 













,1

,0

,1

A

C

BA

 з якої знаходимо, що 0,2,1  CBA .
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 Отже, інтегруючи, маємо: 12
ln

1

2
C

x

dx

u

udu

u

du



   , 

xCuu  1

2 ln)1ln(ln , 
C

x

u

u

212



 ( 12

1
C

C
 , 1ln C   стала інтегрування).  

Повертаючись до початкових змінних, запишемо: 
  C

x

xy

xy

212



 або після 

спрощень:   222 CCyx  . Таким чином, шуканими кривими є кола з 
центрами на осі ординат, що дотикаються до початку координат. 
 Другий спосіб. Нехай полярне рівняння кривої )(  , координати    точ-
ки дотику M  –   і  , дотична BM  утворює з полярною віссю кут  .  

З трикутника PMB  знаходимо, що   . Звідси з урахуванням того, що  

 
 







cos

sin
tg , матимемо 





tg . За умовою 



tg


, тобто математич-

ною моделлю задачі є диференціальне рівняння першого порядку з відокрем-

люваними змінними. Інтегруючи його (






sin

sindd
 , 1sinlnln C  ), знахо-

димо загальний розв’язок  sinC . 
Безпосередньою побудовою (область визначення 0sin   ( 0sin  ) для 

0C  ( 0C ); )()(    – крива симетрична 

відносно променя 
2

   ) або перетворенням до 

декартового рівняння ( ,sin C  ,sin2  C  

Cyyx  22 , 
22

2

22













 

CC
yx ) переконуємося, що 

шукані криві – це кола довільного радіуса з центрами на 

променях 
2

  , 
2

3  , що дотикаються до полюса. 

Як бачимо на прикладі цієї задачі, доцільність переходу 
до полярних координат виправдовується: спрощується 
диференціальна модель – замість однорідного 
диференціального рівняння маємо рівняння з 

відокремлюваними змінними. ▲ 
Приклад 5. Знайти криву, якщо відстань від полюса до нормалі дорівнює 

проекції радіус-вектора на бісектрису полярного аргумента, тобто 
2

cos
 . 

▼Розв’яжемо задачу двома способами. 
Перший спосіб (алгебраїчна форма). Згідно формули (13), маємо 

2
cos

'22










, звідки 

2

' 



ctg . Отже, даній  вимозі  задовольняють 
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дві сім’ї кривих: 1) 
2

sin 22  C ; 2) 
2

cos 22  ecC . 

 Другий спосіб (тригонометрична форма). Згідно тригонометричної форми 

формули (13) маємо рівняння 
2

coscos
   або 

2
coscos

  . Звідси 

 2  або 4  2 .  
Ми одержали рівняння, кінцевий вигляд яких між   і  . Диференціюючи 

їх, запишемо:  dd 2 . Виключаємо d  з допомогою рівності 



d

d
tg  :  



 d

d
tg 2 .  

Отже, одержано дві сім’ї інтегральних кривих (у параметричній формі): 
1)  22 sin,2 C ; 2) 4  2 ,  22 cosecC . Виключаючи  , ма-
тимемо такий же результат як і вище.  

Позначаючи у першому випадку aC 22  , у другому − pC 22 , можна за-

писати розв’язок так: 1) )cos1(   a ; 2) 



cos1


p

, тобто маємо сім’ї кар-

діоїд і парабол.▲  
Приклад 6. Знайти лінію, яка проходить через полюс, а всі нормалі – через 

точку ),( 11  . 
▼Покладемо у формулі (15) нормалі до кривої )(   ,1    а  1  : 

'))cos(')sin(( 111   , де ),(   – координати точки дотику. 

Очевидно, що )cos(')sin( 11   ))'cos(( 1   , а 









2

'
2 , тому, 

інтегруючи безпосередньо, одержуємо 

C 2

11 2

1
)cos(  .    

З початкових умов (крива проходить через 
полюс, тобто точка ),0(   належить їй), знаходимо 

0C . Таким чином, коло )cos(2 11    з 
центром у точці ),( 11   і радіусом 1  – шукана 

крива .▲  
Приклад 7. Знайти криві, якщо відомо, що їх нормалі співпадають з  радіус-

вектором точки дотику. 
▼Оскільки нормаль перпендикулярна до дотичної, то відстань h  від полюса 

до дотичної з одного боку дорівнює  , а  з   іншого –   її     можна     знайти    як 






21
sin

tg

tg


  (див. мал. до пр. 4). Враховуючи рівність (1), 
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22

2





h . Таким  чином,   прирівнюючи    два   вирази   для    довжини 

перпендикуляра, опущеного з полюса на дотичну,  маємо таке   диференціальне 

рівняння для відшукання кривих: 
22

2





  або 0 . Звідси C  – 

сім’я концентричних кіл довільного радіуса з центром у полюсі.▲ 
Приклад 8. Знайти криві, для яких відстань від полюса до дотичної в дові-

льній точці дорівнює відстані від полюса до нормалі. 
▼З прямокутного трикутника PQM  відстань   PQd    від  полюса до нор-

малі, яка проходить через точку дотику ),( M , 

знаходимо за теоремою Піфагора як 22 QMPM  . 

Беручи до уваги (12), маємо 
22 '

'





d .                      

За умовою задачі dh  , тобто 

2222

2

'

'











 або   . 

Відокремлюючи змінні і інтегруючи, 
знаходимо шукані криві   Ce , де 

0C . Це логарифмічні спіралі, які, 
“розкручуючись” (полярний кут   
зростає), віддаляються від полюса, якщо 
взяти знак плюс (мал. а), і сходяться до 
полюса – в  протилежному випадку (мал. б). ▲ 

Приклад 9. Знайти криві, полярна піднормаль яких є сталою величиною, що 
дорівнює a . 

▼Оскільки полярна піднормаль є проекцією відрізка MK  нормалі, що зна-
ходиться між точкою дотику M  і прямою, яка 
проходить через полюс перпендикулярно до радіус-
вектора точки M , на цю пряму, то  із прямокутного 
трикутника MPK  ctgPMPK  , або згідно з (1)                 

PK .                            
Таким    чином,  диференціальне  рівняння,  яким   

моделюється  задача,   має вигляд  

a   або a
d

d





, звідки 

 add  , а Ca    (спіралі 
Архімеда). ▲ 

Приклад 10. Знайти криву, полярна піддотична якої є сталою величиною,   
що дорівнює a .  
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▼Піддотична означається аналогічно до піднормалі:  це    проекція   відрізка  
дотичної TM  на пряму TP . З прямокутного трикутника   MPT   піддотична  TP  

визначається як PMTtgPM   або, використовуючи (1), 





2

TP .                                         

Отже, a


 2

, 



d
a

d 1
2
 , 

a

C

a




1

; 






C

a
 –         

 
 
 
 
 
 
 

загальне рівняння шуканих інтегральних кривих (гіперболічні спіралі). ▲ 
Приклад 11. Знайти криві, довжина відрізка нормалі яких є сталою величи-

ною a2 . 
▼Відрізок нормалі – це відрізок MK  (див. мал. пр. 9). З прямокутного три-

кутника MPK  його довжину знаходимо як довжину гіпотенузи: 
22 PKPMMK  , де PM  – радіус-вектор точки дотику M , PK  – поля-

рна піднормаль шуканої кривої. Тому, повертаючись до рівності (3), можна за-

писати, що 22  MK .     

Для нашої задачі a222    або   222   a . Це рівняння з відо-

кремлюваними змінними. Відокремлюємо змінні і  інтегруємо: 

 





d

a

d


 222
, 

 C
a2

arcsin ; остаточне 

рівняння сім’ї інтегральних кривих набуває вигляду 
   Ca sin2 . Воно задає кола радіусом a  з 

центром у біжучій точці 





 CaO

2
;


 у випадку   і 







 

2
;


CaO  – у випадку  . ▲ 

Приклад 12. Знайти криву, для якої площа трикутника, утвореного поляр-
ним радіусом точки дотику, полярною віссю і відрізком дотичної, що поділя-
ється полярною віссю навпіл, є величиною постійною (дорівнює a5,0 ). 

▼Обчислимо довжину сторони BM  трикутника PMB , про який йдеться в 
умові задачі, як половину відрізка між точкою дотику і прямою, що проходить 
через полюс перпендикулярно до радіус-вектора точки M . Для цього спочатку 
обрахуємо довжину відрізка TM  дотичної, спираючись на рівність (2):     

22 

 


TM .  Таким    чином,   22

2

1 

 


MB ,    а    відповідна  
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висота 
22

2





PR  (див. (12)).  

 Отже, з іншого боку, площу трикутника PMB  обчислюємо як половину до-
бутку основи TM  на висоту PR  і маємо, що 

22

1

2

1
22

2
22 a














 або після 

спрощень: a2
3





. Знову для відшукання рівняння 

кривої одержали диференціальне рівняння, змінні в 

якому легко відокремлюються: 
a

dd

23





 . 

 
a

C
d

a

dr

22

1
3

  


 (сталу інтегрування 

беремо у вигляді  
a

C

2
  для зручності), і тоді 

a

C

22

1
2







, звідки 






C

a
. ▲ 

Приклад 13. Знайти криві, у яких відрізок, що відтинається будь-якою до-
тичною на полярній осі, дорівнює полярному радіусу точки дотику. 

▼Довжину відрізка PB  полярної осі, який міститься між полюсом і точкою 
перетину дотичної з полярною віссю, можна знайти з трикутника PMB  (див. 
мал. до пр. 12:   BPMPMBPM ,, ), наприклад, за теоремою сину-

сів, якщо врахувати рівність (1): 



sincos

2


PB . 

Отже, за умовою задачі матимемо таке диференціальне рівняння: 







 sincos

2

 або  sin)1(cos  , звідки після відокремлення 

змінних: 






d
d

sin

1cos 
 . Інтегруючи, одержимо, що 




ln 
d

, а 

 



 










dd
sin

sin

sin

1cos

sin

1cos
 





  




cos
cos1

1cos
2

d  

 



 



cos

)cos1)(cos1(

1cos
d 1cosln  .  Якщо   
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сталу інтегрування взяти у формі 
1

1
ln

C
, то відразу запишемо загальний 

розв’язок у вигляді 



cos1


C

, де 01  CC . Таким чином, умову задачі 

задовольняють параболи, фокуси яких співпадають з полюсом, а вітки спрямо-
вані або ж за напрямом полярної осі (знак “–”), або в протилежному напрямі 
(знак “+”). ▲ 

Приклад 14. Знайти криві, для яких відрізок, що відтинається будь-якою 
нормаллю на полярній осі, дорівнює полярному радіусу точки дотику.  

▼ Аналогічними до попередньої задачі міркуваннями знаходимо відрізок 
LP  полярної осі між полюсом і точкою перетину 
нормалі до кривої )(   з полярною віссю, 

врахувавши, що ,90,   LMPPM  

90 PLM : 



cossin 


LP .               

 Прирівнявши праву частину останньої рівності 
до  , одержимо після інтегрування диференціального рівняння такі ж як і у за-
дачі прикладу 13 інтегральні криві. ▲  

Приклад 15. Знайти форму дзеркала, яке збирає всі паралельні промені  в 
одну точку. 

▼Знайдемо рівняння кривої, яку треба обертати навколо полярної осі, щоб 
забезпечити потрібну форму дзеркальної поверхні. 

Для  цього  припустимо,  що всі падаючі 
промені  паралельні  полярній  осі  і збираються 
після відбивання в полюсі полярної системи 
координат. Якщо BM  – дотична до кривої 

)(   в точці M  падіння променя AM , а LM  
– нормаль, то згідно закону відбивання 

BMPLBM  . Це означає, що MPB  
рівнобедрений, PBMP  ; ми приходимо до задачі 

прикладу 13. 
Таким чином, шукана форма дзеркала – параболоїд обертання.  
Поширений спосіб розв’язання цієї задачі в декартовій  прямокутній  систе-

мі координат приводить через ланцюжок геометричних міркувань лише до од-
норідного диференціального рівняння. ▲ 

 
Задачі 
 
10. Знайти криву, полярна піддотична якої дорівнює полярній піднормалі. 

Відповідь:   Ce (логарифмічні спіралі). 
 11. Знайти криві, дотичні до яких в будь-якій точці утворюють рівні кути з  

полярним радіусом і полярною віссю. 
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Відповідь: C )cos1(  .  
 12. Знайти криву, у якої точка перетину будь-якої дотичної з полярною віс-

сю однаково віддалена від  точки дотику і від полюса. 
Відповідь:  sinС . 

 13. Знайти криву, у якої відстань будь-якої дотичної до полюса дорівнює 
відстані від полюса до проекції точки дотику на полярну вісь. 
Відповідь:  cosС . 

 14. Знайти криву, у якої точка перетину будь-якої дотичної з полярною віс-
сю вдвічі ближче знаходиться до полюса, ніж проекція точки дотику на  поляр-
ну вісь до полюса. 
Відповідь:  sincos2 С . 

 15.  Знайти лінію, всі дотичні до якої проходять через дану точку ),( 11  . 
Вказівка. Використати рівняння (14) дотичної до кривої )(  . Врахувати, 
що знаменник (14) є повною похідною.  
Відповідь: пучок прямих )sin( 1  ))cos(( 11   С . 

 16. Визначити криву, всі дотичні якої проходять через полюс. 
Відповідь: С . 
 17. Визначити криву, для якої відношення  відрізка, утвореного дотичною на 

промені 
2

  , до відрізка, утвореного нормаллю на полярній осі, є величина 

стала. 

Відповідь: kСe


  . 
 18. Знайти криву, знаючи що відношення відрізка, утворюваного її нормал-

лю на полярній осі, до радіус-вектора, є величина стала й дорівнює k . 

Відповідь: 



cos1 k

С


 . 

 19. Знайти криву, знаючи, що трикутник, утворений дотичною    до неї,  

променем 
2

   та радіус-вектором точки дотику, є рівнобедреним. 

Вказівка. Розглянути усі можливі випадки: основа трикутника – радіус-вектор 
точки дотику; основа трикутника – відрізок, що відтинається дотичною на про-

мені 
2

  ; основа трикутника – відрізок дотичної між точкою дотику і про-

менем 
2

  . 

Відповідь: 






2sin

,
cos1

,cos 2 СC
С 


 . 

 20. Знайти криві, для яких відрізок, що його відтинає дотична на полярній 
осі, пропорційний квадрату відстані проекції точки дотику на полярну вісь до 
полюса.   
Відповідь: Сtgk   sin . 
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 21. Знайти криву, яка має таку властивість: відрізок полярної осі від  полюса 
до перетину з дотичною до кривої в будь-якій точці пропорційний відстані про-

екції цієї точки на промінь 
2

   до полюса. 

Відповідь: k

ctg

eС





sin . 
 22. Визначити криву, у якої відношення відрізка, що відтинається дотичною 

на промені 
2

  , до радіус-вектора точки дотику дорівнює постійній вели-

чині. 

Відповідь: 
2

2

)1(sin

cos





 Ca . 

 23. Знайти криву,  для якої довжина відрізка, який відтинається на промені 

2

   нормаллю, проведеною в довільній точці кривої, дорівнює довжині по-

лярного радіуса цієї точки.  

Відповідь: 



sin1


С

. 

 24. Знайти криві, які володіють такою властивістю: відрізок, який дотична у 

будь-якій точці кривої відсікає на промені 
2

     дорівнює квадрату відстані 

проекції точки дотику на полярну вісь від полюса. 

Відповідь: 



cos

ctgС 
 . 

 25. Знайти криву, у якої відрізок, що відтинається дотичною на промені 

2

  , дорівнює півсумі відстаней проекції точки дотику на полярну вісь  та 

на промінь 
2

    до полюса. 

Відповідь: 


2sin1

cos



С

. 

 26. Знайти криву, для якої добуток проекції радіус-вектора якоїсь точки на  
полярну вісь на величину відрізка, що відтинається нормаллю на промені 

2

  , дорівнює подвоєному квадрату  полярного радіуса даної точки. 

Відповідь: 



2cos1


C

. 

 27. Знайти криві, у яких відрізок, який відтинається дотичною на промені 

2

  , дорівнює квадрату проекції полярного радіуса  точки дотику на цей 

промінь.  
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Вказівка. Диференціальна модель задачі  



2sincos

1
'  tg .                                     

Відповідь: 



sin

1

cos


С
.  

 28. Знайти рівняння кривої в полярних координатах, коли відомо, що тан-
генс кута  , утвореного радіус-вектором, проведеним у точку дотику, і дотич-
ною до кривої в тій же точці, дорівнює полярному куту  . 
Відповідь:  С . 

 29. Знайти в полярних координатах рівняння кривої, радіус-вектор якої 
утворює з дотичною сталий кут  , такий що btg  . 

Відповідь: bСe


  . 
 30. Знайти рівняння кривої, в кожній точці якої тангенс кута  між   радіус-

вектором і дотичною до кривої дорівнює квадрату радіус-вектора . 
Відповідь: )(22 С  . 

 31. Знайти криву, для якої тангенс кута нахилу дотичної в будь-якій точці до 
полярної осі в n  разів більший від тангенса кута, який утворює з полярною віс-
сю радіус-вектор  точки дотику. 
Відповідь:  sincos1 Сnn  . 

 32. Яка лінія володіє такою властивістю: кут, який складає з полярною віссю 
дотична до лінії в будь-якій  точці,  вдвічі   більший  від  кута,  який  складає  з   
полярною віссю радіус-вектор точки дотику? 
Вказівка. Пов’язати задані кути з кутом   між дотичною і радіус-вектором то-
чки   дотику. 
Відповідь:  sinС  . 

 33. Знайти лінію, у якої відрізок, який відтинається на промені 
2

   до-

тичною в довільній точці, пропорційний кубу  проекції радіус-вектора точки 
дотику на цей же промінь. 

Відповідь: 







 C

k 


22

2

sin

1

cos

1
. 

 34. Знайти криві, у яких площа трикутника, обмеженого дотичною, поляр-
ною віссю і полярним радіусом точки дотику, є величина постійна, що дорів-
нює 2a . 

Відповідь: 
2

2

2 2

2sin
sin

1

a
С




 . 
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 Задачі на площі фігур та довжини дуг кривих  
  
 Приклад 16. Знайти криву, яка володіє такою властивістю: довжина її дуги, 
що знаходиться між будь-якими двома точками P і Q, пропорційна різниці від-
станей точок  P i Q від нерухомої точки O. 

▼Якщо зафіксувати точку P, то дуга QP буде змінюватися пропорційно різ-
ниці OQ і постійної OP. Введемо полярні 
координати, беручи точку O за полюс і OP − за 
полярну вісь.  

Диференціал дуги в полярних координатах 

 dds 22 ' . Звідси для нашої задачі 

 dkd 22 '  або 




 d

a

d
kd

1
12  . 

Інтегруючи, знаходимо:  aCe  (логарифмічна спіраль).▲  
Приклад 17. Знайти лінію, задану рівнянням )(  , для якої площа сек-

тора,  обмеженого лінією і полярними радіусами постійної точки ),( 00   та бі-
жучої точки ),(   лінії, пропорційна з коефіцієнтом k  добутку полярних ко-
ординат ,  біжучої точки. 

▼Математична модель задачі: 




kd 
0

2

2

1
. Диференціюємо по   для 

одержання диференціального рівняння: 
)'(22   k . Відокремлюємо змінні і 

маємо: 






k

d

k

d

2)2(



. 

Використаємо розклад на елементарні дроби: 





 k

BA

k 2)2(

1

 )2(

)2(

k

BkA







, 








,12

,0

kA

BA
 














.
2

1

,
2

1

k
B

k
A

 Одержимо: 1ln
2

1

2

1

22

1

2

1
C

k

d

kk

d

k

d

k



  








  

або 



C

k


 2
 − загальний інтеграл.  

Підставимо замість   і    0  і 0  відповідно і знайдемо з початкових умов 

сталу інтегрування С: 
00

0 2


 k

C


 . Записуємо частинний інтеграл рівняння, що 

відповідає умові задачі: 













00

0 22 kk
.▲  
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Фізичні задачі 
 
Щоб розв’язати фізичну задачу за допомогою диференціального рівняння, 

необхідно: 
1) встановити величини, які змінюються в даному явищі чи процесі, i ви-

вчити фізичні закони, що пов’язують їx; 
2) вибрати незалежну змінну i функцію цієї змінної, яку ми хочемо знайти; 
3) виходячи з умови задачі, визначити початкові і (або) крайові умови; 
4) виразити уci величини задачі через незалежну змінну, шукану функцію i 

її похідну; 
5) виходячи з умови задачі i фізичного закону, якому підкоряється дане 

явище чи процес, скласти диференціальне рівняння; 
6) знайти загальний розв’язок або загальний інтеграл диференціального рі-

вняння; 
7) за початковими і (або) крайовими умовами знайти частинний розв’язок; 
8) дати йому фізичну інтерпретацію та дослідити одержаний розв’язок. 
 

 Радіоактивний розпад 
  
Приклад 1. Активність радіоактивної речовини пропорційна швидкості сво-

го зменшення. Знайти залежність цієї активності від часу, якщо відомо, що про-
тягом 4 днів вона зменшилась вдвiчі. 

▼Нехай R(t) – кількість радіоактивної речовини в момент часу t, а R0 – в 

момент часу t0=0, 
dt

dR
 – швидкість зміни кількості речовини. Маємо рівняння: 

kR
dt

dR
 , звідки ktCeR  . Згідно початкових умов R(0)=R0, тому kteRR 0 , а 

значить keR
R 4

0
0

2
 , звідки 

4

2ln
k .  

Отже, teRR 1733,0

0

 .▲  
Приклад 2. Закон розпаду радію полягає в тому, що швидкість розпаду 

пропорційна наявній кількості радію. Відомо, що половина його початкового  
запасу розпадається за 1600 років. Який процент радію розпадеться через 100 
років? 

▼Нехай R – кількість радію в момент часу t. Швидкість його  розпаду  
dt

dR
. 

Оскільки вона пропорційна R, то маємо таке диференціальне рівняння – модель 

даного процесу: kR
dt

dR
 , де k  – стала. Звідси, kdt

R

dR
 , i значить, 

CktR ln .  
 Нехай початковий запас радію 0R . Підставляючи 0,0 RRt  , знаходи-
мо, що CR 0ln , а підставляючи знайдене значення С в загальний розв’язок, 
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одержуємо kt
R

R


0

ln . 

 При t=1600 02

1
RR  . Звідси k1600

2

1
ln  , і значить, 

1600

2ln
k . Тому при 

100t  будемо мати: 0433,0100
1600

2ln
ln

0


R

R
, звідки 958,0

0


R

R
, а це пока-

зує, що через 100 років 95,8 % початкового запасу радію збережеться, а   4,2 % 
− розпадеться.▲  

Приклад 3 (розмноження бактерій)1. В культурі пивних дріжджів швидкість 
приросту діючого ферменту пропорційна наявній його кількості. Якщо ця кіль-
кість подвоюється за 1 годину, то у скільки разів вона збільшиться за 2,5 годи-
ни?  

▼Нехай )(tx  – кількість дріжджів в момент часу t, а 0x  – в момент часу t=0, 

dt

dx
 – швидкість зміни кількості дріжджів. Маємо: ktexxkx

dt

dx
0;  .  

З початкових умов 02,1 xxt   маємо k=ln2, тому через 2,5 год. 

00
2

5

66,52 xxx  .▲  
 Приклад 4 (приріст капіталу)2. Суму 100 гривень покладено в банк під 5 % 
річних, причому, за домовленістю приріст обчислюється неперервно. Через скі-
льки років капітал складе 200 гривень?  

▼Нехай через t  років капітал становить А гривень. На протязі часу dt при-
ріст величини А визначається так: dtAdA  05,0 . Інтегруючи в межах від 100 

до 200, одержуємо: 
t

t
A

dA
0

200

100

05,0 , звідки 9,132ln
05,0

1
t  року.▲   

Приклад 5. Суму 100 гривень покладено в  банк під 3 % річних. Через який   
час сума подвоїться, якщо приріст нараховується неперервно?  

▼S(t) – сума вкладу в момент часу t. Швидкість її зміни пропорційна наяв-

ній сумі вкладу (k=0,03). Маємо диференціальне рівняння S
dt

dS
03,0  або 

dt
S

dS
03,0 . Інтегруємо:  

t

dt
S

dS

0

200

100

03,0  або t03,02ln  , тобто шуканий час 

1,23
03,0

2ln
t  року (співставте з результатом попередньої задачі; порівняйте 

відношення результатів із відношенням процентних ставок).▲  
 
Задачі 

 
1. 3а 30 днів розпалось 50 % початкової кількості радіоактивної речовини. 

Через який час залишиться 1 %  від її початкової кількості? 
                                                           

1, 2 Дані задачі не відносяться до фізичних, однак наводяться тут як такі, що передбачають використання 
єдиної математичної моделі – диференціальних рівнянь показникового зростання. 
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Відповідь: 200 років.  
2. Згідно досліду, протягом року з кожного грама радію розпадається       

0,44 мг. Через скільки років розпадеться половина наявного радію?                                  
Відповідь: 1575 років. 

3. Час, протягом якого кількість радіоактивної речовини зменшується вдвічі, 
називається періодом піврозпаду. Знайти час, протягом якого з 10 г речовини 
залишиться 1 г, якщо період піврозпаду цієї речовини становить 1 piк.      

Відповідь: 
2ln

10ln
 років. 

 4. Культурі з 100 бактерій дано можливість  розмножуватися      при      
сприятливих умовах. Через 12 год. виявилось, що культура містить 500 бакте-
рій. Скільки буде бактерій через 2 доби після початку експерименту? Відповідь: 
62500.  

5. Культурі з 400 бактерій дано можливість розмножуватися при сприятли-
вих умовах. Через 2 год. число бактерій збільшилось вдвічі. Через скільки го-
дин їx буде в 16 разів більше?           
Відповідь: 8 год. 
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 Витікання рідини через отвір 
  
Якщо б не було втрати енергії, то швидкість, з якою рідина витікала б через 

невеликий круглий отвір, розміщений на глибині h, дорівнювала б швидкості 
вільно падаючого тіла, що пройшло шлях h, тобто gh2 . Через тертя та  пара-

метри самої посудини, пов’язані з формою резервуара та отвору, ця швидкість 
наближено дорівнює, наприклад для води, gh26,0 . 

 Приклад 6. За який час вода, яка заповнює півсферичну чашу діаметром     
2 м, витече з неї через круглий отвір радіусом  1 см, вирізаний у днi чаші? 

▼Нехай h − висота води в момент часу t, i  211 hr   − радіус  круга, 
утвореного її вільною поверхнею. Вода, яка 
витікає з чаші за час dt, утворює циліндр, 
висота якого dt , а основа −   круг радіусом 
0,01 м. Об’єм такої маси води обчислюється 
як   dt 201,0 .  

Внаслідок цього витікання в чаші вода 
опускається на dh, а об’єм води, що витекла, 
наближено дорівнює dhr 2 . Оскільки 

згадані об’єми однакові, то запишемо, що 

    dt
gh

dtdhhh
10000

26,0
01,02 22   . Інтегруємо і одержуємо, що 

352023770
0

1

2

1

2

3








   dhhht  с.▲  

Приклад 7. Вода витікає через отвір у дні циліндричної посудини, яку по-
ставлено вертикально. За  яким законом буде знижуватись рівень води в посу-
дині та як визначається тривалість витікання, якщо відомо, що швидкість   її 
витікання  залежить від висоти h  стовпа рідини так: gh26,0 ? 

▼Позначимо через H  висоту посудини, через S − площу її основи, через s − 
площу отвору, через h(t) − висоту стовпа рідини в момент часу t.  

За проміжок часу від t до tt   рівень води в 
посудині знизиться з  h до  hh   ( 0h ). За цей 
час з посудини витече hS   кубічних метрів води. 
Таким же  буде об’єм рідини, що витікає за цей же 
час через отвір. Він дорівнює площі s, що множиться 
на довжину шляху l , пройденого частками рідини з 
моменту t до t+ t. Цей рyx  нерівномірний: в 
момент часу t  швидкість витікання обчислюється як 

gh26,0 ,   а    в    момент  t+ t – як )(26,0 hhg  . 

Для обчислення довжини пройденого шляху      
скористаємося середньою швидкістю: tl сер   , де 

10,)(26,0   hhgсер . Отже, tshhghS  )(26,0  . Звідси 
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g
S

s
khhk

t

h
26,0, 


  . Переходячи до границі при 0t , оде-

ржуємо диференціальне рівняння задачі hk
dt

dh
 .  

 Ckthkdt
h

dh
 2; . Використовуючи початкову умову (при 

Hht  0 ), знаходимо CHC 2: . Маємо: Hkth 22  , звідки 
2

2






  t

k
Hh ,  hH

k
t 

2
. Покладаючи 0h , знаходимо, що вся вода 

витече за час H
k

t 
2

 секунд.▲  

Приклад 8. Знайти час Т, за який рідина, яка заповнює конус висотою Н з 
кутом при вершині 2 , витікає з нього через oтвip площею S, вирізаний у вер-
шині конуса, якщо відомо, що швидкість   витікання рідини виражається        
функцією ghk 2 . 

▼Підрахуємо об’єм рідини V , що витікає через отвip у дні за час t . Він 
чисельно дорівнює об’єму циліндра з площею 
основи S i висотою t  (з точністю до нескінченно 
малих вищих порядків), тобто tghSkV  2 .  

За проміжок часу t  рівень рідини в посудині 
понизився на h . Обчислимо об’єм шару рідини 

V , що міститься між рівнями h i h+ h  ( h <0). Цей 
шар являє собою зрізаний конус. Замінюючи його 
циліндром з тією ж висотою h  i основою, що 
дорівнює верхній основі конуса, одержуємо: 

htghV   22 . Значить, tghSkhtgh  222  , звідки 




2
2

3 2
,

tg

gSk
h

t

h



 

. У граничній формі (при 0t ) маємо  диферен-

ціальне рівняння задачі: 2

3


 h
dt

dh  .  

Знайдемо його розв’язок, що задовольняє початкову умову h = Н  при  t= 0, i 
час t = Т, при якому 0h  (час витікання). Інтегруючи диференціальне рівняння, 

одержуємо Cth  2

5

5

2
. Використовуючи початкову умову, знаходимо: 

2

5

5

2
HC  . Покладаючи t = Т, h = 0, одержуємо, що 2

5

5

2
0 HT   , звідки 

2

5

5

2
HT 


.▲  

Приклад 9. Визначити      час      витікання   гасу  з цистерни довжиною L    i  
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діаметром D через короткий   зливний   патрубок   у  нижній   частині  цистер-
ни, площа поперечного перерізу якого  . 

▼Змінна S(h) (площа дзеркала гасу) визначається за формулою 

   hhDLRhRLxLhS  222)( 22 , і 

тому 
 

g

DLD
dh

h

hhD

g

L
T

D

23

4

2

2

0 



  .  

Наприклад, при 12L  м, 6,2D  м,  
01,0  м2, 6,0  (для гасу) маємо: 

2520
62,196,001,03

6,26,2124





T  с = 42 хв.▲  

Приклад 10. Визначити час витікання води з конічного резервуара діамет-
ром D1 верхньої основи, D2 – нижньої, висотою Н через круглий отвір діамет-
ром а у дні резервуара.  

▼Площа горизонтального перерізу конуса  
2

2124
)( 






 

H

h
DDDhS


, 

тому 
 

 






 


H

dh
h

H

h
DDD

ga
T

0

2

212

2 2

1


 

 2

221

2

12
843

215

2
DDDD

ga

H



. Зокрема, при 

8,01 D  м, 3,02 D  м, 1H  м, 03,0a  м, 62,0  
(вода) маємо: 194T  с = 3 хв. 14 с.▲  

 Приклад 11. У дні наповненої водою циліндричної посудини з вертикаль-
ною віссю є малий отвір площею 0 , закритий діафрагмою (як в об’єктиві фо-
тоапарата). В початковий момент діафрагма починає відкриватися, причому 
площа   отвору пропорційна часу: kt , а діафрагма повністю відкривається 
через   секунд. Визначити висоту 1h  рідини в посудині, коли діафрагма відкри-
та повністю . Висота циліндра  H , площа основи − S. 

▼Якщо площа отвору, через який витікає рідина, залежить від часу 
)(t  , то диференціальне piвняння dhhSdtht )()()(   після відокремлен-

ня змінних буде мати вигляд dh
h

hS
dtt

)(

)(
)(


  , а його інтеграл 

 
h

H

t

dh
h

hS
dtt

)(

)(
)(

0 
  (*). 

За умовою 0   при t . Значить,  k0 , звідки 

 0k , і тому 

t



 0 . Підставляючи   в  інтеграл (*),    одержимо    
h

H

t

h

dh

g

S
tdt

20

0




, 
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звідки  hH
g

S
t 

2

2

2
20




. 

 При t  висота рівня рідини h  дорівнює 1h , тому 1

0

4

2
hH

S

g



, а 

2

0

1 4

2












S

g
Hh


.▲   

  
Задачі  

(припустити, що рідина з резервуара витікає з швидкістю, яка дорівнює 
ghc 2 , де 10g  м/с2, h  − висота рівня рідини над отвором, с − стала (для 

води 6,0c ) 
 
 6. За який час витече вся вода з циліндричного бака  діаметром 8,12 R  м i 
висотою Н=2,4 м через отвір у дні діаметром 62 r  см? Вісь циліндра вертика-
льна.  
Відповідь: 17,5 хв. 

7. Розв’язати попередню задачу в припущенні, що вісь циліндра    горизон-
тальна, а отвір знаходиться в найнижчій частині циліндра.         
Відповідь: 17,3 хв. 

8. Циліндричний бак, який поставлено вертикально, має отвір у дні. Поло-
вина води з повного бака витікає за 5хв. За який час витече вся вода? 
Відповідь:   07,17225   хв. 
 9. Лійка має форму кругового конуса радіусом R=6 см i висотою Н=10 м. За 
який час витече вся вода з лійки через круглий отвір діаметром 0,5 см, зробле-
ний у вершині конуса?                            
Відповідь: 27 с.  

10. У прямокутний бак довжиною 75 см, шириною 60 см i висотою 80 см  
надходить 1,8 л води за секунду. У дні є отвір площею 2,5 см2. За який час на-
повниться бак? Порівняти результат з часом наповнення такого ж бака, але без 
отвору в дні.           
Відповідь: 260 с, 200 с. 

11. Циліндричний резервуар з горизонтальною віссю має довжину 6 м i діа-
метр 4 м. За який час вода, що заповнює резервуар, витече з нього через круг-

лий отвір радіусом 
12

1
 м у дні?                   

Відповідь: 18,5 хв. 
 12. Посудина являє собою тіло обертання. Якою повинна бути його форма, 
щоб при витіканні рідини з отвору радіусом r  у дні ця рідина в посудині опус-
калася рівномірно?   
Відповідь: у розрізі буде крива 4)( hChf  . 
 13. За який час витече вся вода з циліндричного бака,  дiaмeтp  основи  якого  
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2 м і висота 3 м, через отвір у дні діаметром 6 см (вісь циліндра вертикальна)? 

Відповідь: 054,0
3


g
 с.  

14. У дні циліндра з поперечним перерізом S  і вертикальною віссю є малий 
круглий отвір площею q, закритий діафрагмою. В циліндр налито рідину до ви-
соти h. В момент часу t = 0 діафрагма починає відкриватись, причому площа 
отвору пропорційна часу, i отвір повністю відкривається за 7 с. Якою буде ви-
сота H  рідини в циліндрі через T с після початку досліду?      

Відповідь: 

2

4

2










 Tq

S

g
hH .  

15. Знайти час, протягом якого вся вода витікає з конічної лійки, якщо відо-
мо, що половина води витікає за 2 хв.                       
Відповідь: 4,6 хв. 

16. Резервуар, що має вертикальну вісь, протікає у дні. Припускаючи, що 
швидкість витікання води пропорційна тиску, знайти, за який час витече поло-
вина води, якщо відомо, що десята частина води витекла за першу добу. 
Вказівка. Диференціальне рівняння задачі kghdtdh  .              
Відповідь: 6,6 доби.  
 17. Два вертикальних резервуари, кожен з яких має висоту і діаметр по 4 м, 

поставлено поруч i з’єднано біля дна короткою трубкою діаметром  
6

1
 м. Якщо 

спочатку один резервуар наповнений водою, а другий − порожній, то через 
який час вода буде знаходитися в них на одному рівні? Вважається, що швид-
кість протікання води через трубку визначається  як швидкість руху води, що 
витікає з отвору під тим же тиском. 
Відповідь: 7,27 хв.  

18. У резервуар глибиною 4 м, що має в поперечному перерізі квадрат із 
стороною 6 м, вливається вода зі швидкістю 10 м/с. За який час буде наповню-
ватися резервуар, якщо в той же час вода витікає з нього через квадратний отвір 

із стороною 
12

1
 м, що є у дні?           

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі dhdtgh 36
12

1
26,0

6

1
2















 . 
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 Закони руху 
  
Приклад 12. Моторний човен рухається в стоячій воді зі швидкістю  

200   км/год. На повному ходу його двигун виключається, i через 40 с після 
цього швидкість човна зменшується до 81   км/год. Oпip води пропорційний 
швидкості руху човна. Визначити швидкість човна через 2 хв. після зупинки 
двигуна. 

▼На рухомий човен діє сила  kF  , де k  − коефіцієнт пропорційності.  

Згідно  другого закону динаміки Ньютона маємо: 
dt

d
mmaF


 , і, отже, ди-

ференціальне рівняння руху запишеться так: 
k

dt

d
m  . Звідси dt

m

kd





 

або 1ln Ct
m

k
 , і 

t
m

k

Ce


 .  

3 початкової умови (при t=0 20 ) маємо 
0

20


 m

k

Сe , звідки 20C . Уточ-

нюємо закон зміни швидкості човна: 
t

m

k

e


 20 .  
Додаткова умова вказує, що при 40t  с = 1/90 год. швидкість складає         

8 км/год., звідки 90

1

208


 m

k

e  або 
90

5

2









m

k

e , тому закон зміни швидкості оста-

точно запишеться так: 
t90

5

2
20 






 .  

Підставляючи числові дані задачі в знайдене співвідношення i враховуючи 
при цьому, що 2t  хв. = 1/30 год., одержуємо: 

28,1
25

32

5

2
20

5

2
20

330

1
90






















  км/год.▲  

 Приклад 13. Куля, рухаючись із швидкістю 400 м/с, пробиває стіну товщи-
ною 20h  см i вилітає з неї із швидкістю 1001   м/с. Сила опору стіни про-
порційна квадрату швидкості руху кулі. Знайти час Т  руху кулі в стіні. 

▼Згідно з другим законом Ньютона диференціальне рівняння руху кулі має 

вигляд 2
k

dt

d
m  . Відокремлюючи змінні, одержуємо:      

m

k
kdtk

d
 112

,



. Отже, Ctk  1

1


 або Ctk  1

1


.  

3 початкової  умови  ( 0   при 0t )    знаходимо,   що    
0

1


C ,    а    тому 

0

1

11


 tk . Якщо  покласти  1  ,  то t=T,   і   шуканий   час    визначається   з 



 176

рівняння 









011

111

k
T . Залишається визначити 

1

1

k
.  

 Для цього одержаний роз’язок перепишемо так: 
tkdt

dx

01

0

1 



 , де швидкість 

  замінено на 
dt

dx
. Зінтегрувавши останнє рівняння, дістанемо 

  101

1

1ln
1

Ctk
k

x   . При t=0 маємо 0x  (куля входить в стіну), i тому   

01 C ; при hxTt   (куля виходить із стіни), а тому  Tk
k

h 01

1

1ln
1  .  

Отже, 
1

0
01

01

0
1 1,

1 






 


 Tk

Tk
. Вираз для h набуває тепер вигляду 

1

0

1

ln
1




k
h   або 

1

01 ln

1



h

k
 . Підставляючи 

1

1

k
 у формулу для T , дістанемо: 











01

1

0

11

ln 


h

T .  

Виконуючи   обчислення ( 4000   м/с, 1001   м/с, 2,0h  м, дістанемо, 
що Т = 0,00108 с.▲  
 Приклад 14. Маса парашутиста з парашутом 80 кг. Oпip повітря при опус-
канні парашутиста пропорційний квадрату його швидкості (k=400). Визначити 
швидкість спуску в залежності від часу. 

▼При опусканні діючими силами будуть вага парашутиста з парашутом 
Р=mg  (направлена вниз) i сила oпоpу повітря 2kF   (направлена вгору). От-
же, рівнодійною є сила 2kmgR  . Згідно другого закону Ньютона одержує-

мо диференціальне рівняння руху 2
kmg

dt

d
m  . Його загальний розв’язок: 

t
m

kg

Ce

k

mg
k

mg






2




 або 

1

1
2

2










t
m

kg

t
m

kg

Ce

Ce

k

mg . Використовуючи початкову умо-

ву: 0,0  t , визначаємо С: С=1. Отже, 

1

1
2

2










t
m

kg

t
m

kg

e

e

k

mg .▲  

Приклад 15.  Дія  тертя  на  диск,  який  обертається  в  рідині,  пропорційна 
кутовій швидкості обертання. Знайти залежність кутової швидкості   від     часу,  
якщо відомо, що диск, почавши обертання із швидкістю 200 об./хв., через   одну 
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хвилину обертався із швидкістю 120 об./хв. 

▼Нехай  − кутова швидкість обертання диска (об./хв.), 
dt

d
 − “бистрота” 

зміни кутової швидкості обертання диска (кутове прискорення) в рідині. Маємо 

рівняння дії сил 
k

dt

d
 . Звідси ktCeCktkdt

d  



,lnln; 1 .  

Використаємо початкові умови: t0=0, 0=200; 200,0

0   CCe k . При  

t1=1 хв. 1=120 об./хв., тому матимемо kCe120  або kCe 120 , звідки 

.
3

5
ln,

5

3
 ke k  

Шукана залежність кутової швидкості від часу така: 
t

t

e 









5

3
200200 3

5
ln

 .▲ 

Приклад 16. Знайти криву, яку утворює канат, за який підвішено міст (на 
кожну одиницю горизонтальної проекції навантаження однакове). 

▼Частина каната АВ знаходиться в рівновазі під дією трьох сил: горизонта-
льного натягу Н в точці А, натягу Т, 
направленого вздовж каната в точці В, і ваги 
мосту між точками А і В. Вагою каната в 
зв’язку з її малістю нехтуємо.  

Вага частини мосту між  А і В 
пропорційна довжині х і складає kx. На основі 
фундаментальних понять статики про те, що 

сума проекцій всіх діючих сил на вертикальну і горизонтальну осі дорівнює ну-
лю, одержимо умови рівноваги сил: 1) вертикальних: kxT sin  (*);             2) 
горизонтальних: HT cos  (**). Поділивши (*) на (**), одержуємо: 

x
H

k
tg  . Але ytg  , тому x

H

k
y  . Інтегруючи, одержуємо рівняння шу-

каної  кривої: Cx
H

k
y  2

2
 − сім’я парабол.▲  

 Приклад 17. Матрос, обернувши кілька разів трос навколо тумби, легко 
втримує пароплав. Чому? 

▼Розглянемо задачу про тертя троса АВ 
об нерухомий циліндр – тумбу з центром у 
точці О. Завдяки тертю більша сила Q  

врівноважується меншою силою P .  
Введемо до розгляду малий елемент 

ММ1 троса, так що  1MOM , і нехай 
до точок М і М1 прикладено відповідно 
сили F  і FF  . Рівнодійну цих сил N  
визначимо за правилом паралелограма 
(паралелограм сил вважатимемо для спрощення міркувань ромбом, оскільки F  
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і FF   відрізняються мало у зв’язку з малістю  ). Маємо: 
2

sin
2


 F

N
. 

Для малих кутів 
22

sin
 




, тому наближено 

 FN  і N  − перпендикулярна до виділеного 
елемента троса ММ1. Сила тертя R  на ньому 
пропорційна N і становить   FR , де   − 
коефіцієнт тертя. Враховуючи, що натяг троса в точці 

М1 перевищує натяг в точці М  якраз на R , матимемо   FF . Поділивши 
на   і перейшовши до границі при 0 , одержуємо диференціальне рів-

няння задачі F
d

dF 

 .  

Його розв’язок CeF  , де С – стала. В точці PFA  )0( , а тому C=P 

і PeF  . В точці )(  B  для найбільшого значення сили F маємо 
PeQF  . Різниця між силами P i Q значно зростає із збільшенням кута  ; 

наприклад, обхопивши тумбу 5 разів звичайним тросом (=0,5) можна зусил-
лям 10 кг зрівноважити майже 25500 кг, тобто одна людина втримує паро-
плав.▲ 

 
Задачі 
 

 19. Човен сповільнює свій pyx під дією опору води, який пропорційний 
швидкості човна. Початкова швидкість човна 1,5 м/с, швидкість його через 4 с 
− 1 м/с. Коли швидкість човна зменшиться до 1 см/с? Який шлях може пройти 
човен до повної зупинки? 
Відповідь: 50 с; 15 м. 
 20. Моторний човен рухається в стоячій воді зі швидкістю 5  м/с. На повно-
му ходу двигун було виключено, i через 40 с швидкість човна   стала  рівною 2 
м/с. Вважаючи, що сила опору води пропорційна швидкості руху човна, визна-
чити його швидкість через 1 хв. після виключення двигуна? 

Відповідь: 
25

8
 м/с. 

 21. Куля, яка має швидкість 2000   м/с, пробиває дошку товщиною 40 см i 
вилітає з іншої сторони дошки зі швидкістю 801   м/с. Скільки часу куля пе-
ребуває в дошці, якщо oпip дошки руху кулі пропорційний її швидкості? 

Відповідь: 
2

5
ln2  с. 

 22. Куля входить у дошку товщиною 10 см із швидкістю 200 м/с, а вилітає з 
неї зі швидкістю 801   м/с. Вважаючи, що сила опору дошки руху кулі про-
порційна квадрату швидкocтi руху, знайти, скільки часу куля рухалася в дошці.    
Відповідь: 0,00082 с. 
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 23. Парашутист стрибнув з висоти 1,5 км, а розкрив парашут на висоті 0,5 
км. Який час він падав до розкриття парашута? Гранична швидкість людини в 
повітрі 50 м/с. Oпip повітря пропорційний квадрату швидкості .            
Відповідь: 23 с. 
 24. Матеріальна точка рухається прямолінійно, причому, її кінетична енергія 
в момент часу t пропорційна середній швидкості руху в інтервалі часу від нуля 
до t. Відомо, що при t = 0 шлях s = 0. Показати, що рух рівномірний. 
 25. Матеріальна точка рухається по прямій із швидкістю, обернено пропор-
ційною пройденому шляху. В початковий момент руху точка знаходилась на 
відстані 2 м від місця початку руху i мала швидкість 100  м/с. Визначити 
пройдений шлях i швидкість точки через 8 с після початку руху.   

Відповідь: 
9

10
)8(   м/с; 18)8( s  м.  

 26. На тіло діє сила, пропорційна часу. Крім того, середовище протидіє руху 
тіла з силою, пропорційною швидкості. Знайти закон руху тіла. 

Відповідь: 2142

2
2

2
CeC

a

kt

a

kt
s ta   . 

 27. Тіло масою т рухається прямолінійно; на нього діє сила, пропорційна 
кубу часу (k), який пройшов з того моменту, коли швидкість дорівнювала 0 . 
Крім того, руху тіла протидіє середовище із силою, пропорційною добутку 
швидкості i часу (k1). Знайти залежність швидкості від часу.       

Відповідь: )1()( 2

0

2

  atbeb at , де 
2

1

1 2
,

2 k

km
b

m

k
a  . 

 28. Точка масою т рухається прямолінійно; на неї діє сила, пропорційна ча-
су (k1), що пройшов з того моменту, коли швидкість дорівнювала нулю. Крім 
того, на точку діє сила опору середовища, пропорційна швидкост (k).    Знайти 
залежність швидкості від часу.               

Відповідь: 






 


m

kt

e
k

m

k

m
t

k

k1 .  

 29. Точка масою 1 г рухається прямолінійно під дією сили, пропорційної ча-
су, що відраховується з моменту t=0, i сили, обернено пропорційної швидкості 
руху точки. В момент часу t=10 с швидкість дорівнювала 0,5 м/с, а сила − 

5104   Н. Якою була швидкість через 1 хв. після початку руху?    
Відповідь: 7,2  м/с. 
 30. Футбольний м’яч масою 0,4 кг кинуто вгору зі швидкістю 20 м/с. Oпip 
повітря пропорційний квадрату швидкості i дорівнює 4,8 мН при швидкості      
1 м/с. Обчислити час підйому м’яча i найбільшу висоту підйому. Як зміняться 
ці результати, якщо знехтувати опором повітря?                          
Відповідь: 1,75 с, 16,3 м;  2 с, 20 м. 
 31. Обчислити час падіння м’яча масою 400 г з висоти 16,3 м без початкової 
швидкості з урахуванням опору повітря  kFоп . . Знайти    швидкicть    м’яча  
наприкінці падіння. 
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Відповідь: 1,87 с; 16,4 м/с. 
 32. Сила тертя, яка сповільнює обертання диска в рідині, пропорційна куто-
вій швидкості обертання.  
 а) Диск, почавши обертання з кутовою швидкістю 3 об./с, через 1 хв. обер-
тається з кутовою швидкістю 2 об./с. Якою буде його кутова швидкість через 3 
хв. після початку обертання? 
 б) Диск, почавши обертання з кутовою швидкістю 5 об./с, через 2 хв. обер-
тається з кутовою швидкістю 3 об./с. Через який час після початку обертання 
він буде мати кутову швидкість  1 об./с? 
Відповідь: а) 8,9 об./с; б) через 6 хв. 18 с. 
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Барометрична формула 
 
Приклад 18. Відомо, що чим вище над рівнем моря, тим повітря розрідже-

ніше – атмосферний тиск з вистою зменшується. Встановити залежність 
)(hpp   тиску p  від висоти h . 

▼Розглянемо умови рівноваги повітряного циліндра АВ з поперечним пере-
різом площею 1 м2. Нехай h  і hh   − висоти його основ А і В 
над рівнем моря, p  і pp   − відповідні тиски повітря,   − 
густина повітря на висоті h . Вага циліндра АВ 
врівноважується силою тиску: mgp  , де m  − маса 
повітряного циліндра, g  − прискорення вільного падіння. 
Масу даного циліндра знаходимо як добуток його об’єму на 
середню густину: chm  1 . Якщо 0h , то  c  і, 

переходячи до границі у співвідношенні cg
h

p 



, маємо 

диференціальне рівняння )(hg
dh

dp  . 

На основі закону Бойля-Маріотта у припущенні сталості 
температури на певних висотах, робимо висновок про те, що 

тиск пропорційний густині: RTpV  , )(hk
V

m

m

RT

V

RT
p 

 ; 
m

RT
k


 , 

V

m
h )( ,   − кількість речовини, R  − універсальна газова стала, т – маса га-

зу. Замінюючи в диференціальному рівнянні задачі )(h  на 
k

p
, одержуємо рів-

няння з відокремлюваними змінними 
k

p
g

dh

dp
 , звідки 

h
k

g

Cep


 , де С – дові-

льна стала.  
Якщо на рівні моря ( 0h ) атмосферний тиск дорівнює 0p , то залежність 

тиску від висоти (барометрична формула) запишеться остаточно так: 
h

k

g

epp


 0 .▲ 
 
Задачі 
 
33. При температурі 25 оС атмосферний тиск у двох пунктах становить від-

повідно 7501 l  мм рт. ст. і 7202 l  мм рт. ст. Знайти різницю висот цих пунк-
тів над рівнем моря. Вважати атмосферний тиск пропорційним густині повітря 
з коефіцієнтом )004,01(8000 tk  , де t  − температура повітря. 
Відповідь: 360 м. 
 34. Знайти атмосферний тиск на висоті h , якщо на поверхні землі тиск дорі-
внює 1 кГ/см2 і густина повітря 0,0012 г/см3. Використати закон Бойля-
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Маріотта, згідно з яким густина пропорційна тиску (тобто знехтувати зміною 
температури повітря з висотою). 
Відповідь: на висоті h  км hehp 12,0)(   (кГ/см2). 
 35. Припускаючи, що у вертикальному повітряному стовпі тиск на кожному 
рівні обумовлений тиском вищих шарів, знайти залежність тиску p  від висоти 

h , якщо відомо, що на рівні моря ( 0h ) цей тиск дорівнює 9,81 410  Па, а на 
висоті 500 м  –  9,016 410  Па. 

Відповідь: 50092,0
h

p  . 
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 Адіабатне розширення газу 
  
Приклад 19. Розглянемо ідеальний газ, що міститься в об’ємі V. Вважати-

мемо, що розширення газу відбувається без теплообміну з середовищем (адіа-
батний процес), де він міститься. Дослідити залежність між об’ємом газу V та 
його тиском p при сталій температурі Т. 

▼ Нехай газ міститься в циліндрі з рухомим поршнем, площа поверхні яко-
го S. Якщо поршень пересувається на відстань h  угору, 
то об’єм газу збільшується на V . При сталому тиску 
механічна робота газу дорівнює VphpS  . В 
адіабатному процесі газ виконує механічну роботу за 
рахунок зменшення своєї власної енергії, яка визначається 
величиною TCV , де T  − від’ємний приріст 
температури газу, а VC  − його теплоємність при сталому 
об’ємі. Отже, VpTCV  .  

Згідно закону Менделеєва-Клапейрона RTpV  , де R − універсальна газова 

стала. Звідси та з попереднього співвідношення маємо V
V

RT
TCV  . Пере-

ходячи до границі, коли 0V , дістанемо диференціальне рівняння 

V

T

dV

dT  , де 
VC

R
 . 

Відокремимо змінні і проінтегруємо: 0
V

dV

T

dT  , 0)ln(ln  VTd  ,  

CTV ln)ln(  , де С>0 – стала інтегрування,   CVTCTV , . Повертаю-

чись до закону Менделеєва-Клапейрона, запишемо: CV
R

pV
, звідки 

RCCCpV 
11

1 , . 
Нехай 1k ; тоді маємо класичний закон Пуассона для адіабатного роз-

ширення газу: 1CpV k  . Довільна стала С1 залежить від початкових умов. Як-

що початковий тиск газу p 0 і початковий об’єм V0, то 100 CVp k  , і, отже, 

1,0

0







 k

V

V

p

p
k

.▲  

Приклад 20. У циліндричній посудині, об’єм якої V0, повітря за допомогою 
поршня адіабатно стискається до об’єму V1. Обчислити роботу стискання. 

▼При опусканні поршня на відстань dx виконується елементарна робота 
pSdxdA  ,  де p − тиск повітря до опускання поршня, S − площа поршня. Але 

dVSdx   − відповідна зміна об’єму, тому pdVdA  . За законом Пуассона 
k

V

V
pp 






 0

0 , де k − стала (для певного газу) величина. Дістанемо диференціа-

льне рівняння задачі: 
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k

k

V

dV
VpdA 00 . Розв’язавши його, знайдемо: 

1
,

)1(
00

1

00







 k

Vp
CC

Vk

Vp
A

k

k

 

(С знайшли з початкових умов: 0)( 0 VA ). 

 При V=V1 1,1
1

1

1

000 
























k
V

V

k

Vp
A

k

.▲  
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 Зміна концентрації розчину чи суміші 
 
Приклад 21. У резервуарі об’ємом 100 л знаходиться розсіл, що містить 10 

кг розчиненої солі. В резервуар втікає вода з швидкістю 3 л за хвилину, і суміш 
витікає з резервуара з тією ж швидкістю, причому концентрація підтримується 
рівномірною. Скільки солі залишиться в резервуарі через 1 год.? 

▼Нехай через t хвилин у резервуарі буде x кг солі. Тоді концентрація солі 

становитиме 
100

x
c   кг на 1 л розчину. За проміжок часу dt 3dt л води влива-

ється в резервуар і 3dt л розчину, що містить 3сdt кг солі, витікає. Звідси зміна 
кількості солі в резервуарі характеризується співвідношенням 

dt
x

cdtdx
100

3
3  .  

Кількість солі, що залишається в резервуарі через 1 год., визначається із 

співвідношення  
x

dt
x

dx

10

60

0100

3
, звідки 8,1

10
ln 

x
 і, значить, x=1,654 кг.▲  

 Приклад 22. У залі кубатурою 10800 м3 повітря містило 0,12 % вуглекисло-
го газу. Який об’єм повітря, що містить 0,04 % вуглекислого газу, треба щохви-
лини подавати до зали, щоб через 10 хв. у ній було 0,06 % вуглекислого газу? 
 ▼Нехай в момент часу t у кімнаті буде x % вуглекислого газу. За час dt вен-

тилятор додав adt
100

1
04,0 , а вийшло з приміщення adtx 

100

1
 м3 вуглекис-

лого газу (а – шукана продуктивність вентилятора). Значить, за час dt хвилин 
кількість вуглекислого газу в повітрі зменшилась на adtxdq )0004,001,0(   м3. 
Якщо dx  – процентне зменшення вмісту вуглекислого газу в повітрі, то з іншо-
го боку dxdq 01,010800   м3 (знак мінус береться тому, що 0dx ).  
 Прирівнюючи обидва вирази для dq, складемо диференціальне рівняння 

dxadtx 01,010800)0004,001,0(  . Відокремлюємо змінні: 

04,010800 


x

dxadt
. Інтегруємо: 1080004,0

at

Cex


 .  

 Оскільки х = 0,12 для t=0, то С=0,08, і частинний інтеграл має вигляд 

1080008,004,0
at

ex


 . Оскільки х=0,06 при t=10, то 108008,002,0
a

e


 , звідки 

15004ln1080,
4

1
1080 


ae
a

м3/хв.▲ 

 
 Задачі 

 
36. У резервуарі об’ємом 100 л знаходиться розсіл, що містить 10 кг роз-

чинної солі. В резервуар втікає вода із швидкістю 3  л/хв.,  і суміш витікає з ре-
зервуара з тією ж швидкістю в другий резервуар місткістю 100 л, який напов-
нений водою. З другого резервуара суміш витікає з такою ж швидкістю. Скіль-
ки солі буде містити другий резервуар через 1 год.? 
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Вказівка. Диференціальне рівняння задачі  dtxedx t 03,03,0 03,0   . 
Відповідь: 3 кг. 
 37. У посудині знаходиться 60 л розчину, що містить 5 кг солі. В бак непе-
рервно подається вода із швидкістю 3  л/хв., яка перемішується з розчином. Су-
міш витікає з тією ж швидкістю. Скільки солі в посудині залишиться через го-
дину? 
Відповідь: 5е -3 кг. 
 38. Резервуар містить 100 л розсолу, в якому знаходиться 10 кг розчинної 
солі. Вода вливається в резервуар із швидкістю 3 л/хв., і суміш витікає з нього 
із швидкістю 2 л/хв., причому концентрація підтримується рівномірним помі-
шуванням. Скільки солі в резервуарі буде через 1 год.? 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі dt
t

x
dx




100

2
. 

Відповідь: 3,9 кг. 
 39. Людина в середньому дихає 18 разів за 1 хв., видихаючи кожен раз 2000 
см3 повітря, що містить 4 % вуглекислого газу. Який процент вуглекислоти бу-
де містити через півгодини повітря аудиторії об’ємом 400 м3, якщо в ній знахо-
диться 50 чоловік і якщо вентилятори за хвилину забезпечують надходження 40 
м3 свіжого повітря? 
Відповідь: 0,17 %. 
 40. В торгове приміщення об’ємом 10000 м3 входить через вентилятори за 
1хв. 1000 м3 свіжого повітря, що містить 0,04 % вуглекислого газу. О 9 год. ра-
нку в приміщення входять службовці, і через півгодини вміст вуглекислого газу 
в повітрі підвищується до 0,12 %. Якого проценту вуглекислого газу слід чека-
ти в повітрі о 14 годині? 
Відповідь: 0,124 %. 
 41. Балон об’ємом 20 л містить повітря (80 % азоту і 20 % кисню). У балон 
входить 0,1 л азоту за секунду, який неперервно перемішується, і виходить така 
ж кількість суміші. Через який час в посудині буде 99 % азоту? 
Відповідь: 10 хв. 
 42. У повітрі кімнати об’ємом 200 м3 міститься 0,15 % вуглекислого газу 
(СО2). Вентилятор подає за хвилину 20 м3 повітря, що містить 0,04 % СО2. Че-
рез який час кількість вуглекислого газу в кімнаті зменшиться втричі? 
Відповідь: 24 хв. 
 43. У фляжку місткістю 1 л по одній трубці надходить кисень, і суміш його з 
повітрям виходить через другу трубку. Припускаючи, що концентрація залиша-
ється рівномірною, і що повітря містить 21 % кисню, знайти, який буде процент 
кисню у фляжці після того, як через неї пройде 5 л газу. 
Вказівка. Позначити через х кількість газу, який пройшов через фляжку, через  
y – наявну кількість кисню; маємо: ydxdxdy  . 
Відповідь: 99,5 %. 
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 Процеси першого і другого порядків1 
  

 Мономолекулярний процес – це хімічна реакція першого порядку, в процесі 
якої певна речовина А перетворюється в стійку речовину С. Нехай  – початко-
ва кількість речовини А, що вступила в реакцію. За час t від початку реакції цієї 
речовини залишилося  - x, де х – кількість утвореної речовини С. Вважаючи, 

що швидкість перебігу реакції 
dt

dx
 пропорційна з коефіцієнтом k кількості речо-

вини, що не перетворилася, дістанемо диференціальне рівняння )( xk
dt

dx
  . 

Відокремлюючи змінні й інтегруючи, знаходимо kdt
x

dx



,   

ktCx  1ln)ln( . Загальний розв’язок матиме вигляд ktCex  , С –

довільна стала, яка визначається з початкової умови: x=0 при t=0. Отже, С=.  
 Остаточно маємо: )1( ktex  . 

Приклад 23.  Нехай розчиняють цукрозу у воді, причому на початку реакції 
кількість цукрози x0, а за час t розчинилась її кількість x. Тоді вважають, що 

)( 0 xxk
dt

dx
 , де k – стала. Обчислити, за який час розчиняється у воді вся цу-

кроза. 
 ▼Інтегруючи, маємо: Cktxx  )ln( 0 . Довільну сталу С визначаємо з 

умови x(0)=0, тобто 0ln xC  . Отже, ktexxx  00  або )1(0

ktexx  .  

 При розчиненні усієї речовини x= x0; це можливо при t=. Отже, теоретично 
вся речовина ніколи не розчиниться, а практично вважають реакцію заверше-
ною, якщо кількість нерозчиненої речовини менша 0,001 її початкової кількос-
ті. З цих міркувань маємо для 0999,0 xx   001,0-kte . Отже, 

4343,0

3

lg

1000lg


e
kt  або kt 91,6 . Ось за такий час практично вся цукроза 

розчиниться у воді.▲  
 Нехай маємо процес, у якому беруть участь дві незалежні змінні величини x 
i y та третя величина z, пропорційна як x, так і y. Це означає, що при сталому y z 
пропорційна x, а при сталому x  –   z  пропорційна y. Це виражається рівністю 

kxyz  . 
 До такого процесу належить той процес, при якому швидкість розчинення 
якої-небудь речовини пропорційна наявній кількості x нерозчиненої речовини і 
в той же час пропорційна різниці між концентрацією с даної речовини в даний 
момент і її концентрацією s у насиченому розчині. Таким чином, маємо: 

)( cskx
dt

dx
 . Повна кількість речовини (розчиненої і нерозчиненої) залиша-

                                           
 1 За своїм змістом задачі цього пункту дуже близькі до фізичних. Процеси, що розглядатимуться, 
доповнюють вивчені у попередньому пункті. 
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ється сталою на протязі процесу, що дозволяє виразити с через x, а отже, 
dt

dx
 є 

функцією другого степеня від x. Такого роду процеси, в яких швидкість зміни 
якої-небудь величини виражається функцією другого степеня від x, називають-
ся процесами другого порядку. 

Нехай a i b  – початкові кількості речовин A i B, а x – кількість кожної з     
цих речовин, що вступила в реакцію за час t від її початку. Вважаючи, що шви-

дкість перебігу цієї хімічної реакції 
dt

dx
 пропорційна з коефіцієнтом k добуткові 

наявних кількостей речовин A i B – відповідно xa   і xb  , дістанемо дифере-

нціальне рівняння baxbxak
dt

dx
 ),)(( . Відокремлюємо змінні: 

kdt
xbxa

dx


 ))((
. Інтегруємо: 














   xb
dx

xa
dx

abxbxa
dx 1

))((
 

C
abxa

xb
ab

ln
1

ln
1








  (сталу зручно взяти в такому вигляді). Отже, 

ktabC
xa

xb
)(lnln 




, і після потенціювання загальний інтеграл диференціа-

льного рівняння задачі матиме вигляд ktbaCe
xa

xb )( 



, де С – довільна стала, 

яку визначаємо з початкових умов: x=0, коли t=0. 

 Враховуючи, що abC  , матимемо 
ktba

ktba

bea

e
abx

)(

)(1







 . Якщо t , то 

bx  , тобто процес другого порядку також продовжується нескінченно довго.  

 Коли ba  , має місце диференціальне рівняння kt
xa

dx


 2)(
. Інтегруючи, 

маємо ktC
xa


 1

1
; С1 – довільна стала, яка з урахуванням початкових умов 

дорівнює a1 . Отже, 
)(11 akt

a
x


 . 

Зауваження. Коефіцієнт k в усіх хімічних реакціях для кожної речовини ви-
значається експериментально. 
 Приклад 24. З деякої (хімічно недіяльної) речовини добувають сірку, роз-
чиняючи цю речовину в бензолі. Знайдено, що користуючись великою кількіс-
тю бензолу, за 42 хв. вдається добути половину всієї наявної кількості сірки. 
Знайти, скільки сірки можна розчинити за 6 год., якщо в даній речовині міс-
титься 6 г сірки, і якщо взято 100 г бензолу – кількість, яка при насиченні роз-
чиняє 11 г сірки.  
 ▼Нехай  x – кількість сірки, яка залишається нерозчиненою в момент часу t. 

Концентрація сірки в насиченому розчині 
100

11
s  г сірки на 1 г    бензолу.   Для 
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визначення x дістанемо диференціальне рівняння )11,0( ckx
dt

dx
 . Якщо взяти 

велику кількість бензолу, то с стає дуже малим і ним можна знехтувати. Тому 

kx
dt

dx
11,0 . Оскільки на протязі 42 хв. розчиняється половина наявної сірки, то 

 
42

0

3

6

11,0 dtk
x

dx
, звідки 15,0k .  

Якщо бензолу є 100 г, то, оскільки кількість розчиненої сірки x6 , маємо 

100

6 x
c


 . Тому рівняння задачі набуває такого вигляду: 

)5(0015,0
100

6
11,015,0 xx

x
x

dt

dx







 

 , звідки  


360

06

0015,0
)5(

dt
xx

dxx

 і 

7,2
)5(6

11
ln 

x

x
. Звідси одержуємо x=0,192. Це і є та кількість сірки (в грамах), 

яка залишається нерозчиненою через 6 год.▲  
  
Задачі 
 

 44. Деяка речовина перетворюється в іншу із швидкістю, пропорційною кі-
лькості неперетвореної речовини. Якщо кількість першої 31,4 г після 1 год. і 9,7 
г після 3 год., то визначити: 1) скільки речовини було на початку процесу; 2) 
через який час після початку процесу залишиться лише 1 % від початкової кі-
лькості речовини, що перетворюється? 
Відповідь: 1) 56,52 г; 2) 7,84 год. 
 45. В результаті хімічної реакції з двох рідин А і В об’ємом 10 та 20 літрів 
відповідно, утворюється нова хімічна речовина С. Визначити закон утворення 
речовини С залежно від часу t за умови, що протягом хімічної реакції темпера-
тура не змінювалась, і за 20 хв. утворилося 6 л речовини С. Вважати, що з кож-
них двох об’ємів речовини А і одного об’єму речовини В утворюється три 
об’єми речовини С. 

Вказівка. Диференціальне рівняння процесу .
3

20
3

2
10 






 





 

xx
k

dt

dx
  

Відповідь:      ttx 33 3225,0132115  . 
 46. Вода, що міститься в речовині, випаровується в навколишній простір із 
швидкістю, пропорційною кількості води в даній речовині, а також пропорцій-
ною різниці між вологістю навколишнього повітря і вологістю насиченого во-
дяною парою повітря. Деяка кількість речовини, що містить 3 кг води, була по-
міщена в кімнату об’ємом 100 м3, повітря якої мало спочатку вологість 25 %. 
Насичене повітря при тій же температурі містить 0,12 кг води на 1 м3. Якщо  
протягом першої доби речовина втратила половину своєї вологи, то скільки во-
ди в ній залишиться через 2 доби? 
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Вказівка. Диференціальне рівняння задачі )6(  sks
dt

ds
. 

Відповідь: 0,82 кг. 
 47. Протягом якого часу речовина (попередня задача) втратить 90 % своєї 
вологи, якщо вологість  навколишнього повітря (25 %) підтримували сталою за 
допомогою вентиляції? 
Відповідь: 3 доби. 
 48. Дно резервуара місткістю 300 л покрите сумішшю солі і нерозчинної ре-
човини. Припускаючи, що швидкість розчинення солі пропорційна різниці між 
її концентрацією в даний момент і концентрацією насиченого розчину (1 кг солі 
на 3 кг води), і що дана кількість чистої води розчиняє 31  кг солі за 1 хв., знай-
ти, скільки солі буде містити розчин через 1 год. 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі 





 

3003

1 x
k

dt

dx
. 

Відповідь: 18,1 кг. 
 49. Деяка кількість нерозчинної речовини містить у своїх порах 10 кг солі. 
Діючи на неї 90 л води, знайшли, що протягом 1 год. розчинилась половина со-
лі. Скільки солі розчинилось би протягом того ж часу, якби взяти подвоєну кі-
лькість води? Швидкість розчинення пропорційна кількості нерозчиненої солі і 
різниці між концентрацією розчину в даний момент і концентрацією насичено-
го розчину (1 кг солі на 3 л). 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі 





 




3

1

90

10 x
kx

dt

dx
. 

Відповідь: 5,2 кг. 
 50. Деяка кількість нерозчинної речовини містить у своїх порах 2 кг солі. 
Діючи на неї 30 л води, знайшли, що через 5 хв. 1 кг солі розчинився. Через скі-
льки часу розчиниться 99 % початкової кількості солі? 
Відповідь: 32,2 хв. 
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 Охолодження тіла 
  
Приклад 25. Швидкість охолодження тіла в повітрі пропорційна різниці 

між температурою тіла і температурою повітря. Якщо при температурі повітря 
20 оС тіло охолоджується від 100 оС до 60 оС за 20 хв., то за який час темпера-
тура його понизиться до 30 оС? 

▼Позначимо через Т(t) температуру тіла в градусах в момент часу t. Запи-

шемо диференціальне рівняння задачі у вигляді )20(  Tk
dt

dT
.  Коефіцієнт 

пропорційності k знаходимо, інтегруючи рівняння і враховуючи початкові умо-

ви: ,
20

kdt
T

dT



  



20

0

60

100 20
dtk

T

dT
. Звідси k

T

T
T 20

100

60
)20ln( 




  або k20
2

1
ln  , 

тобто 
20

2ln
k .  

Інтегруємо рівняння задачі по T в межах від 100 до 30 і по t – в межах від 0 

до t:  


t

dtk
T

dT

0

30

100 20
 або kt

8

1
ln , тобто .2ln3

1


k
t  Підставляючи замість k 

знайдене значення, одержуємо 602ln3
2ln

20
t  хв. Отже, через годину темпе-

ратура тіла понизиться до 30 оС.▲  
  
Задачі 
 
51. Тіло охололо на повітрі від 100 оС  до 60 оС за 10 хв. Температура  повіт-

ря 20 оС. Коли тіло охолоне до 25 оС? 
Відповідь: 40 хв. 

52. Тіло, температура якого 25 оС, поміщено в термостат, у якому підтриму-
ється температура 0 оС. За який час тіло охолоне до 10 оС, якщо за      20 хв. во-
но охололо до 20 оС? 
Відповідь: 82 хв. 

53. Тіло, температура якого 30 оС, за 30 хв. перебування в термостаті, тем-
пература якого 0 оС, охололо до 22,5 оС. Якою буде температура тіла через  3 
год. після початку досліду? 
Відповідь: 5 оС. 

54. Температура витягнутого з печі тіла на протязі 20 хв. падає від   200 оС   
до 150 оС. Температура повітря 25 оС. За який час температура тіла понизиться 
до 30 оС? 
Відповідь: 4 год. 34 хв. 

55. Тіло, нагріте до температури 200 оС, охолоджується на повітрі, темпера-
тура якого дорівнює 20 оС. Через 5 хв. після початку охолодження температура 
тіла дорівнює 60 оС. Через який час воно охолоне до температури 25 оС? 
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 Поширення тепла 
  
Якщо на кожній з поверхонь, які обмежують тіло, підтримувати сталу тем-

пературу, то тіло за якийсь час приходить в стаціонарний стан, при якому тем-
пература різна в різних точках тіла, але в кожній окремій точці не змінюється  з 
часом. Часто буває, що температура Т є функцією тільки однієї координати, на-
приклад х. Згідно закону Фур’є в цьому випадку швидкість, з якою тепло по-

ширюється через поверхню А, перпендикулярну до oci х, дорівнює 
dx

dT
kAQ  , 

де k – стала величина, яка називається теплопровідністю даної речовини.  
Якщо тепер уявити ряд поверхонь А таких, що потік тепла, який перетинає 

одну з них, перетинає i всі інші, то рівняння процесу може бути записане у ви-
гляді constQ  . Якщо при цьому площу А задано як функцію від х, то ми одер-
жуємо згадане диференціальне рівняння, що дозволяє визначити Т як функцію 
х. Підставляючи в знайдений роз’язок значення х i Т на двох поверхнях тіла, 
знайдемо Q i сталу інтегрування. 

Приклад 26. Залізна куля (k = 0,14) має внутрішній радіус 6 см, а зовнішній 
– 10 см. Вона знаходиться в стаціонарному тепловому стані, причому темпера-
тура на внутрішній поверхні постійно дорівнює 200 оС, а на зовнішній – 20 оС. 
Знайти температуру на відстані r від центра i кількість тепла, яку віддає куля за 
1 с. 
 ▼Тепло поширюється paдiaльнo. На відстані r від центра площа поверхні, 
через яку поширюється тепло, визначається як площа сфери: 24 rA  . Оскіль-
ки між окремими сферичними поверхнями кількість тепла залишається незмін-
ною, то через дві будь-які поверхні протікає одна i та ж кількість теплоти; тому 

за законом Фур’є constQ
dr

dT
kr  24 . Відокремлюючи змінні i інтегруючи, 

одержуємо C
r

Q
kT 4 .  

 Підставляючи Т=20, r=10 i Т=200, r=6, знаходимо: ,1000 kC   

,10800 kQ   а значить, 250
2700


r

T .  

 Для швидкості тепловипускання кулі одержуємо: 475010800  kQ   кал/с 
(1 кал   4,2 Дж).▲  

 
 Задачі 

 
56. Цегляна стіна (k=0,0015) має товщину 30 см. Знайти, як залежить темпе-

ратура від відстані точки від зовнішнього краю стіни, якщо вона дорівнює 20 оС 
на її внутрішній поверхні i 0 °С – на зовнішній. Знайти також кількість тепла, 
яке стіна (на 1м2 ) віддає назовні протягом доби. 
Відповідь: 32xT  ; 864 ккал.  
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 Перехідний процес в електричному колі 
  
Приклад 27.  Сила струму і і електрорушійна сила   у колі з опором R і ін-

дуктивністю L пов’язані співвідношенням .
dt

di
LRi   Вважаючи   сталою, а 

силу струму в початковий момент рівною нулю, знайти силу струму в момент 
часу t. 

▼Перепишемо рівняння задачі у вигляді 
L

i
L

R

dt

di 
 . Це лінійне рівняння 

по відношенню до 
dt

di
 і і. Розв’язуючи його підстановкою vui  , маємо 








 
 t

L

R

e
R

i 1


.▲  

 Приклад 28. У колі з опором R і індуктивністю L діє періодична електро-

рушійна сила t
T

 2
sin1   (де T − період, t − час,  − стала, що дорівнює 

max 1 ). Визначити силу струму в момент часу t, якщо в початковий момент t=0 
і=0. 

 ▼У колі діють дві сили: електрорушійна сила t
T

 2
sin1   і протилежна їй 

електрорушійна сила індукції 
dt

di
L2 , тому .

2
sin21 dt

di
Lt

T


  Згі-

дно закону Ома 
R

i


 , тобто .

2
sin

R
dt

di
Lt

Ti





 Позначимо k

T


2
, одержимо 

диференціальне рівняння процесу ktRi
dt

di
L sin  − лінійне рівняння першо-

го порядку. 
Розв’язуючи його, маємо такий загальний розв’язок: 

kt
RLk

kL
kt

RLk

R
Cei

t
L

R

cossin
222222 





 

.  

Сталу С знаходимо з початкових умов (t=0, і=0): 
222 RLk

kL
C





. Отже, 








 





ktkLktRkLe
RLk

tI
i

L

R

cossin)(
222


.▲ 

 
 Задачі 
 

57. Різниця потенціалів на затискачах котушки рівномірно падає від 0 =2 В 
до 1 =1 В за 10 с. Яким буде струм наприкінці десятої секунди, якщо на почат-
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ку досліду він дорівнював 
3

2
16  А? Опір котушки 0,12 Ом, коефіцієнт індуктив-

ності 0,1 Гн. 
Відповідь: 9,03 А. 
 58. До електричного кола підводиться напруга U=300 В, його активний опір 
складає R=150 Ом. Коефіцієнт самоіндукції L=30 Гн. За який час з моменту за-
микання  кола сила струму досягне 99 % свого граничного значення? Знайти 
закон зміни сили струму в такому колі. 

Відповідь: 9,0100ln
5

1
t  с. 

 59. Знайти закон зміни сили струму в електричному колі з опором R  і ємні-
стю C  при замиканні кола на джерело струму постійної напруги U . 

Вказівка. Спад напруги на конденсаторі визначається як 
t

di
C 0

)(
1  . 

Відповідь: 
t

RCe
R

U
i




1

. 
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 Абсорбція світла 
  
Приклад 29. Поглинання (абсорбція) світлового потоку тонким шаром води 

пропорційне до товщини шару і потоку, який падає на його поверхню. При 
проходженні через шар товщиною 1 м поглинається 1/4 початкового світлового 
потоку. Яка частина світлового потоку дійде до глибини h = 4 м? 

▼Нехай )(hQQ   − світловий потік, який доходить до глибини h. При про-
ходженні через шар води товщиною dh поглинутий світловий потік визначаєть-
ся як kQdhdQ  , звідси khCehQ )( . 

Нехай початковий світловий потік дорівнює Q0. Тоді з початкової умови 

0)0( QQ   знаходимо, що С=Q0, і тому kheQhQ  0)( .  

За умовою 04

3
)1( QQ  , отже, keQQ  004

3
, звідки 

4

3
ke  і 

h

QhQ 







4

3
)( 0 . 

На глибину h = 4 м дійде світловий потік 0

4

0 316,0
4

3
)4( QQQ 






 .▲  

  
Задачі 
 
60. Кількість світла, що абсорбується при проходженні через тонкий шар 

води, пропорційна товщині шару і кількості світла, що падає на його поверхню. 
Якщо при проходженні через шар товщиною 3 м абсорбується половина почат-
кової кількості світла, то яка частина цієї кількості дійде до глибини 30 м? 
Відповідь: 1/1024. 
 61. Метр товщі скла визначеного сорту поглинає 1/4 того світла, що прохо-
дить через нього. Якої товщини треба взяти скло, щоб воно поглинало тільки 1 
% світла? 
Вказівка. Використайте закон поглинання світла шаром води. 
Відповідь: 035,075,0ln99,0ln   м. 
 62. Якщо десятиметровий шар води поглинає 40 % світла, то на якій глибині 

денне світло буде дорівнювати місячному, яскравість якого складає 510
3

1   яск-

равості денного світла на поверхні води? 
Відповідь: 247 м. 
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 Різні задачі 
  

 Приклад 30. Провідник має заряд Q=1000 Кл. Він поступово його втрачає. 
Швидкість втрати заряду пропорційна заряду провідника в даний момент часу. 
Який заряд залишиться на провіднику через 10 хв., якщо за першу хвилину втра-
чено 100 Kл електрики? 

▼Нехай в момент часу t заряд провідника становить Q(t). Швидкість втрати 

заряду визначається як 
dt

dQ
 . Оскільки швидкість втрати заряду пропорційна 

заряду Q(t), то диференціальне рівняння задачі має вигляд kQ
dt

dQ
 .  

Інтегруючи його, маємо: ktCeQ  . Використовуємо початкові умови (при 

t=0  Q=Q0) і знаходимо сталу C: C= Q0. Отже, 
kteQQ  0 .  

Враховуючи додаткові умови (при t = 1 хв. Q=900 Кл), маємо: ke1000900 , 

9,0ke  і tQ )9,0(1000  . При t=10 хв. 3499,01000 10 Q Кл.▲  
 Приклад 31. Швидкість збільшення площі молодого листка вікторії-регії, 
який має форму круга, пропорційна до радіуса листка і кількості сонячного сві-
тла, яке попадає на нього. Кількість сонячного світла пропорційна до площі ли-
стка і косинуса кута між напрямом променів і вертикаллю до листка. Знайти за-
лежність між площею S листка і часом t, якщо о 6 год. ця площа дорівнювала 
1600 см2, а о 18 год. того самого дня −  2500 см2. Вважати, що кут між сонячним 
променем і вертикаллю о 6 год. і о 18 год. становить 90о, а опівдні – 0о. 

▼Нехай )(tSS   − площа листка в момент часу t, S(0)=1600 cм2,  
S(12)=2500 см2. Швидкість росту листка krQS  , де k – коефіцієнт пропорцій-
ності, r – радіус листка, Q – кількість сонячного світла. За умовою  cosSQ  , 

 − коефіцієнт пропорційності,  − кут між напрямом сонячного променя і вер-
тикаллю до листка.  

Кут )(t   − функція часу, яка лінійно залежить від часу, ─ 
2)12(,0)6(,2)0(,   bat . З умови задачі дістаємо 

2,12   ba , тобто )6(
12

 t
 .  

Отже, )6(
12

cos  tSQ
 , 


S

r  , тобто маємо диференціальне рівняння 

)6(
12

cos  tSS
k

dt

dS 



. Відокремлюємо змінні і інтегруємо: 

dttdSS )6(
12

cos2

3


 




, де  k ; Ct
S

2)6(
12

sin
122

2

3







, 

2

2

3
)6(

12
sin

6















 tCS






. 
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 Використовуючи початкову та додаткову умови, послідовно знаходимо ста-
лу інтегрування і коефіцієнт  . Остаточно залежність площі листка в см2 від 

часу в годинах матиме вигляд 
2

)6(
12

sin9

16000







 


t

S


.▲  

 
 Задачі 

   
 63. При іонізації газу швидкість зменшення числа вільних електронів про-
порційна квадрату їх наявної кількості (n). Знайти залежність n від часу t, якщо 

при  t=1 02

1
nn  . 

Відповідь: 
t

n
n




1
0 . 

 64. Залежність питомої теплоти с заліза від температури t (для температур 
нижче 200 оС) виражається формулою tc 000142,01053,0  . Обчислити кіль-
кість тепла Q, необхідного для нагрівання 100 кг заліза від 50 оС до 100 оС, як-

що mc
dt

dQ
 , де m – маса заліза в кілограмах, а Q виражається в кілокалоріях. 

Відповідь: 579,75 ккал. 
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Диференціальні рівняння вищих порядків         
у задачах геометрії і фізики 

 

 Звичайні диференціальні рівняння вищих порядків 
 
А. Рівняння п-го порядку, розв’язані відносно старшої похідної:  

    1,...,,,,  nn yyyyxfy .                                            (1)  
Типи  рівнянь (1), що допускають зниження порядку: 
 1)   )(xfy n  . Загальний розв’язок знаходиться п квадратурами: 

 
 

 
  nn

x

x

nnx

x

x

x

CxxC
n

xxC

n

xxC
dxxfdxdxy 








 



 )(...
!2!1

)(... 01

2

02

1

01

000

;     (2) 

 2)     )( 1 nn yfy . Підстановка   zy n 1  зводить це рівняння до рівняння 
першого порядку )(zfz  . З нього знаходять ),( 1Cxz  . З урахуванням під-

становки маємо:    1

1 ,Cxy n  , що є рівнянням попереднього типу. Тут y  зна-
ходиться  1n -ю квадратурою; 
 3)     )( 2 nn yfy . Підстановка   zy n 2 ,   zy n 1 ,   zy n   приводить дане 
рівняння до вигляду )(zfz  . Помноживши його обидві частини на dxz2 ,  ма-

тимемо dxzzfdxzz  )(22  або dzzfzd )(2)( 2  . Після інтегрування одержує-

мо  
1

2 )(2 Cdzzfz ,   1)(2 Cdzzfz , dx
Cdzzf

dz


  1)(2
, тобто: 

zCCx ),,( 21  або   ),,( 21

2 CCxy n   (рівняння першого типу). Тут y  знахо-
диться  2n -ма квадратурами. 
 Б. Рівняння п-го порядку, не розв’язані відносно старшої похідної:  

  nyyyyxF ,...,,,,  =0,                                                   (3) 
які допускають зниження порядку: 
 4)        0,...,,, 1  nkk yyyxF . Підстановка   zy k  ,   zy k 1 , ...,    knn zy   
знижує порядок рівняння на k  одиниць; 
 5)    0,...,,,  nyyyyF . Підстановка py   знижує порядок рівняння на 

одиницю. Справді, 
dy

dp
p

dydx

dpdy

dx

dp
y  , 














dydx

dy
dy

dp
pd

dx

yd
y  

2

2

2
2

2

2

2
































dy

dp
p

dy

pd
p

dy

dp

dy

pd
pp  і т. д.  

 В. Лінійні однорідні рівняння п-го порядку з постійними коефіцієнтами 
0... 1

)1(

1

)(

0  
 yayayaya nn

nn .                                      (4) 

Загальний розв’язок має вигляд nn yCyCyCy  ...2211 , де niyi ,1,  , ─ час-
тинні лінійно незалежні розв’язки рівняння (4). 
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Геометричні задачі 
 
Кривина плоскої кривої. Радіус кривини 
 

Нехай криву  L  задано в параметричній формі    
 







,

,
:

ty

tx
L




 і 1MM  − її ду-

га, довжиною  . Розглянемо дотичні MT  і 

11TM :   ─ кут між ними в радіанах. 
 Середню кривину ck  означають за 

формулою 



ck . Кривина в точці 

означається за формулою 



 0
lim


k  (для 

кола 
R

k
1

 , де R  ─ радіус кола).  

 Виведемо формулу для кривини кривої (вважатимемо, що точки кривої не 

особливі), знаючи, що 
t

t

SdS

d
k







  (*). Відомо, 

що  22 yxSt
 . Знайдемо t . Оскільки 

t

t

x

y
tg




  і 
t

t

x

y
arctg




 , то  





















22 )(

1

1 22

t

tttt

t

t

t x

yxyx

x

y


22 )()(

22

tt

tttt

yx

yxyx




. 

Підставивши в (*) вирази для tS   і t , матимемо:  

    2

3
22

22

tt

tttt

yx

yxyx
k




 .                                                (1) 

 Якщо ж криву  L  задано в декартових координатах   )(: xfyL  , то її кри-
вина визначається за формулою  

 2

3
2)(1

2

x

x

y

y
k




 .                                                     (2) 

 У випадку, коли криву  L  задано в полярній системі координат 
  )(:  fL  , перейшовши до параметричного подання, матимемо   

 2

3
22

22
22












k .                                              (3) 

 Радіус кривини  ─ 
d

dS
R  . 
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 При параметричному заданні кривої 
 

tttt

tt

yxyx

yx
R





22

2

3
22 )()(

,      в        декартових  

координатах ─ 
 

2

2

3
2)(1

x

x

y

y
R




 , в полярній системі координат ─ 

 








22

2

3
22

2
R . 

 Приклад 1. Знайти криві, кривина яких в кожній точці дорівнює 1. 

 ▼Кривина визначається за формулою 
 

1
1 2

3
2

2







x

x

y

y
k , звідки  2

3

1 yy   

─ рівняння другого порядку вигляду )(yfy  .  

 Знижуємо порядок рівняння підстановкою zy  :  2

3
21 z

dx

dz
 . Звідси 

 
dx

z

dz


 2

3
21

 або dx
z

z
d 









 21
 (можна також застосувати підстановку 

tgtz  ). Інтегруючи, маємо: 121
Cx

z

z



 або, розв’язавши відносно z , ─ 

 2

1

1

1 Cx

Cx
z




 , 

 2

1

1

1 Cx

Cx
y




 . Інтегруючи вдруге, маємо: 

 2

12 1 CxCy   або     12

2

2

1  CyCx  ─ сім’я одиничних кіл.▲ 

Приклад 2. Знайти всі плоскі криві, для яких радіус кривини R  пропорцій-
ний відрізку нормалі. Розглянути випадки, коли коефіцієнт пропорційності до-
рівнює 2,2,1,1  .  

 ▼Оскільки радіус кривини 
 

y

y
R





2

3
21

 (криву вважатимемо заданою в де-

картовій системі координат у вигляді )(xyy  ), і довжина відрізка нормалі ви-

значається як 21 yy  , то диференціальним рівнянням задачі буде 

yyky  21 . Його загальний інтеграл знаходять підстановкою py  , 

dy

dp
py  :  









22

1

1

Cx

C

y

dy

k

. 

 Нехай  1k . У цьому випадку загальний інтеграл конкретизується до ви-

гляду 
  


22

1 1
Cx

Cy

dy
, 2

1

2

12 ln CyyCCx  . Звідси 
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1

2
2

1

2 C

Cx

eCyy


 , 1

2
2

1

2

1

2 C

Cx

eCCyy




  (тут 2211 , CCCC  ). До-

даючи дві останні рівності, одержуємо розв’язок 
















1

2

1

2
2

12

1 C

Cx

C

Cx

eCey  ─ 

сім’я ланцюгових ліній. 

 Якщо 1k , то у цьому випадку  









22

1 1

Cx

y

C

dy
. Інтегруючи, одер-

жимо 
2

1

22

2 )( CyCx   ─ сім’я кіл з центрами на осі Ox . 

 При 2k  із загального інтеграла матимемо  


2

1

1

Cx

C

y

dy
. Інтегруючи, 

запишемо, що 
 

1

1

2

2

4
C

C

Cx
y 




  ─  сім’я парабол, осі яких паралельні осі Oy . 

 Якщо ж 2k , то  


2

1 1

Cx

y

C

dy
 або  

 2

1

Cxdy
yC

y
. Інтегру-

вання проводиться підстановкою  tCt
Cy cos1

22
sin 12

1  , що дає інтеграл у 

параметричній формі 
 
 









tCy

CttCx

cos1

,sin

1

21  ─ сім’я циклоїд з вершинами на осі 

Ox .▲ 
  
 Задачі 

 
1. Знайти плоскі криві, у яких радіус кривини пропорційний кубу нормалі. 

Відповідь:   02

2

2

2

2

1  CkyCCx . 
 2. Визначити криву, радіус кривини якої дорівнює постійній величині.  
Відповідь:     22

2

2

1 RCyCx  , constR  . 
 3. Знайти рівняння кривої, яка дотикається до осі абсцис у початку коорди-

нат, якщо її кривина в будь-якій точці дорівнює xcos  





 

22


x .  

Відповідь: xy cosln . 
4. Знайти рівняння кривих, у яких радіус кривини в будь-якій точці дорів-

нює довжині відрізка нормалі, що знаходиться між цією точкою і віссю абсцис, 
якщо крива: а) увігнута; б) опукла.  
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Відповідь: а)  21

1

1
CxCch

C
y   при 0y ; б)   2

1

22

2 CyCx   при 0y . 

 5. Знайти рівняння кривих, у яких радіус кривини в будь-якій точці  вдвічі 
більший від довжини відрізка нормалі, що знаходиться між цією точкою і віссю 
абсцис, якщо відомо, що крива: а) увігнута; б) опукла. 

Відповідь: а)    2

2

2

11 14 CxCyC   при 0y ; б)   2
1 sin

2
Ctt

C
x  , 

 tC
y cos1

2
1   при 0y . 

 6. Знайти лінію, для якої проекція радіуса кривини на вісь Oy  є величиною 
постійною, що дорівнює a .  

Відповідь: 





  12 sec C

a

x
Ce a

y

. 

 7. Знайти інтегральну криву, знаючи, що радіус її кривини пропорційний 

квадрату абсциси (коефіцієнт пропорційності 
a

1
) та справедлива умова 

3
)(

a
ay  , 0)(  ay .  

Відповідь: 
a

ax
axy




2
)2(3 . 

 8. Знайти криві, в яких радіус кривини дорівнює відрізку нормалі, який міс-
титься між даними паралельними прямими.  

Відповідь: 2
1lnln C

h

Cx
y 


 . 

 9. Знайти криві, в яких радіус кривини обернено пропорційний косинусу ку-
та між дотичною і віссю абсцис.  

Відповідь: 





  12 cosln C

k

x
kCy . 

 10. Знайти сім’ю кривих, для яких відношення радіуса кривини до довжини 
нормалі дорівнює 2. Виділити криву, для якої 1)0( y , 1)0( y .  

Відповідь:  2

2
1

1 4

1
Cx

C

C
y  ,  21

2

1

2

1
 xy . 

 11. Знайти криву, в якої радіус кривини дорівнює 1.  
Відповідь:     12

2

2

1  CyCx . 
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 Різні задачі  
(при необхідності продиференціюйте співвідношення, яким моделюється зада-
ча) 

 
 12. Знайти інтегральну криву рівняння 12  yyy , яка проходить через 
точку  1,0  і дотикається до прямої 1 yx .  
Відповідь: 1 xy . 

 13. Знайти інтегральну криву рівняння 23 yyyyy  , яка дотикається в 
початку координат до прямої 0 yx . 

Відповідь: xey 1 , xey  1 . 
 14. Знайти криву, яка проходить через початок координат і має ту власти-
вість, що площа трикутника, утвореного дотичною до кривої в деякій точці, ор-
динатою цієї точки і віссю Ox , пропорційна площі криволінійної трапеції, яка 
утворена кривою, віссю Ox  і ординатою цієї точки.   

Відповідь: 12  kyxC , 





 

2

1
k . 

 15. Знайти лінію, довжина дуги якої, що відраховується від деякої точки, 
пропорційна кутовому коефіцієнту дотичної в кінцевій точці дуги.  
Відповідь: ланцюгова лінія. 
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 Фізичні задачі 
 

 Закони руху 
 

 Приклад 1. Тіло кинуто вертикально вгору з початковою швидкістю 0 . 
Знайти закон руху тіла, вважаючи, що воно рухається тільки під дією сили тя-
жіння. 
 ▼Необхідно знайти залежність )(tfs  . Для цього на основі другого закону 

динаміки Ньютона запишемо диференціальне рівняння руху тіла F
dt

sd
m 

2

2

, де 

2

2

dt

sd
 ─ прискорення, m  ─ маса тіла, F  ─ сила, що діє на тіло в напрямку 

руху. 
За умовою задачі сила F  дорівнює силі тяжіння mg , яка направлена вниз, 

тобто протилежно руху, а тому беремо знак мінус: mgF  . 

 Таким чином, диференціальна модель задачі матиме вигляд g
dt

sd


2

2

. Це 

диференціальне рівняння вигляду consty  . Інтегруючи його двічі, маємо 

 1Cgt
dt

ds
, 01 C , тобто gt

dt

ds
 0 ;     2

2

00 2
C

gt
tdtgts   

або з урахуванням другої початкової умови ( 0)0( s ) 
2

2

0

gt
ts  . Це і є шука-

ний закон руху (залежність координати рухомого тіла від часу).▲ 
 Приклад 2. Тіло опускається в рідину. Сила опору пропорційна швидкості. 
Знайти закон руху тіла, що опускається в рідину без початкової швидкості. 
 ▼Нехай за t  секунд тіло проходить шлях s . Якщо m  ─ маса тіла і g  ─ 
прискорення сили земного тяжіння, то вага тіла дорівнює mg . Сила опору на-

правлена вгору і пропорційна швидкості, тобто дорівнює k  або 
dt

ds
k  . Рівно-

дійною сил, що прикладаються до тіла, є 
dt

ds
kmgF  .  

 Рівняння задачі: 
2

2

dt

sd
m

dt

ds
kmg   або gsks  1 , де 

m

k
k 1 . Це рівняння 

вигляду )(yfy  . Покладаючи ps  , ps  , одержуємо рівняння першого 

порядку gpk
dt

dp
 1 , змінні в якому легко відокремлюються: 

gpk

dp
dt




1

. 

Звідси, інтегруючи, одержуємо tkeCgpk 1

11

  або, повертаючись до початко-

вих змінних,  tkeCgsk 1

11

 .   
 Оскільки 0 s  при  0t , то 1Cg  , і ми знову приходимо до рівняння 
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з відокремлюваними змінними  tkegsk 111

 . Звідси 2

11

1
1

Ce
k

t
k

g
s tk 








  . З 

другої початкової умови ( 0)0( s ) знаходимо сталу інтегрування 2C : 

2

1

2 k

g
C  , і уточнюємо закон руху тіла до вигляду t

k

mg
e

k

gm
s

t
m

k








 


1
2

2

.▲ 

 Приклад 3. Тіло масою m  починає падати з деякої висоти. При падінні воно 
зазнає опору, пропорційного квадрату швидкості руху. Знайти закон руху тіла. 
 ▼У момент часу t  тіло знаходиться під дією сили тяжіння і опору середо-
вища. Сила тяжіння дорівнює mg , сила опору середовища ─ 2k  і направлена 

протилежно руху. Отже, 2kmgma  . 
Якщо пройдений від початку координат шлях дорівнює s , то швидкість ру-

ху 
dt

ds
 , а прискорення при прямолінійному русі 

2

2

dt

sd
a  . Маємо таке дифе-

ренціальне рівняння задачі: 
2

2

2









dt

ds

m

k
g

dt

sd
. 

 Це диференціальне рівняння  вигляду )(yfy  . Розв’язуємо його методом 

зниження порядку: 
ds

d

dt

ds

ds

d

dt

d

dt

sd 


2

2

; 2
m

k
g

ds

d
  або після відо-

кремлення змінних: ds
kmg

dm





2


. Інтегруємо: sCkmg
k

m
 2ln

2
 . 

 Нехай 0)0()0( s . Тоді з останньої рівності одержуємо  

0)ln(
2

 Cmg
k

m
, звідки )ln(

2
mg

k

m
C  , а 

2
ln

2 kmg

mg

k

m
s


  або 

m

ks

skmg

mg 2
ln

2



.  

 Оскільки тіло падає, то згідно диференціального рівняння задачі 0
2

2


dt

sd
m , і 

значить, 0
2









dt

ds
kmg  і  0

2










dt

ds
kmg

mg
, а, отже, m

ks

e

dt

ds
kmg

mg 2

2 









, 








 


m

ks

e
k

mg

dt

ds 2

1 . Відокремлюючи змінні, одержимо dt
k

mg

e

ds

m

ks





2

1

, зві-

дки Ct
k

mg

e

ds

m

ks






2

1

. Інтеграл в лівій частині цього рівняння знаходимо       

за допомогою підстановки m

ks

ez  , звідки dse
m

k
dz m

ks

 , 
z

dz

k

m
dze

k

m
ds m

kS




. 
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Таким чином,    









1ln

11
11

2

2

2

2
zz

k

m

z

dz

k

m

z
z

dz

k

m

e

ds

m

ks
 









 1ln

2

m

ks

m

ks

ee
k
m

Ct
k

mg
 .  

 Підставляючи в останню рівність початкові умови 0t , 0s , одержимо 
0C . Отже, загальний інтеграл диференціального рівняння має вигляд 

t
k

mg
ee

k

m
m

sk

m

sk















1ln
2

. Звідси 
t

m

kg

m

sk

m

sk

eee


 1
2

 (*), 

t
m

kg

m

sk

m

sk
e

ee






 1

1
2

. Помноживши чисельник і знаменник на 1
2




m

sk

m

sk

ee , 

одержимо 
t

m

kg

m

sk

m

sk

eee


 1
2

 (**), звідки, враховуючи (*), маємо 

2

t
m

kg
t

m

kg

m

ks ee
e




 , а закон руху падаючого тіла 

2
ln

t
m

kg
t

m

kg

ee

k

m
s




  або 

t
m

kg
ch

k

m
s ln .▲ 

 Приклад 4. Знайти закон руху матеріальної точки масою m  по прямій AO  
під дією відштовхуючої сили, обернено пропорційної кубу відстані точки 

OMx   від нерухомого центра O . 
 ▼Диференціальне рівняння руху точки згідно другого закону динаміки буде 

таким: 
32

2

x

k

dt

xd
m  , де k  ─ коефіцієнт пропорційності. Подамо це рівняння у 

формі 
3

2

32

2 11

x
a

xm

k

dt

xd
  або 

3

2 1

x
ax   і помножимо обидві частини рів-

няння на 
3

222:2
x

dtx
adtxxdtx


 . 

Маємо:   







2

2

3

22 1
2

x
da

x

dx
axd , звідки 

2

1

2

1

2

1

2

22 11

x

Cx

C

a

Cx
ax











 , 

x

Cx

C

a
x 1

2

1


 , 

x

Cx

C

a

dt

dx 1

2

1


 . Відокремлюючи змінні, одержимо 

dt
C

a

Cx

xdx

11

2



. 

Розв’язуючи       останнє       рівняння,         приходимо           до          рівності 
 

 2

11

2
Ct

C

a

Cx

xdx



 , звідки  2

1

1

2 Ct
C

a
Cx   або 
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 2

2

1

2

1

2 Ct
C

a
Cx  .▲ 

 Приклад 5. Матеріальна точка масою m  під дією сили ttF cos)(   перемі-
щується прямолінійно. Знайти закон переміщення матеріальної точки. 
 ▼Направимо вісь Ox  по тій прямій, по якій рухається точка. Тоді прикла-
дена сила і прискорення точки будуть направлені по осі Ох, і диференціальне 

рівняння руху матиме вигляд t
dt

xd
m cos

2

2

 . Початкові умови: 0xx  , 0   при 

0tt  .  

 Оскільки, 
dt

dx
, 

dt

d

dt

xd 


2

2

, то рівняння задачі перепишеться у вигляді рів-

няння першого порядку з відокремлюваними змінними: t
dt

d
m cos


, звідки 

 
t

t

t

tu
m

udu
m

0

0 00 sin
1

cos
1  ,   00sinsin

1   tt
m

,  
mdt

dx 1
0  

 0sinsin tt  .  

 Проінтегрувавши вдруге, одержимо   t

t

t

t ttt
m

ttx
00 000 sincos

1
)(  

0x , звідки    )(sincoscos
1

000000 ttttt
m

ttxx   .▲ 

 Приклад 6. Матеріальна точка масою m  під дією сили 2F  переміщуєть-
ся прямолінійно. Знайти закон переміщення матеріальної точки. 

 ▼У цьому випадку диференціальне рівняння має вигляд 2

2

2


dt

xd
m , 

2


dt

d
m , звідки dt

d

d
m 

2


, 0

1

0
ttm   

 , 0

0

11
ttm 











, 

0

0 
m

tt
m

 , 

0

0 


m

tt

m


  або 

0

0 
m

tt

m

dt

dx


 .  

 Звідси dt
m

tt

m
dx

0

0 


 ,  



t

t

xdt
m

tt

m
x

0

0

0

0 

, 0

0

0 0
ln x

m
ttmx t

t 


, 

0

00 )(
ln x

mtt

m
mx 





.▲ 

 Приклад 7. Матеріальна точка притягується центром, що знаходиться у по-
чатку координат, з силою, пропорційною відстані. Рух починається з точки 
 0,a  з початковою швидкістю 0  перпендикулярно до осі Ox . Знайти траєкто-
рію точки. 
 ▼Проекції сили взаємодії точки з нерухомим центром на осі Ох та Oy дорі-
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внюють відповідно xk 2  і yk 2 , тому xk
dt

xd
m 2

2

2

  і yk
dt

yd
m 2

2

2

  ─ два ди-

ференціальні рівняння руху матеріальної точки (складний рух розклали на два 

простих ─ прямолінійних) з початковими умовами ax  , 0y , 0
dt

dx
, 0dt

dy
 

при 0t .  
 Інтегруючи обидва ці рівняння вигляду )(yfy   (див. розв’язання задачі 

пр. 4), знаходимо з урахуванням початкових умов, що 





 t

m

k

a

x
cos , 







 t

m

k

m

ky
sin

0
.  

 Для одержання рівняння траєкторії руху точки виключаємо з двох останніх 

рівностей параметр t  ─ підносимо їх до квадрату і додаємо: 1
2

0

22

2

2


m

yk

a

x
. Як-

що цей результат переписати у вигляді   1
2

0

2

2

2


km

y

a

x


, стає зрозуміло, що 

шукана крива ─ еліпс.▲ 
 Приклад 8. Матеріальна точка масою m  притягується полюсом з силою 

3

2

r

mk
, де k  ─ стала, r  ─ відстань рухомої точки від полюса. Знайти закон руху, 

припускаючи, що координати початкового положення точки ─  0,a , і що поча-

ткова швидкість 
a

k
0  направлена перпендикулярно до осі Ox . 

▼Як і у попередній задачі подамо плоский рух точки як композицію двох 
простих. Для цього запровадимо полярну систему координат, узгоджену з виб-
раною раніше декартовою прямокутною, і розглядатимемо два рухи: по прямій, 

що сполучає дану точку і полюс (при const ), і 
по колу фіксованого радіуса constr  .  

Диференціальні рівняння руху в полярних 

координатах: 
3

22

2

2

r

mk

dt

d
r

dt

rd
m 

















 (*), 

02 







dt

d
r

dt

d

r

m 
 (**) (одержуються відповідно 

при додаванні та відніманні диференціальних 
рівнянь руху по осі Ох та осі Оу, якщо покласти в 
них cosrx  , sinry  ).  

 Безпосереднє інтегрування рівняння (**) дає 1

2 C
dt

d
r 


. В початковий мо-
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мент ar   і 0



dt

d
r , значить, 01 aC   і 

2

0

r

a

dt

d 
 . Підставляючи цей резуль-

тат у рівняння (*), маємо: 
3

22

0

2

2

2

r

ka

dt

rd 



 або, помноживши на dt

dt

dr
, ─ 

dr
r

ka
dt

dt

rd

dt

dr
3

22

0

2

2

2 



, звідки   






 








22

22

0

2

2
11

ra
ka

dt

dr   (сталу інтегру-

вання взято у відповідності з початковими умовами, тобто 0
dt

dr
 при ar  ).  

 Поділивши останнє співвідношення на рівняння 
4

2

0

22

r

a

dt

d 







 , одержимо 

 222

2

0

4

22

0

22

arr
a

ka

d

dr
















. Розв’язуючи це рівняння і визначаючи сталу 

інтегрування так, щоб мати ar   при 0 , матимемо рівняння траєкторії у 

вигляді 
















 




0

22

0

2

sec
a

ka
ar .▲                         

 Приклад 9. Нехай лисиця рухається рівномірно із швидюстю 1  вздовж 
прямої ax  , а собака, що її наздоганяє, ─ piвномірно із швидкістю 2  вздовж 
деякої кривої переслідування, постійно “тримаючи курс” на лисицю. Визначити 

за відношенням      )1(
1

2  nn



 криву переслідування, припускаючи, що в по-

чатковий момент часу собака перебував у початку координат, а лисиця − в  то-
чці  А(а,0). 

▼Введемо ДПСК хОу i розглянемо криву переслідування, яка проходить 
через  точку О. Продовжимо дотичну MN до 
перетину з віссю Ox в точці С і проведемо через 
точку N перпендикуляр до прямої AM, який 
перетинає її в точці   В.   Тоді  в   змінній  точці   
N(x,y) шуканої кривої  в   момент  часу     t       

xa

yt

NB

MB
BNMtgACMtg

dx

dy




 1 . Якщо 

tnts 12   , то 
xa

y
n

s

dx

dy




 , звідки 

n

s
y

dx

dy
xa  )( . Диференціюючи це співвідношення, маємо:   
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ndx

ds

dx

dy

dx

yd
xa

dx

dy


2

2

)( , де ds – диференціал  дуги. Як відомо, диференціал 

дуги кривої визначається за формулою  dx
dx

dy
ds

2

1 





 , тому після підстано-

вки дістанемо диференціальне рівняння 21)( yyxan  .  

Це рівняння другого порядку. Поклавши py  , матимемо рівняння з відо-

кремлюваними змінними 
)(1 2 xan

dx

p

dp





, інтегруючи яке,  дістанемо 

  )ln(
1

ln1ln 2 xa
n

Cpp  , де lnС − довільна стала. Визначимо її, вра-

ховуючи початкові умови, ─  х=0, 0
dx

dy
p  при t=0. Маємо: a

n
C ln

1
ln  , і, 

отже,  
a

xa

n
pp


 ln

1
1ln 2 . Після потенціювання: 

n

a

xa
pp

1

21








 

  (*), звідки 
n

a

xa

pp

1

21

1








 



 або  

n

a

xa
pp

1

21 





 
  (**). Додаючи рівності (*) і (**)  і розділивши результат 

на 2, дістанемо 


















 







 




nn

a

xa

a

xa

dx

dy
p

11

2

1
 (***).  

Повторне інтегрування при 1n , дає 

1

1
1

1
1

1

1

)(
1

1
)(

1
12

1
Cxa

n

a
xa

n

a
y n

n
n

n
































, де С1 – довільна стала, яку визна-

чаємо, враховуючи початкові умови: при х=0 у=0. Маємо:  

.
1

,
1

1
1

12

1
0 11

n
n

a
CC

n

a

n

a


























  Отже, рівняння шуканої кривої: 

n
n

a
xa

n

a
xa

n

a
y n

n
n

n

1
)(

1
1

)(
1

12

1 1
1

1
1

1

1


































 (****), де 1n . 

 Для   n=1   рівняння   (***)   має          вигляд:   





 





a

xa

xa

a

dx

dy

2

1
.   Після  
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інтегрування дістаємо: 2

2)(
4

1
)ln(

2
Cxa

a
xa

a
y  , де з урахуванням по-

чаткових умов 
4

ln
22

a
a

a
C  . Отже, рівняння шуканої кривої при  1n : 

4
)(

4

1
ln

2
2 a

xa
axa

aa
y 


 .                     

 Покладаючи в (****) х=а, знайдемо шлях, який подолає лисиця: 

n
n

a
y

10


 , 

i час, за  який собака  її наздожене: 

n
n

ay
t

1
1

11

0





.▲ 

 Приклад 10. Підводний човен, що перебував у стані спокою, одержав неве-
лику від’ємну плавучість P  і занурюється на глибину. Опір води пропорційний 
швидкості занурення і дорівнює kS , де k  ─ коефіцієнт пропорційності, S  ─ 
площа горизонтальної проекції човна,   ─ швидкість занурення. Маса човна ─ 
m . Визначити швидкість занурення і шлях, пройдений човном за час 1t . 
 ▼Проектуючи сили, які діють на човен при його зануренні, на вертикальну 

вісь, одержимо диференціальне рівняння руху 0
2

2

 P
dt

dy
kS

dt

yd
m . Скориста-

ємось підстановкою 
dt

dy
  і поділимо рівняння на m : 0

m

P

m

kS

dt

d 
. Відо-

кремлюючи змінні, приходимо до диференціального рівняння dt
kSP

md


 


. Ін-

тегруючи, одержуємо загальний роз’язок   tkSPC
kS

m
 )ln(  . Враховуючи 

початкову умову (при 0t  0 ), знаходимо 
P

C
1

 . Отже, швидкість зану-

рення визначиться з рівняння tS
P

k

kS

m







  1ln  як 







 
 t

m

kS

e
kS

P
1 .  

 Для визначення шляху, пройденого човном за час t , останнє рівняння пере-

пишемо у вигляді 






 
 t

m

kS

e
kS

P

dt

dy
1 , звідки dte

kS

P
dy

t
m

kS








 


1 , 








 


Ce
ks

m
t

kS

P
y

t
m

kS

. Звідси, враховуючи початкові умови    ( 0y  при 0t ),  















 

 t
m

kS

e
kS
m

t
kS
P

y 1 .  

 При 1tt   пройдений шлях 1yy   складає 














 
 1

111

t
m

kS

e
kS

m
t

kS

P
y .▲ 
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 Приклад 11. Куля входить в дошку товщиною 12 см із швидкістю 200 м/с, а 
вилітає з неї ─ із швидкістю 60 м/с. Сила опору деревини пропорційна квадрату 
швидкості руху. Знайти тривалість руху кулі в дошці.  
 ▼На основі другого закону Ньютона диференціальне рівняння руху кулі в 

дошці запишеться так: 
2

2

2









dt

ds
k

dt

sd
m , де m  ─ маса кулі, k  ─ коефіцієнт 

пропорційності. Знижуючи порядок рівняння заміною ps  , одержимо 

2p
m

k

dt

dp
 , звідки після відокремлення змінних та інтегрування 

1

1
Ct

m

k

p
 . Оскільки при 0t  200

dt

ds
p , то 

200

1
1 C , і вдруге дове-

деться проінтегрувати вже рівняння 

200

1



t

m

k
dt

ds  (*). 

 Маємо, таким чином, що 2200

1
ln Ct

m

k

k

m
s 






  , де 200ln2 k

m
C  , бо при 

0t  0s . Записуємо частинний розв’язок рівняння у вигляді 







  1200ln t

m

k

k

m
s  або 







  1
200

m

ks

e
k

m
t . 

 З додаткової умови ( 60s  при 12,0s ) знаходимо, повертаючись до рів-

няння (*), що 
12,0

200
60




m

k

e
, звідки 03,10

12,0
3

10
ln


m

k
. Отже, 







  1
200

m

ks

e
k

m
t  

00114,01
3
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03,10200

1
12,0
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25




























 c ─ час проходження кулею дошки. ▲ 

 Приклад 12. Водій трамвая, виключаючи поступово реостат, збільшує по-
тужність вагонного двигуна так, що при цьому сила тяги зростає на 1200 Н за 
кожну секунду. Знайти закон руху вагона, якщо спочатку сила тяги дорівнюва-
ла нулю. Вага вагона становить 100 кН, сила тертя стала і дорівнює 2000 Н, по-
чаткова швидкість дорівнює нулю. 
 ▼Центр мас вагона переміщується по горизонтальній прямій. Початок ко-
ординат зафіксуємо в початковому положенні центра мас. Проектуючи прикла-
дені до вагона сили на вісь абсцис, одержимо таке диференціальне рівняння за-

дачі: 20001200
2

2

 t
dt

xd

g

P
 (рівняння вигляду )(xfy  ), де 

g

P
 ─ маса вагона, 

t1200  ─ сила тяги, t  ─ час, що пройшов з моменту виключення реостата. 
 Початок руху вагона не співпадає з моментом виключення реостата. Час 0t , 
що відповідає початку руху, визначається з умови рівності сили тяги і сили тер-
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тя: 20001200 0 t , звідки 
3

5
0 t  с. Величину 20001200 t  позначимо через 

11200t . Тоді 
3

5
1  tt , і диференціальне рівняння матиме вигляд 

01200 12

1

2

 t
dt

xd

g

P
. Інтегруючи його безпосередньо, одержуємо 

1

2

1

1 2

1200
C

t

P

g

dt

dx
 , де 01 C , бо згідно з початковими умовами 0)0( x . 

Друге інтегрування дає 2

3
1

6

1200
C

t

P

g
x  . Визначимо 2C : при 01 t  0x , то-

му і 02 C . 
 Закон руху вагона, таким чином, запишеться так: 

333

3

5
001962,0

3

5

100000

81,9200

3

5200






 






 









  ttt

P

g
x .▲ 

 Приклад 13. По похилій площині довжиною 10l  м ковзає тіло А. Кут на-
хилу площини 45 . Коефіцієнт тертя по похилій площині 5,0k . Знайти 
закон руху тіла і час, за який тіло пройде похилу площину, якщо в початковий 
момент воно знаходиться в стані спокою на верхній грані.  
 ▼У будь-який момент часу t  на тіло А діють три сили: сила тяжіння P , си-

ла тертя F  і нормальна реакція площини 1N . 

Нормальна N  і тангенціальна T  складові сили 
тяжіння за абсолютною величиною відповідно 
дорівнюють cosP  і sinP . Сила тертя 

coskPkNF  . Замінимо сили 1,, NFP  екві-

валентною системою сил T  і F  (сили N  і 1N  
врівноважуються, а система сил T  і N  еквівалентна 
силі P ). Рівнодійна сил, еквівалентна системі сил T  і 

F , FTR  ,  cossin kPPR   діє в напрямі руху.  

 З іншого боку mgP  , 
2

2

dt

sd
mR  , звідки і одержуємо диференціальне рів-

няння руху тіла А: )cos(sin
2

2

 kg
dt

sd
 . Це рівняння типу Cy  . 

Розв’язуючи     його       безпосереднім            інтегруванням,                матимемо   

1)cos(sin Ctkg
dt

ds
  , 21

2)cos(sin
2

CtCtk
g

s    ─ загальний 

розв’язок диференціального рівняння. Сталі 1C  і 2C  визначаємо з початкових 

умов: 0s , 0
dt

ds
 при 0t . Складаємо систему 



 214











,00)cos(sin
2

0

,0)cos(sin0

21

1

CCk
g

Ckg




 звідки 021  CC . Підставивши ці зна-

чення в загальний розв’язок диференціального рівняння, одержимо закон руху 
2)cos(sin

2
tk

g
s   . Підставивши сюди числові дані задачі, одержимо 

2

8

2
t

g
s  , звідки 

g

s
t

2
2  ─ час проходження тіла по площині. Оскільки 

10 ls  м, то 4,2
81,9

210
2

2
2 

g

l
t  с.▲ 

 Приклад 14. Снаряд вилітає з гармати із швидкістю 800 м/с під кутом 45о до 
горизонту. Знайти, нехтуючи опором повітря, найбільшу висоту, на яку підні-
меться снаряд, і місце його падіння. 
 ▼Взявши за початок координат точку початку руху снаряда, за вісь абсцис 
─ горизонтальну пряму за напрямом руху, а за вісь ординат ─ вертикальну 

пряму (додатній напрям ─ вгору), маємо: 0
2

2


dt

xd
, g

dt

yd


2

2

 при початкових 

даних 0 yx , 45cos800 
dt

dy

dt

dx
 при 0t . Звідси, покладаючи 

a 45cos800 , знаходимо atx  , att
g

y  2

2
. 

 Найбільшого значення у набуває при 
g

a
t  ; тоді 3,16

2

2


g

a
y  км. Точку па-

діння знайдемо, зауваживши, що для неї 0y , 
g

a
t

2
 , і тому 65

2 2


g

a
x  

км.▲ 
 Приклад 15. Снаряд вилітає з гармати із швидкістю 0  під кутом   до го-
ризонту. Знайти рівняння руху снаряда, припускаючи, що опір повітря дорів-
нює k , де k  ─ коефіцієнт опору,   ─ швидкість руху. 
 ▼Вибравши систему координат так, як і у задачі попереднього прикладу, 

одержимо: 
dt

dx
k

dt

xd
m 

2

2

, mg
dt

dy
k

dt

yd
m 

2

2

 з початковими умовами 

0 yx ,  cos0 
dt

dx
,  sin0 

dt

dy
 при 0t  .      Інтегруючи,       знаходимо 











 t
m

k

e
k

m
x 1

cos0 
,   t
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mg
emgk

k

m
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t
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






 


1sin02
 .▲ 

 Приклад 16. Ланцюг довжиною 4l  м зсувається з гладенького горизонта-
льного столу. В початковий момент з столу звисав кінець ланцюга довжиною 

5,0a  м. Нехтуючи тертям, знайти час зсування цього ланцюга зі столу. 
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 ▼У будь-який момент часу на ланцюг діє сила F , що дорівнює вазі звисаю-
чої частини ланюга довжиною х. Позначивши вагу 

всього ланцюга через P , одержимо пропорцію 
l

x

P

F
 , 

звідки x
l

mg
x

l

P
F  , де m  ─ маса всього ланцюга. 

 На основі другого закону динаміки, таким чином, 

матимемо: x
l

mg

dt

xd
m 

2

2

 або 0
2

2

 x
l

g

dt

xd
 ─ лінійне диференціальне рівнян-

ня другого порядку. Підставивши сюди числові значення замість g  і l , одер-

жимо 05,2
2

2

 x
dt

xd
. Цьому рівнянню відповідає характеристичне рівняння 

05,22  , звідки 
2

5
2,1   ─ його корені. Отже, загальний розв’язок вихід-

ного диференціального рівняння запишеться як 
tt

eCeCx


 2

5

2
2

5

1 . 
 Визначимо довільні сталі 1C  і 2C  з початкових умов: при 0t  5,0 ax  м, 

0
dt

dx . Маємо: 21

0

2

0

1 CCeCeCa   (*). Оскільки ж 

tt

eCeC
dt

dx 

 2

5

2
2

5

1 2

5

2

5
, то 0

2

0

1 2

5

2

5
0 eCeC   (**). З системи 

рівнянь (*) і (**) знаходимо: 25,0
221 
a

CC . 

 Підставляючи ці значення в загальний розв’язок, одержимо його частинний 

розв’язок 









 tt

eex 2

5

2

5

25,0 . Розв’язуючи це рівняння відносно t , матимемо 

014 2

5
2

2

5








  tt

xee , звідки 142 2

2,1

2

5








 

xxe
t

. Відкидаючи тут знак мі-

нус (при 0t  
tt

ee


 2

5

2

5

), знаходимо час зсування ланцюга: 

)142ln(
5

2 2  xxt , 75,1)638ln(
5

2
t  с.▲  

  
 Задачі 
 

1. Знайти час, необхідний для того, щоб упасти на землю з висоти 400000 км 
(відстань від Місяця до Землі), якщо ця висота обчислюється від центра Землі, і 
якщо радіус Землі дорівнює наближено 6400 км. 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі 
22

2

x

k

dt

xd
 . 
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Відповідь: 122  год. 
 2. Матеріальна точка масою m  рухається по прямій лінії до центра, що при-

тягує її з силою 
3

2

r

mk
, де r  ─ відстань точки від центра. Рух починається із ста-

ну спокою при ar  . Знайти час, за який точка досягне центра. 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі 
3

2

2

2

r

k

dt

rd
 . 

Відповідь: 
k

a

ra

rdr

k

a
t

a 2

0
22



  . 

 3. Матеріальна точка масою m  рухається прямолінійно, наближаючись до 
центра, що відштовхує її з силою, яка дорівнює mrk 2 , де r  ─ відстань точки від 
центра. Якщо рух починається на відстані а від центра з початковою швидкістю 
ka , то показати, що точка, необмежено наближаючись до центра, ніколи його 
не досягне. 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі rk
dt

rd 2

2

2

 ; ktaer  . 

 4. Знайти швидкість, якої набуває тіло при падінні на Землю з нескінченно 
великої висоти під дією сили тяжіння, обернено пропорційної квадрату відстані 
точки від центра Землі. 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі 
22

2

r

k

dt

rd
 . 

Відповідь: 11,15 км/с. 
 5. Знайти закон руху тіла, що вільно падає без початкової швидкості, припу-
скаючи, що опір повітря пропорційний квадрату швидкості, а швидкість має 
своєю границею величину 75 м/с. 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі )1( 22

2

2


kg

dt

d

dt

sd
 . 

Відповідь: 












 




2
ln

75 75752
gtgt

ee

g
s . 

 6. Матеріальну точку кинуто вертикально вгору з початковою швидкістю 

0 . Припускаючи, що опір повітря дорівнює 2k , знайти швидкість, з якою то-
чка впаде на землю. 

Відповідь: 
2

0

0 


kmg

mg


 . 

 7. Матеріальна точка відштовхується центром, що знаходиться у початку 
координат, з силою, пропорційною відстані. Рух починається з точки  0,a  з 
початковою швидкістю 0  перпендикулярно до осі Ox . Знайти траєкторію руху 
точки. 
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Відповідь: гіпербола 1
2

0

22

2

2


m

yk

a

x
. 

 8. Матеріальна точка масою m  відштовхується від прямої з силою, пропор-
ційною відстані від точки до цієї прямої ( mk 2 ). В початковий момент відстань 
від точки до прямої дорівнює а, а швидкість ─ 0  (паралельно прямій). Знайти 
траєкторію руху точки. 

Відповідь: 









0
kx

achy . 

 9. Обчислити швидкість, з якою упаде на Землю тіло, що в початковий мо-
мент знаходиться на орбіті Місяця у стані спокою.  

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі 
 2

2

xR

gr

dt

d





, де х ─ відстань, прой-

дена тілом за t  с, 8,9g  м/с2, 6370r  км, 384000R  км. 
Відповідь: 11,08 км/с. 
 10. Знайти закон прямолінійного руху матеріальної точки масою m , якщо 
відомо, що робота сили, яка діє в напрямі руху і залежить від шляху, пропор-
ційна  часу ( k ), що пройшов з моменту початку руху. 
 11. Тіло масою 2 кг, кинуте вертикально вгору із швидкістю 20 м/с, зазнає 
опору повітря, сила якого при швидкості   м/с дорівнює 0,04   кГ. Знайти, че-
рез скільки секунд тіло досягне найвищого положення. 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі 0
2

2

 mg
dt

ds
k

dt

sd
m . 

Відповідь: 1,7 с. 
 12. Моторний човен масою 300 кг рухається прямолінійно з початковою 
швидкістю 16 м/с. Опір води пропорційний швидкості човна і дорівнює 10 кГ 
при швидкості 1 м/с. Яку відстань і за який час пройде човен, перш ніж його 
швидкість стане дорівнювати 8 м/с? 
Відповідь: 25s м, 1,2t  с. 
 13. Катер рухається в стоячій воді з швидкістю 10  км/год. На повному 
ходу його двигун було виключено, і через 20 с швидкість катера зменшилась до 

61   км/год. Вважаючи опір води руху катера пропорційним його швидкості, 
визначити: а) швидкість катера через 2 хв. після зупинки двигуна; б) відстань, 
пройдену катером протягом першої хвилини після зупинки двигуна. 
Відповідь: 0,467 км/год.; 82,5 м. 
 14. Ланцюг довжиною 6l  м зсувається зі столу без тертя. Рух починається 
тоді, коли 1 м ланцюга звисає. За який час зсунеться увесь ланцюг? 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі gs
dt

sd


2

2

6 . 

Відповідь:  356ln
6


g

. 

 15. Ланцюг довжиною 18l  м зсувається з крюка без тертя. По один бік 
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крюка звисає 8 м ланцюга, а по інший ─ 10 м. За який час зсунеться увесь лан-
цюг? 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі )18(18
2

2

sggs
dt

sd
 . 

Відповідь:  549ln
3


g

. 

 16. Ланцюг довжиною 18l  м зсувається з крюка з тертям, сила якого дорі-
внює вазі одного метра ланцюга. По один бік крюка звисає 8 м ланцюга, а по 
інший ─ 10 м. За який час зсунеться увесь ланцюг? 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі gsggs
dt

sd
 )18(18

2

2

. 
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Статика. Задачі з технічної механіки 
  
 Приклад 17. Знайти криву, форми якої набуває закріплений на кінцях і ві-
льно звисаючий однорідний важкий ланцюг під дією власної ваги. 

▼Перший спосіб. Нехай  ACB  ─ крива, форми якої набуває ланцюг. Вісь 
Ox  проведемо так, щоб вона була паралельна дотичній до кривої в точці C , а 
вісь Оу проведемо через точку С.  Візьмемо довільну точку  yxM ,  на кривій і 

складемо диференціальне 
рівняння, виходячи з умови 
рівноваги сил, що діють на дугу 
MC  кривої, ─ сил натягу H  і T , 
направлених по дотичній, і ваги 
P , направленої вертикально вниз 
і рівної за величиною qS  (де q  ─ 
вага одиниці довжини ланцюга, 

S  ─ довжина дуги MC ). Таким чином, 0 PTH .  
 Розкладаючи силу T  на вертикальну та горизонтальну складові, одержимо 

HT  cos , qST  sin . Звідси S
H

q
tg   або   

x

dxy
H

q
y

0

21 . Дифере-

нціюючи (щоб позбавитись від інтеграла) і поклавши a
q

H
 , одержимо дифе-

ренціальне рівняння задачі: 21 yya  . 

 Підстановка zy   приводить до рівняння першого порядку з відокремлю-

ваними змінними 21
1

z
adx

dz
 . Після відокремлення змінних і взяття інтегра-

ла одержимо C
a

x
zz ln1ln 2  , звідки a

x

eCzz  1

21 . Ізолювавши 

корінь 12 z  і підносячи до квадрату обидві часини, одержимо рівність, після 

спрощення якої знайдемо, що a

x

a

x

ezCeC  1

2
2

1 21 , а, отже,  

a

x

a

x

e
C

e
C

dx

dy 





1

1

2

1

2
. Загальний розв’язок цього рівняння запишеться як  

2

1

1

22
Ce

C

a
e

Ca
y a

x

a

x










. 

 Для визначення сталих 1C  і 2C  використаємо початкові умови: 00 x , 
ay 0  (розміщуємо вісь Ox  так, щоб aOC  ), 00 y . Підставляючи ці значен-

ня замість x , y , у в останні дві рівності, одержимо, що 11 C  (другий корінь 
(від’ємний) не підходить), 02 C . Отже, шуканий частинний розв’язок 
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






 


a

x

a

x

ee
a

y
2

 або 
a

x
chay   ─ ланцюгова лінія. 

 Другий спосіб. З умови рівноваги випливає, що горизонтальна складова H  
натягу ланцюга має бути сталою. 
Позначивши кут нахилу дотичної 
через  , одержимо для 
вертикальної складової натягу 
ланцюга значення tgH  . Позна-
чивши вагу одиниці довжини 
ланцюга через  , вагу елемента 
dS , горизонтальна проекція якого 

складає dx , знайдемо як 



cos

dx
.  

 На ділянці від x  до dxx   різниця вертикальних компонент натягу ланцюга 

дорівнює вазі цієї частини ланцюга, значить,  



cos

 tg
dx

d
H  або      


cos

Hdx

d
 . Відокремлюючи змінні, одержимо dx

H

d 




cos

 або 

 
 




0 0cos

x

dx
H

d
 (тут ми вважаємо, що при 0x  0 , тобто, що 0x  відпові-

дає найнижчій точці ланцюгової лінії).  

 Виконуючи інтегрування, одержимо: x
H

tg








 

24
ln  або 

H

x

etg








 

24
. Беручи до уваги, що 

tgctgtg 





 






  2

2424
, запише-

мо, що 





 


H

x

H

x

eetg



2

1
. 

Нехай тепер )(xyy   ─ шукане рівняння ланцюгової лінії. Диференціюючи, 

одержимо завдяки  останньому результату, що 






 


H

x

H

x

eetg
dx

dy 


2

1
, звідки 

Cee
H

y H

x

H

x







 







2
. 

Сталу C  підбираємо так, щоб крива проходила через довільну задану точку, 

тобто 

H

C  .▲ 

 Приклад 18. Однорідна горизонтальна балка довжиною l  з однаковим по-
перечним перерізом закріплена в лівому кінці і знаходиться під дією вертика-
льної сили P , яка прикладається до правого кінця балки і направлена вниз. 
Знайти рівняння зігнутої осі балки і обчислити прогин балки в її правому кінці. 
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 ▼Виберемо декартову прямокутну систему координат, направивши вісь Ох 
по горизонтальній осі балки, а вісь Оу ─ вертикально вгору через лівий кінець 

балки. При невеликому прогині балки 
лінія зігнутої осі балки виражається ди-

ференціальним рівнянням xM
dx

yd
EI 

2

2

, 

де Е ─ модуль Юнга речовини балки, І ─ 
момент інерції площі поперечного 
перерізу балки відносно її осі, xM  ─ про-

гинаючий момент у перерізі з абсцисою х, який дорівнює сумі моментів віднос-
но точки х усіх сил, розміщених справа від перерізу.  
 При даних умовах Е і І ─ сталі і відомі для розглядуваної балки, а прогина-
ючий момент у перерізі з абсцисою х дорівнює )( xlPM x   (знак мінус по-

яснюється тим, що сила P  направлена вниз). Отже, інтегруючи безпосередньо 

рівняння )(
2

2

xl
EI

P

dx

yd
 , знаходимо 1

2

2

)(
C

xl

EI

P

dx

dy



 , 

 
21

3

6
CxC

xl

EI

P
y 


 . 

 Оскільки лівий кінець балки закріплений, то 0)0( y . Крім того, вісь Ох ─ 
горизонтальне положення осі балки є дотичною до зігнутої осі балки в лівому 
кінці, тому 0)0( y . Таким чином, для визначення сталих 1C  і 2C  маємо такі 
початкові умови: 0)0()0(  yy . Використовуючи першу з них, знаходимо 

EI

Pl
C

6

3

2  . Друга умова дає 
EI

Pl
C

2

2

1  . Значить, при даних умовах вісь балки 

розміщується по лінії 
 














626

323 lxlxl

EI

P
y . 

 Величина прогину балки дорівнює 
EI

Pl
ly

3
)(

3

 .▲ 

 Приклад 19. Однорідна балка довжиною l  на двох опорах прогинається під 
дією рівномірно розподіленого навантаження величиною Р. Визначити рівнян-
ня пружної лінії і величину найбільшого прогину балки. 
 ▼Реакції опор дорівнюють 2P . На одиницю довжини припадає наванта-
ження lP .  Розглянемо переріз С балки на відстані х від початку координат. 

Справа від перерізу сила 2P  дає 

момент 
22

P
x

l






  . Момент 

відносно перерізу, що створюється 
неперерервно розподіленим 
навантаженням, обчислюється так. 
Навантаження на елемент довжини 
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балки d  з абсцисою   має величину d
l

P
 , а його момент відносно перерізу 

С буде    d
l

P
x  . Повний момент усього навантаження частини балки СВ 

дорівнює   
2l

x

d
l

P
x  . Отже, сумарний момент xM  дорівнює 

  






 





   l

xlPP
x

l
d

l

P
xM

l

x
x

22

4222
 .  

 Як відомо, диференціальне рівняння зігнутої осі балки має вигляд 
EI

M
y x , 

де Е ─ модуль Юнга, І ─ момент інерції. Підставляючи в нього вираз для xM , 

матимемо рівняння 






 
l

xl

EI

P
y

2

42
, початкові умови для якого такі: 

0)0()0(  yy . Розв’язуючи це рівняння при даних початкових умовах, одер-

жуємо 






 






   l

xlx

EI

P
dx

l

xl

EI

P
y

x

34242

3

0

2

, 






 
l

xlx

EI

P
y

1282

42

 








 
l

x
lx

EI

P 4
2 2

3
48

. 

 Стріла прогину в середині прольоту ( 0x ) дорівнює: 

EI

Pl

l

ll
l

EI

Pl
h

488

5

16

2

4
3

482

342








 





 .▲ 

 
 Задачі 
 
 17. Балка довжиною l2  лежить кінцями на підставках, а в її середині підві-
шено вантаж вагою W. Знайти найбільший прогин балки, нехтуючи її вагою. 
Вказівка. Приймаючи за початок координат середину балки, диференціальне 

рівняння задачі запишеться як )(
2

1
2

2

xlW
dx

yd
EI  . 

Відповідь: 
EI

Wl 3

6

1
 . 

 18. Знайти прогин горизонтальної, закріпленої одним кінцем балки, на віль-
ному кінці якої прикріплено тягар вагою W. Довжина балки l . Вагою балки 
можна знехтувати. 
Вказівка. Приймаючи за початок координат точку кріплення балки, матимемо: 

)( xlWM x  . 

Відповідь: 
EI

Wl 3

3

1
 . 

 19. Балку довжиною l  закріплено так, як говориться в умові попередньої за-
дачі, але навантаження її рівномірне і складає W Н на одиницю довжини. Знай-
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ти прогин балки. 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі  2

2

2

2
xl

W

dx

yd
EI  . 

Відповідь: 
EI

Wl 3

8

1
 . 

 20. Знайти прогин балки, яка серединою і кінцями лежить на опорах, при рі-
вномірному навантаженні W Н на одиницю довжини. 
Вказівка. Приймаючи за початок координат середину балки, досліджуємо про-
гин її правої половини. Початкові умови: 1) 0)0()0(  yy ; 2) 0)( ly  (якщо 
початкову довжину балки вважати рівною l2 ). Позначивши через klW  невідо-

му реакцію правої опори, одержуємо 2)(
2

)( xl
W

xlklWM x  . 

 21. Знайти прогин балки, один кінець якої закріплено горизонтально, а ін-
ший лежить на опорі, при рівномірному навантаженні W Н на одиницю довжи-
ни. 
Вказівка. Позначивши через l  довжину балки і прийнявши за початок коорди-
нат точку її кріплення, робимо висновок про те, що діючі сили і початкові умо-
ви такі ж, як і у попередній задачі. 
 22. Знайти прогин балки, обидва кінці якої закріплено горизонтально, при 
рівномірному навантаженні W Н на одиницю довжини. 
Вказівка. Приймаємо за початок координат середину балки і позначаємо її дов-
жину через l2 . Укріплений кінець балки одержує реакцію, яка зводиться до си-
ли lW , що напрвлена вгору, і до пари сил, яка невідома, але момент якої   від-
носно точки з абсцисою x  є сталою величиною. Отже, 

 )()(
2

2

2

2

xlWlxl
W

dx

yd
EI  ─ диференціальне рівняння задачі. Почат-

кові умови: 1) 0)0()0(  yy ; 2) 0)(  ly . 
 23. Вертикальна колона довжиною l , нижній кінець якої укріплено нерухо-
мо, підтримує своїм верхнім кінцем вантаж вагою P . Під дією цього вантажу 
верхній кінець колони відхиляється на відстань а від свого положення по вер-
тикалі. Знайти згинаючий момент і форму зігнутої колони, а також величину 
найбільшого вантажу, який втримає колона. 
Вказівка. Приймаючи за початок координат нижній кінець колони і за вісь Ох ─ 

вертикальну пряму, покладаючи 
dx

dy
p  , одержимо )(

2

2

yaP
dy

dp
EIp

dx

yd
EI   

при початкових умовах 0)0()0(  yy . Умова витримування вантажу: lx   
при ay  . 

Відповідь: 

















 x

EI

P
ay cos1 ; EI

l

2

2






  . 
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Задачі на коливання 
 
Приклад 20. Знайти закон руху і визначити період Т коливань математич-

ного маятника довжиною l  при малих відхиленнях. 
▼Вага кульки М дорівнює Р. Розкладаємо її на дві складові: N  ─ по 

напрямку нитки, f  ─ по дотичній до 

траєкторії. Сила N  зрівноважується силою 
натягу T  нитки, і, таким чином, вся 
система сил еквівалентна силі f : 

 sinsin mgPf  , де т ─ маса кульки, 

g  ─ прискорення земного тяжіння. 
 Оскільки для додатних кутів   додатна 
складова f  направлена у “від’ємний” бік, 
то  mgmgf  sin , бо при малих 

відхиленнях нитки від вертикалі  ~sin . Але 
l

s
 , і тому s

l

mg
f  , де s  

─ довжина пройденого кулькою криволінійного шляху. На основі другого зако-

ну динаміки одержимо диференціальне рівняння руху s
l

mg

dt

sd
m 

2

2

 або 

0
2

2

 s
l

g

dt

sd
. 

 Інтегруючи це лінійне рівняння другого порядку, одержимо загальний 

розв’язок 
















 t

l

g
Ct

l

g
Cs cossin 21  (дійсно, корені характеристичного 

рівняння 02 
l

g  уявні: i
l

g
2,1 ). Використовуючи початкові умови 

( 0)0(,)0(  sas ), знаходимо 1C  і 2C : 







.

,0

2

1

aC

C
 Підставляючи ці значення в 

загальний розв’язок, одержуємо 







 t

l

g
as cos , де а ─ амплітуда коливань. 

 Таким чином, рух математичного маятника являє собою гармонічне коли-

вання з періодом 
g

l
T  2 .▲ 

 Приклад 21. Дано систему, зображену на малюнку. Маса тіла т, жорсткість 
пружини k . Тіло змістили із 
положення рівноваги вправо на 
величину 0x  і штовхнули вліво, 
надавши йому швидкості 0 . Знайдіть 
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частоту, амплітуду і початкову фазу коливань. Тертя немає. 
 ▼Якщо відхилення тіла від положення рівноваги в довільний момент часу t 
дорівнює х, то за законом Гука kxFпр  , і рівняння руху запишеться у вигляді 

0 kxxm  або 0 x
m

k
x . По аналогії з попереднім прикладом загальний 

розв’язок цього лінійного диференціального рівняння такий: 


















 t

m

k
Ct

m

k
Cx cossin 21  або, якщо скористатися формулою допоміж-

ного аргумента, ─ 







 0sin t

m

k
xx m , де mx  ─ амплітуда, 

m

k
 ─ циклічна 

частота, 0  ─ початкова фаза коливань. Зауважимо, що одержаний результат є 
частинним випадком загального правила: якщо рівняння коливань побудовано, 
то квадрат частоти (циклічної частоти) коливань дорівнює відношенню коефі-
цієнта при невідомій функції до коефіцієнта при другій похідній цієї функції по 
часу. 
 Для визначення амплітуди mx  і початкової фази 0  (сталих інтегрування) 
повернемося до початкових умов: при 0t  0xx   і 0  x , попередньо 

знайшовши із залежності зміщення від часу 







 0sin t

m

k
xx m  швидкість: 









 0cos  t

m

k

m

k
xx m . Покладемо в цих виразах 0t : 00 sinmxx  , 

0
0 cos


mx

mk
 . Поділивши одне рівняння на інше, одержимо 

0

0

0 


mkx
tg   або 










m

kx
arctg

0

0
0 

 ; піднісши обидва рівняння до квад-

рату і додавши, знайдемо 
mk

xxm

2

02

0

2 
  або 

k

m
xxm

2

02

0


 .▲ 

 Приклад 22. На поверхні води плаває прямокутний брусок масою т і пло-
щею поперечного перерізу S. Йому поштовхом надали швидкості 0 , направле-
ної вниз. Знайдіть частоту, початкову фазу і амплітуду коливань. 
 ▼В положенні рівноваги глибина занурення тіла у воду 0l  визначається рів-

ністю сили тяжіння mg  і виштовхуючої сили gSlF в 0  
(тут в  ─ густина води): gSlmg в 0 . При коливаннях, 
наприклад в момент, коли глибина занурення дорівнює 

yl 0 , другий закон Ньютона записується у вигляді 
magylSmg в  )( 0 , де ya  . Віднімаючи від другого 

рівняння перше, одержуємо ymSgyв
   або 
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0 y
m

Sg
y в . 

 Це ─ уже знайоме нам рівняння коливань. Його розв’язок має вигляд 

)sin( 0  tyy m , де 
m

Sgв   ─ частота коливань бруска. За допомогою 

початкових умов ( 0)0( y , 0)0( y ) визначаємо амплітуду і початкову фазу: 

Sg

m
y

в

m 





0
0   і 00  .▲  

 Приклад 23. Знайти частоту коливань рідини, налитої в U-подібну трубку. 
Маса рідини т, густина  , площа перерізу трубки S . 
 ▼Вважаючи відомим спосіб знаходження частоти коливань через відно-
шення коефіцієнтів диференціального рівняння руху (див. пр. 21, 22), скориста-
ємось ще й енергетичними міркуваннями ─ частоту коливань будемо шукати не 
з рівняння коливань, а із виразу для повної енергії системи. Пояснимо це на 
прикладі пружинного маятника. 
 При коливаннях тіла на пружині (див. пр. 21) повна енергія системи склада-
ється з потенціальної енергії пружини і кінетичної енергії тіла: 

2

)(

222

2222 xmkxmkx
W





. Частота коливань такого маятника, як вже відо-

мо, дорівнює mk , тобто визначається відношенням постійних коефіцієн-

тів у виразах для потенціальної і кінетичної енергій. Так буде для будь-якої ко-
ливної системи: якщо повну енергію системи записано у вигляді двох доданків, 
один з яких пропорційний квадрату величини, яка характеризує відхилення си-
стеми від положення рівноваги (k), а другий ─ квадрату похідної цієї величини 
по часу (т), то частота коливань системи mk . 

 Повертаючись до нашої задачі, вважатимемо, що в деякий момент рідина 
відхилилася від положення рівноваги на величину у, і її 
швидкість дорівнює  . Знайдемо повну енергію системи 
в цей момент.  
 Зауважимо, що зображену на малюнку конфігурацію 
можна отримати, перенісши стовпчик рідини висотою у і 
масою Sym   із лівого коліна трубки в праве. При 
цьому стовпчик рідини набуває потенціальної енергії 

2SgymgyWp  . Кінетична енергія всієї маси рідини дорівнює 

2)(2 22 ymmWk
  . Таким чином, повна енергія системи дорівнює 

2

)( 2
2 ym

SgyW


  , звідки одержуємо, що частота коливань 
m

Sg 2
 .▲  

 Приклад 24. До джерела струму з ЕРС, що дорівнює  , підключено контур, 
який складається із послідовно з’єднаних котушки індуктивності L , активного 
опору R  і ємності C . Знайти струм i  в колі як функцію часу t , якщо в почат-
ковий момент струм в контурі і заряд конденсатора дорівнюють нулю. Розгля-
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нути випадок, коли constE  . 
 ►За законом Кірхгофа електрорушійна сила в колі дорівнює сумі спадів на-
пруг на індуктивності, опорі і ємності, CRL uuu  , пов’язаних з струмом i  

співвідношеннями 
dt

di
LuL  , RiuR  , 

t

C di
C

u
0

)(
1  . 

Таким чином, маємо рівняння 
t

di
C

Ri
dt

di
L

0

)(
1  , 

після диференціювання якого по t  одержуємо вже 
лінійне диференціальне рівняння другого порядку з 

постійними коефіцієнтами 0
1

2

2

 i
CLdt

di

L

R

dt

id
. 

 Характеристичне рівняння має корені 
CL

LCR

L

R
2

2

2,1 4

4

2


 . Якщо 

042  LCR , то загальний розв’язок )sincos( 1211 tCtCei t    , де 
L

R

2
 , 

2

2
2

1 4

1

L

R

LC
 , визначає електричні коливання. 

 Оскільки E
dt

di
L t 0 , то 

L

E

dt

di
t 0 , і початкові умови, таким чином, запи-

шуться у вигляді 00 ti , 
L

E

dt

di
t 0 . Звідси матимемо розв’язок  

te
L

E
i t

1

1

sin


 .◄ 

 
 Задачі 
 
 24. Запишіть рівняння руху і  вираз   для    повної     енергії     математичного  
маятника та знайдіть частоту його коливань. 

Відповідь: 0 x
l

g
x , 22 )(

22
x

m
x

l

mg
W  , 

l

g
 . 

 25. Матеріальна точка рухається по прямій під дією центральної сили, про-
порційної відстані точки до центра. Знайти закон руху точки. 

Відповідь: 







 t

m

a
As sin , де т ─ маса матеріальної точки, а ─ коефіцієнт 

пропорційності, А і   ─ довільні сталі. 
 26. Матеріальна точка рухається по прямій під дією центральної сили, про-
порційної відстані точки до центра, при наявності опору середовища, пропор-
ційного швидкості руху. Знайти закон руху точки, якщо опір малий в порівнян-
ня з притягуванням. 
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Вказівка. Диференціальне рівняння задачі sbassm  . Позначивши 2
m

a
 і 


m

b

2
, матимемо 02 2  sss  . Оскільки 22   , то корені характерис-

тичного рівняння комплексні. 
Відповідь: )sin(    tAes t , де 222   , А і   ─ довільні сталі. 
 27. Матеріальна точка масою т притягується кожним із двох центрів з си-
лою, пропорційною відстані х. Коефіцієнт пропорційності k, відстань між 
центрами 2b. В початковий момент точка знаходиться в стані спокою на відста-
ні Cx   від середини відрізка з кінцями в центрах притягання на лінії, що 
з’єднує ці центри. Знайти закон руху точки. 
Вказівка. Диференціальне рівняння руху (початок координат посередині від-
стані між центрами) kxxbkxbkxm 2)()(  . 

Відповідь: 







 t

m

k
Cx

2
cos . 

 28. Сила, що розтягує пружину, пропорційна збільшенню її довжини і дорі-
внює 1 кГ при видовженні 1 см. До пружини підвішено вантаж вагою 2 кГ. 
Знайти період коливань, які здійснює цей вантаж, якщо його злегка відтягнути 
вниз і потім відпустити. 
Вказівка. Диференціальне рівняння задачі (початок координат в точці, де ван-

таж знаходиться у стані спокою) )02,0(2
2

 xkx
g

. 

Відповідь: 
g

T
2

5


  с. 

 29. Знайти закон руху тіла вагою 1,96 кГ, підвішеного на пружині, яка си-
лою 1 кГ розтягується на 20 см. В початковий момент пружину розтягнуто з 
положення рівноваги на 5 см, тіло знаходиться в стані спокою. Опір середови-
ща пропорційний швидкості і при швидкості 1 см/с дорівнює 0,02 кГ. 
Вказівка. Диференціальне рівняння задачі 0 cxxkx . 
 30. Циліндричний поплавець радіусом 3 м і вагою 81 кГ стоїть вертикально 
у воді ( 1000  кг/м3). Поплавець трохи підняли, а потім відпустили. Яким бу-
де період його коливань? 
Вказівка. Позначивши через х вертикальну координату центра ваги поплавця, 
що відраховуєься від положення рівноваги, матимемо диференціальне рівняння 

задачі 09000
81

 xx
g

 . 

Відповідь: 
g105

3 
 с. 

 31. Горизонтальний диск радіусом а і масою М висить на дротині, яка при-
кріплена в його центрі. Якщо провернути диск навколо вертикальної осі, що 
проходить через його центр, на кут  , то момент кручення дротини дорівнюва-
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тиме kT  . Помічено, що диск, коли його повернути на малий кут  , а тоді 
відпустити, здійснює n коливань за 1 с. Знайти k.  
Вказівка. Оскільки момент інерції диска відносно осі обертання дорівнює 

2

2Ma
I  , то диференціальне рівняння моментів дає 0

2 2

22

 
k

dt

dMa
. 

Відповідь: Mnak 2222 . 
 32. Санки масою m  і довжиною l  ковзають зі швидкістю 0  по гладенькому 
льоду. Раптом лід закінчується, і санки заїздять на асфальт, де коефіцієнт тертя 
дорівнює  . Відомо, що санки заїхали на асфальт тільки частково. Знайдіть час 
до повної зупинки санок. 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі 0 gx
l

m
xm  . 

Відповідь: 
g

l
t



2

 . 

 33. Припустимо, що через Землю зроблено тунель, який проходить через її 
центр. Камінь, що впав у тунель, притягується центром із силою, пропорційною 
відстані до центра. За який час камінь пролетить увесь тунель? 
Вказівка. Диференціальне рівняння задачі krr  . 
Відповідь: t 3,42  хв. 
 34. Циліндричну посудину з газом закрито поршнем масою т і площею по-
перечного перерізу S. У рівновазі поршень знаходиться на висоті l  від дна по-
судини. В якийсь момент поршень зміщують із положення рівноваги вниз на 
величину 0h  і відпускають. Визначити частоту, початкову фазу і амплітуду ко-
ливань. Атмосферний тиск ap  відомий. Вважати, що в процесі коливань темпе-
ратура газу залишається постійною. 
Вказівка. Рівновага поршня описується рівнянням 0 pSSpmg a , де p  ─ 
тиск газу. Згідно закону Бойля-Маріотта SylpppSl ))((  . Диференціальне 

рівняння задачі 0


 y
l

Spmg
ym a . 

Відповідь: 
ml

Spmg a
 , 

20

  , 0hym  . 

 35. Дротину у вигляді півкільця радіусом R підвішено так, як показано на 
малюнку. Знайдіть частоту коливань цієї системи. 
Вказівка. Повна енергія системи дорівнює 

2
2

2 )(
2





mRmgR

W , де m  ─ маса півкільця,   ─ кут 

його повороту від положення рівноваги в довільний момент часу,    ─ ку-
това швидкість руху півкільця в цей момент. Враховано, що центр мас однорід-

ного півкільця радіусом R  знаходиться на відстані R

2

 від центра півкільця, 

момент інерції відносно осі обертання 2mRI  , а кінетична енергія обертально-
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го руху 
2

2I
Wk  . 

Відповідь: 
R

g


 2
 . 

 36. Тіло здійснює 90 коливань за хвилину. Амплітуда коливань зменшується 
вдвічі за 15 с. Знайти диференціальне рівняння руху. 
Вказівка. Продиференціювати двічі вираз закону затухаючих коливань 

)cos(    tAex t , врахувавши, що 
3

22





T  і 
2

115  e . 

Відповідь: 08,88092,0  xxx . 
 37. На тіло вагою 10 кГ діє пружна сила, яка намагається повернути його в 
стан стійкої рівноваги. Сила пропорційна зміщенню і дорівнює 2 кГ при змі-
щенні 1 м. Опір середовища пропорційний швидкості. Амплітуда після трьох 
коливань зменшується в 10 разів. Знайти період коливань. 
Вказівка. Див. вказівку до попередньої задачі. 
 38. Вантаж вагою P  підвішено на вертикальній пружині, довжина якої в не-
деформованому стані дорівнює l . На вантаж діє періодична вимушуюча сила 

ptQsin , де Q  і p  ─ постійні. Знайти закон руху вантажа, нехтуючи масою 
пружини і опором середовища. 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі ptQcx
dt

xd
m sin

2

2

 . 

Відповідь: pt
pk

q
ktAx sin)sin(

22 
  , якщо kp  ; 

ktt
k

q
ktAx cos

2
)sin(   , якщо kp  . 

 39. Розв’язати попередню задачу з урахуванням опору середовища, пропор-
ційного швидкості руху. 

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі ptQ
dt

dx
cx

dt

xd
m sin

2

2

   або 

ptqxk
dt

dx
n

dt

xd
sin2 2

2

2

 . 

Відповідь: )sin()sin( 1    ptBtkAex kt . 
 40. Розв’язати задачу прикладу 24, якщо tE  sin .  

Вказівка. Диференціальне рівняння задачі tEi
Cdt

di
R

dt

id
L  cos

1
2

2

 . 
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